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Resumo

A questao da natureza das transicoes de fases de sistemas de redes de bosons tem se tornado
cada vez mais urgente a vista da capacidade de carregamento de dtomos ultrafrios em redes
Opticas. Nesta tese, tentamos avancar este conhecimento através do estudo de 3 modelos bésicos
de redes de bdsons interagentes.

Inicialmente, determinamos o diagrama de fases e as propriedades fisicas do modelo boso-
nico de impureza unica de Anderson. Este modelo é interessante tanto em si mesmo quanto
por causa de sua relacao com outras abordagens tedricas tais como a teoria dinamica de campo
médio bosonica. Usamos como estratégia a inclusao de um pequeno campo externo acoplado
ao parametro de ordem superfluido, que quebra a simetria global de calibre do modelo. Desta
forma, foi possivel estudar a transicao de condensagao de Bose-Einstein através do critério de
quebra espontanea de simetria global de calibre. Outras quantidades como a ocupagao da impu-
reza, o desvio padrao da ocupagao e a susceptibilidade com respeito ao campo externo também
foram calculadas, caracterizando a transicao de fase do modelo. Alguns desses resultados foram
comparados com aqueles ja obtidos na literatura atavés do grupo de renormalizacao numérico.
Encontramos bom acordo entre os dois métodos.

O segundo estudo realizado nesta tese refere-se ao comportamento critico do modelo de Bose-
Hubbard desordenado atavés da chamada teoria de campo médio estocastica. O objeto central
dessa teoria de campo médio é a distribui¢ao de parametros de ordem P(1)). Estudos numéricos
estabelecem que perto da linha critica que separa as fases superfluida e vidro de Bose do modelo,
essa distribuicdo exibe uma large regido com comportamento de lei de poténcia P (1)) ~ ¢~ (+5),
onde 8. < 1. Usando esse comportamento como tentativa, obtivemos analiticamente tanto
a fronteira de fases quanto o valor do expoente critico da lei de poténcia f., encontrando

um razoavel acordo com os resultados numéricos e avancando o entendimento da natureza da
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transicao de fase especifica ao modelo desordenado.

Finalmente, o modelo de Bose-Hubbard desordenado para particulas de spin-1 foi estudado
dentro da teoria de campo médio estocastica. As distribuicoes de probabilidade de varias
quantidades fisicas como o parametro de ordem superfluido, o desvio padrao da ocupacao por
sitio, a fracao do condensado, o quadrado do operador de spin, bem como seus valores médios,
foram determinados para as trés fases do modelo, a saber, o superfluido polar, o isolante de
Mott e o vidro de Bose. Uma completa caracterizacao das propriedades fisicas dessas fases e

das transicoes de fase entre elas foi estabelecida.



Abstract

The question of the nature of phase transitions of systems of lattice bosons has become
increasingly more pressing in view of the capability of loading ultracold atoms in optical lattices.
In this thesis we try to advance this understanding through the study of 3 basic models of
interacting lattice bosons.

Initially, we determined the phase diagram and physical properties of the bosonic single-
impurity Anderson model. This model is interesting both in its own right and because of its
relation to other theoretical approaches such as the bosonic dynamical field theory method. We
used as strategy the inclusion of a small external field coupled to the superfluid order parame-
ter, which breaks the global gauge symmetry of the model. Thus, it was possible to study the
Bose-Einstein condensation transition through the criterion of the onset of spontaneous broken
global gauge symmetry. Other quantities such as the occupation of the impurity, the standard
deviation of the occupation and the susceptibility with respect to the external field were calcu-
lated characterizing the phase transition in the model. Some of the results were compared with
those already reported in the literature, obtained with the numerical renormalization group.
We found good agreement between the two methods.

The second study carried out in this thesis concerned the critical behavior of the disordered
Bose-Hubbard model within the so-called stochastic mean-field theory. The central object of
this mean-field theory is the distribution of order parameters P(1)). Numerical studies establish
that near the critical line separating the superfluid and Bose glass phases of this model, this
distribution shows a wide region of power-law behavior P(v)) ~ ¢~(1%5) where 8, < 1. Using
this behavior as an Ansatz, we obtained analytically both the phase boundary and the value
of the critical power-law exponent ., finding a reasonably good agreement with the numerical

results and thus shedding new light on the nature of this phase transition specific to disordered

viii
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model.

Finally, the disordered Bose-Hubbard model for spin-1 particles was studied within the sto-
chastic mean-field theory. The probability distributions of various physical quantities, such as
the superfluid order parameter, the standard deviation of the occupation per site, the conden-
sate fraction, the square of the spin operator, as well as their average values, were determined
for the three phases of the model, namely, the polar superfluid, the Mott insulating and the
Bose glass phases. A complete characterization of the physical properties of these phases and

the phase transitions between them was then established.
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Introducao: Transicao de Fase
Superfluido-Isolante de Mott

Em uma mistura entre a fisica estatistica e atomica nasceu a fisica de gases quanticos ultra-
frios, onde o evento mais marcante foi a obtengao de condensados de Bose-Einstein (BEC's)
[1-3]. O estudo dos gases atomicos ultra-frios iniciou-se com armadilhas 6pticas ou magnéticas
e atualmente conta com as chamadas redes épticas [4], onde fatores como a intensidade das
interacoes atomicas, a geometria da rede e o valor do spin dos atomos tem um alto grau
de controle nos experimentos. Entre estes experimentos podem ser citados a interferéncia de
dois condensados [5], coeréncia de fase de longo alcance [6], quantizacdo e redes de vértices
[7-9], e condensados de moléculas com pares ligados de férmions [10-12]. Efeitos tais como
correlagoes e interacoes sao determinantes no estudo deste tipo de experimentos. No regime de
fortes correlacoes foi provado que BEC’s em uma rede dptica apresentam a transicao de fase
superfluido-isolante de Mott [13].

O modelo de Bose-Hubbard apresenta-se como o sistema mais simples onde esta transicao
de fases pode ser entendida em termos da competicao entre energia cinética e interacao entre
os atomos [14-16]. O estado superfluido é presente quando as interagoes interatomicas sao
negligenciadas em relagao aos processos de tunelamento (energia cinética) no modelo, obtendo-
se assim uma ocupagao macroscopica do estado de energia mais baixo no espaco dos momentos,
com propriedades de coeréncia de fase. Por outro lado, o estado isolante de Mott é obtido no
limite inverso, quando os processos de interagao dominam em relagao a energia cinética, dando
origem a localizacao das particulas em cada sitio da rede e incoeréncia na fase.

H& ainda outro sistema, denominado modelo de impureza unica de Anderson, que na sua
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versao bosonica [17-20] apresenta também uma transigao de fases com caracteristicas similares
a transicao superfluido-isolante de Mott.

A adicao de novos ingredientes nestes modelos, tais como desordem e spin nao nulo, dao
origem a interessantes fenomenos altamente nao triviais, os quais constituem grande parte do

objetivo central do presente trabalho.

1.1 Modelo de Bose-Hubbard

No formalismo de segunda quantizacao, o hamiltoniano para um sistema de atomos bosoni-
cos interagentes aprisionados em uma combinagdo de um potencial éptico V,,(r) e um potencial

externo Vg (r) é dado por:

—h2V?
H :/d:%x\IJT(x) ( 5 + Vop(x) + Vm(x)) U(x)
m
1
+§/d3xd3x’\lﬁ(x)\1ﬁ(xl)V(x —x ) (x)¥(x), (1.1)
onde ¥(x) e Uf(x) sdo os operadores de campo que criam e aniquilam um 4tomo na posicao
x, respectivamente. O potencial de interagao entre os dtomos é V(x — x’) e o potencial de

confinamento da rede dptica V,,(x) é criado experimentalmente pela sobreposicao de dois ou

mais lasers contra-propagantes que criam um padrao de onda estacionario que é utilizado para

(b)

Figura 1.1 (a) Rede 6ptica criada pela sobreposi¢ao de um sistema de lasers contra-propagantes. (b) Padrao
de onda estaciondria que confina os dtomos na rede dptica [13].

aprisionamento dos atomos (ver Fig. 1.1).

(a)

Os operadores de campo podem ser expandidos na base das fungoes de Wannier w, (x — x;),

U(x) = Zamwa(x — %), Ul(x)= Za;rawZ(X — Xja)- (1.2)

1o
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Aqui a;q, C%Ta denotam os operadores de aniquilagdo e criacao nos modos « das funcoes de
Wannier w,, e w}, respectivamente, localizadas no sitio ¢ da rede.
Com o intuito de descrever fenomenos de baixas energias, restringe-se as fungoes de Wannier

ao modo mais baixo (o = 0). Assim, o hamiltoniano da Eq. (1.1) pode ser escrito como:

H= Z ala; / dxwg(x — x;) (_h2V2 + Vop(x) + Vear(x) — N) wo(x — ;)

2m
+ % Z Z a}aj.,ajaj/

X /alxdx’wg]k (x — x;)wi(x' — %)V (x — X )wo(x' — x;)wo(x — x;1).
A expressao acima pode ser reescrita como

H=-— Ztijajaj + Z(Q — /L)TALl + Hint, (13)
(i) @

onde (ij) significa soma sobre primeiros vizinhos e ¢;; é a amplitude de tunelamento,

by == [ s x) (T Vi) 4 Vi) ) o - x,). (14

2m

As energias ¢; de cada sitio da rede sao escritas como:

2m

= [ auitoc—x) (T Vil + Vi) ) il - .. (15)

Observe que na Eq. (1.3) foi introduzido o potencial quimico p com vistas a futuras aplica-
¢oes do ensemble grande-candnico. O termo de interacao Hy,; da Eq. (1.3) pode ser simplificado

substituindo o potencial de interacao entre os atomos por um potencial de contato da forma

, , 4mrah?
Vioe—x) = gilx - ). g =T (16)

onde a é o comprimento de espalhamento de ondas s. Esta aproximacgao acima é valida no
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limite de baixas energias (k — 0), pois para um potencial qualquer V(x) o deslocamento de
fase da onda espalhada em um problema de espalhamento de dois corpos é 6;(k) ~ k**!, onde
[ o momento angular. Para k — 0, sé ondas s (I = 0) devem ser consideradas no espalhamento
e a expressao da Eq. (1.6) torna-se valida nesta aproximagao [21].

O termo H;,; pode-se escrever na forma,

ng = E E CL CLjCLj/

(A

X /dxdx’wg(x —x;)wy (X' — x)V(x — x)we(x" — x;5)we(x — x;).

Arah?
NZCL a;a;a; ma /dX | wo<X—Xz‘) |4

4dmah?

=3 ZU@ aa;a;, onde, U; = /dx | wo(x —x;) [*

Assim o hamiltoniano de Bose-Hubbard pode ser escrito,
1
= - ; tijala; + Z(Gz — )T + 3 Z Uini(n; — 1). (1.7)
1] 1 1

Os termos no hamiltoniano acima podem ser interpretados como segue. O primeiro termo é
denominado de termo de hopping e descreve o tunelamento dos bésons entre sitios proximos. t;;
sao os parameétros de hopping e determinam a probabilidade com que essas particulas mudam
de sitio. O segundo termo contém as energias ¢; de cada sitio da rede e o 1ltimo termo do
hamiltoniano representa a interacao entre atomos no mesmo sitio da rede. Estes processos

estao representados na Fig. 1.2.
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t
.m
e ¢ o e o o

[] gi u

Figura 1.2 Modelo de Bose-Hubbard: o parametro de hopping t é a amplitude de tunelamento com que os
bésons pulam de um sitio da rede para outro, €; sao as energias associadas a cada um dos sitios e U representa
a intensidade da interacao entre as particulas de um mesmo sitio i da rede.

Note que os parametros ¢;; e U; no hamiltoniano da Eq. (1.7) dependem em forma geral dos

sitios da rede mas no presente trabalho serao considerados constantes.
1.1.1 Limites do modelo de Bose-Hubbard

A transicao de fase superfluido-isolante de Mott descrita pelo modelo de Bose-Hubbard pode
ser entendida qualitativamente estudando dois limites principais do sistema homogéneo, que é
a versao bosonica do modelo original introduzido por Hubbard para estudar a transicao de fase

metal-isolante de Mott em sistemas fermionicos [22].
1.1.1.1 Fase superfluida : t > U

Este primeiro limite é obtido quando os processos de hopping sao dominantes em relacao aos
processos de interagao, ou seja t > U. Nesse caso, os atomos podem-se movimentar livremente

por todos os sitios da rede e o estado fundamental do sistema é dado por:

1 1 N
1

= (ko) 100, (1)

onde N é o nimero de bdsons no estado fundamental e N, o nimero de sitios da rede. Note
que a segunda expressao da Eq. (1.8) estd escrita no espago reciproco, e o operador aLZO cria
particulas no modo k = 0. Este estado fundamental |¥y) é um estado para um nimero fixo
de particulas, e no limite termodinamico (N — o) ele fornece uma descrigao equivalente a um
estado coerente com a fase bem definida e portanto com incerteza no niimero de atomos por

sitio. Ressalta-se que quando os processos de interacao sao totalmente despreziveis em relacao

a energia cinética, o sistema forma um condensado de Bose-Einstein perfeito (BEC') onde o
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estado de particula inica de mais baixa energia (k = 0) é macroscopicamente ocupado.
1.1.1.2 Fase isolante de Mott: t < U

O outro limite, denominado isolante de Mott, é obtido quando ha um ntmero inteiro de
atomos por sitios e os processos de interacao sao dominantes em relacao a energia cinética no
modelo de Bose-Hubbard (¢ <« U). Neste caso, o estado fundamental é simplesmente dado por

um produto de estados de Fock nao emaranhados:

Wnon) = ([ ] el ) 10)- (L9)

No estado isolante de Mott nao hé coeréncia de fase, ao contrario da fase superfluida. Na
Fig. 1.3 mostra-se um desenho esquemaético das fases superfluida e isolante de Mott. Note que
que na fase superfluida os atomos estao deslocalizados por todos os sitios da rede, mas na fase

isolante de Mott os bdsons estao localizados devido aos processos de interagao.

Figura 1.3 Transigdo de fase superfluido-isolante de Mott: a fase superfluida (SF') e caracterizada por ter
coeréncia de fase e incerteza no nimero de dtomos por sitios e a fase isolante de Mott (MI), que s6 existe para
um ntimero inteiro de dtomos por sitio, nao possui coeréncia de fase [13].

A transicao de fase superfluido-isolante de Mott ocorre quando os processos tanto de inte-
ragao e energia cinética sao da mesma ordem no modelo. Assim, existe o valor critico U./t no

qual ela ocorre. Esta transigao de fases foi observada experimentalmente pela primeira vez com
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dtomos super-frios utilizando-se a espécie atomica 3" Rb [13].

1.2 Evidéncia experimental da transicao superfluido-isolante de Mott

Na Fig. 1.4 é mostrada uma série de imagens com a ocupagao no espago reciproco para varios
valores da razao V/E,, onde V é a profundidade da rede, que estd relacionada com o parametro
de interacao U, e F, é a energia cinética relacionada com o parametro de hopping t, em uma
descrigao através do hamiltoniano de Bose-Hubbard [16]. Na Fig. 1.4 (a), que corresponde ao
condensado, o ponto de cor vermelha indica a ocupacao do estado k = 0. Quando é aumentada
a profundidade da rede (ou equivalentemente U) comega a aparecer uma série de pontos ao
redor do pico central, sinalizando a ocupagao de outros estados com k # 0. A transicao de fase
ocorre entre os padroes (e) e (f) da Fig. 1.4, e corresponde a razao V/E, ~ 13. As imagens

(9) — (h) estao associadas a fase isolante de Mott, onde desaparece a ocupagao macroscopica.

a b o c . . d ° K
. o @ o || e e ° | o ’ o 1
o -] . [ ] .

Figura 1.4 Comprovagdo experimental da transi¢do de fase superfluido-isolante de Mott. A figura mostra
uma série de padroes de interferéncia que dao ocupacao dos estados de particula tinica no espaco reciproco. A
transicao de fase ocorre entre as figuras (e) e (f) [13].

Ha uma grande variedade de trabalhos tedricos sobre esta transicao de fases, utilizando
métodos analiticos e/ou numéricos. Vamos agora explorar com mais detalhes os limites do
modelo de Bose-Hubbard empregando duas das aproximagoes mais simples [23], a aproximagcao
de Bogoliubov, que descreve bem o limite de interacoes fracas, e a teoria de campo médio

estatica, que trata a energia cinética como perturbacao em relacao as interagoes.
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1.3 Aproximacao de Bogoliubov: limites de interacoes fracas

Consideremos o hamiltoniano de Bose-Hubbard no caso homogéneo (¢; = 0), e incluamos o

potencial quimico pu, que permite trabalhar no ensemble grande canonico
H=—t E ala; — p E ﬁi—l-g E ni(n; — 1). (1.10)
o : 2 £
1] K K3

Introduzindo os operadores de criagao e destruicao air(, ax no espago de momentos, tais que:

_ ier;  f_ L b ik
a; = mgake . a \/—N_s;ake : (1.11)

onde Ny é o numero de sitios da rede e r; é a posicao do sitio . Do primeiro termo do

hamiltoniano (Eq. (1.10)), segue que

—tZaTaj = ——ZZ —ikeri gl g g, (1.12)

(i7) (ij) kK’

Seja r; =r; + 0, onde §, é um vetor que liga o sitio 7 aos seus primeiros vizinhos

—tZaIaj =— — ZZ kT ik (i) o K + h.c
(ig)

i kk'

:__E:E —zkkrlzk(Sakak/_i_hc

i5 kK’

Utilizando a condicao de ortogonalidade

Z e~ ik k) wi Nyogy, segue que,

—t Z a;-raj =— tz eik'gaLak + h.c
(i)

%)
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=—t Z Z(eik'g + e*ik'g)altak
k g
=Y cvdlan
k

Para uma rede hipercibica em d dimensoes:

onde a é 0 modulo do vetor 6.

O segundo termo do hamiltoniano (Eq. (1.10)) na base de momento pode ser escrito como:

—uzm = —uZaLak, (1.13)
i K

e para o ultimo termo segue que

1U . . . .
_ - —iky-r; —iko-r; ikzr; ikgr; T T
=573 E e taTigTte T Ra T g ) Ay, (i,

S ikikoksks

1U il
=5N E Ay, O, Qs Py Ok 4o s s
5 ki ko ,k3 kg

Assim, o hamiltoniano (Eq. (1.10)) na base de momentos pode ser escrito como:

_ 1U
H = E 5kaLak+§ﬁ E aLaLQaksak45k1+k2,k3+k4, (114)
k ® k1,ko ks k4

d
onde, Bk = —Qthos(k;ja) — [ (1.15)
j=1
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1.3.1 Método de Bogoliubov

Como o nimero médio de atomos no condensado é grande, ou seja, Ny >> 1 e como

ax—o | WYY = /Ny [U)~1), assim pode-se aproximar
ag —> \/ No‘i‘do (116)

onde dy = ag — {ag) sao as flutuagdes no operador ay.
Na teoria de Bogoliubov deve-se determinar um novo hamiltoniano Hpg(Ny), que depende

de uma nova variavél Ny (ocupacao do condensado), tal que:
Hp(Ny) =T (Ny) + Ve(No). (1.17)

Para determinar uma expressao para Vp(Ny) tomam-se todas as contribui¢oes da Eq. (1.14)
até segunda ordem nos operadores com momento diferente de zero (k # 0). Pode-se escrever

assim:

No) = > Vii(No). (1.18)

i,j=0
onde V; ;j(Ny) contém os termos de interacao da Eq. (1.14), com ¢ operadores de criacao e j

operadores de destruicao de estados com k # 0. Segue que:

1U 1U
VbO = 2 N agagagao §FN2 (1'19)
1U 1U
Voo = N, E (ILIGLQGOQO(S(kl + ko) = §EN0 E :aiaik (1.20)
ki, ko#0 k#0
Vo 1Y Z 5(ks + ki) N§ (1.21)
= —— alalay.a a_xa .
02 — 2N k 0“0 k3 k4 3 4 0k7£0 kUk
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1U
5 k£0
1U
5 k£0
1U U
Vio = N, Z (akaoaoao + aoakaoﬁo) = ﬁsN?ﬁ Z ay (1.23)
k£0 k0
1U T 3/2
‘/E)l = Eﬁ Z <a0a0aka0 + CLOGOCL()CLI(> == _N Z ak. (124>
k40 k40

Como o numero de particulas fora do condensado é pequeno em relacao a Ny, os termos
que envolvem trés e quatro operadores ay, ak (k # 0) como Vo, Vig e Voy serao desprezados.
Os termos Vg e Vj; nao conservam momento devido a k; + ky = k3 + k4, e também devem ser
negligenciados.

Para o termo de energia cinética do hamiltoniano Eq. (1.14) encontra-se:

Tp(Ny) =Zoabao + 2 Z alag + 2 Z abax + Z SR (1.25)
kA0 k40 kA0
:goNg—i-g()\/ N()ZCLL—FE()\/ NgZCLk—FZEkCLLCLk. (126)
k40 k40 kA0

Assim, na aproximagao de Bogoliubov o hamiltoniano da Eq. (1.14) é reduzido a expressao:

U
Hgp = (go + §n0> Ny + (50 + UTLO) v/ Ny (ag) + CL0>

1
_ it
+ Z Exa ax + §Un0 Z(4a£ak +apa’ )+ a_gax), (1.27)
k#0 k#£0
onde ny = %‘: ¢ a densidade do condensado. Lembrando que o objetivo é diagonalizar o

hamiltoniano acima, a parte linear nos operadores ag + ag pode ser eliminada escolhendo o
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potencial quimico como segue:

Eo + UTLQ =0.
Utilizando ;
k= —2t Z cos(k;a) — p,

j=1

segue que
Eog = — 2dt — v
== —zt—pu, z=2d, ¢énumero de primeiros vizinhos.

Portanto,

—Zt—[JJ—FUTLO:O,

encontrando para o potencial quimico p a expressao
= Uny— zt.
Assim, o hamiltoniano Hg (Eq. (1.27)) é escrito:

U 1
HB = —ERONO + ngaﬂak + §Un0 Z(4a£ak + alT(aT_k + a_kak)

k#£0 K#0
onde,
d
Ex =€k — i, Ex = —QtZ cos(k;a).
j=1
Introduzindo,

r=Ung, (x=C¢k+2Ung =72+ 2r,

segue que

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)
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r

Hp = 5

"
Ny + Z Ckalak + 3 Z(af(aik + a_yay) (1.34)
kA0 k£0

A parte quadratica nos operadores ay e aL do hamiltoniano acima pode ser diagonalizada

utilizando a seguinte transformagao canonica (transformacao de Bogoliubov)

Ak :ukbk + Uka_k, CLL = Ukb;r{ + Ukb,k,

bk =urayx — vkatk, bL = ukalt — UkQ_k. (1.35)

Essa transformagao é candnica se os novos operadores (by, bL) satisfizerem as relagoes de comu-
tacao,

(b, b)) = G [bw i) = 0 = [bl,, bl ). (1.36)

Estas sao satisfeitas impondo-se a restricao ui — v = 1. Segue que

al ay =ulbl by + v (bL0' . + bwhi) + vEb_ycb!

alal  =ulblbl + wevne(blby + b’ ) + v2b_ibic

onde assume-se U_x = Ux € V_x = V.

Do hamiltoniano ( Eq. (1.34)) resulta:

Hp :fNO + Z (gui + Zvi + Ckukvk> (bLbT—k + b*kbk)
k#0

2 2
+ Z [Ge(ud + v2) + 2ruscvi] bbi + Z (Gevg + rugvy) - (1.37)
k20 120

A forma diagonal pode ser obtida escolhendo uy e vy de tal modo que o coeficiente que acom-
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panha os termos anomalos bLbT_k + h.c seja nulo

r

21112( + Geukvg = 0. (1.38)

r

Escolhendo a parametrizagao uy = cosh ¢y e vy = sinh 1y que garante ui —vg = 1, e utilizando

sinh 29y = 2uyvy e cosh 2¢y = ui + v2, segue da equacao acima que

r

tanh 205 = — (1.39)
k

1 [ Ck L[ Ck
2 _ — _ 2 = — _—
uk—2( k—l—l), Ve 2( ) 1), (1.40)
onde,

B = /¢ —r2 (1.41)

Com estas expressoes obtidas acima é possivel reescrever o hamiltoniano da Eq. (1.37). Note-se

que o coeficiente dos termos aLak do hamiltoniano é reescrito como:

Ck(ui + 1112() + 2ruk vk :Cké—t + TZ_?—:

=B (1.42)

G ( Gk -r
Ckvﬁ—l—rukvk:E E—k—l +r 25,

(B — i) - (1.43)

DN | —
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Desse modo, chega-se a expressao diagonal procurada.

1

HB:2

1
k+#0 k#0

Observe que a energia das excitacoes Ey ainda pode ser reescrita em termos das variaveis iniciais

Ex =/ =712, r=Uny, (1.45)

do modelo

utilizando

Ck:§k+2Un0
=ex — p+2U0Ung

=ex — (Ung — zt) +2Unyg

d
=z2t+Ung+ex, €= —2thos(kja),
j=1

de modo que

B = \/(2t + &) + 2Uno (2t + ex) (1.46)

Note-se para modos de comprimento de ondas longos (ka << 1), encontra-se

By =~ kv 2tUn0a2, k — 0. (147)

A energia das excitagoes Fy ¢ linear em k, caracteristica de um superfluido que tem ondas
de som como excitagbes de baixa energia [24]. Porém nao hé gap, ou seja a aproximacao de
Bogoliubov nao descreve a fase isolante de Mott, que é caracterizada pela presenga de um gap
de energia no espectro de excitagoes [13]. Vamos agora encontrar a densidade do condensado

no.
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1.3.2 Densidade do condensado

Determinaremos agora a densidade do condensado ny associada ao hamiltoniano efetivo da

Eq. (1.44). Para isso escrevemos a densidade total n como:

1
N Z <a;r<ak>H8ff . (1.48)
5k
Separando a contribuicao de momento zero, segue que

1
n =no + ﬁ Z <CLLCLk>

5 ks£0

1
—no + E g ((uibf(bk bl by + vﬁ)>

—ng + ﬁ > { ul + vd) (b)) + vk}
k40

Utilizando as equagoes (1.40), encontra-se:

n:no—i-Ekzﬂ){g; (bl b)) + 5(%‘;—1)} (1.49)

Como (b by) = (ePPx — 1 ~1 que é o fator de ocupacao de Bose-Einstein para um sistema de
Kk

bosons em equilibrio térmico a temperatura T', segue que

n—n0+FZ{<§;)eﬁTl_l+%(é—l;—l>} (1.50)

S k£0

No limite de temperatura zero 8 — oo e (blbe) — 0 e

np = 2N 2 (— - 1) (1.51)
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A%
No limite continuo tem-se >, — V f_T/r/a W e que
174 T/a d%k Ck
=n— -——1]. 1.52
m=n—g [ e () (1.52)
Fazendo a mudanca de varidveis ka = 2wq e tomando N, = V/a?, encontra-se para a densidade
do condensado a expressao:
1 /1/2 p ( Cq >
ng=mn— — dq| = -1, (1.53)
2 ) 4 Eq
onde,
Ek :\/(zt+5k)2 +2Un0(zt+5k), (154)
d
(e =2t +Unp+ex, ex=—2t Z cos(k;a). (1.55)
j=1

Na Fig. 1.5 apresenta-se a densidade do condensado em fungao de U/t (retirado da referéncia
[23]). Note que este resultado confirma a afirmacao de que a aproximagao de Bogoliubov nao
descreve a fase isolante de Mott, pois nao existe nenhuma regiao em que a densidade seja nula
e ng/n tende a zero apenas no limite U/t — co. Pode-se concluir que embora a aproximagcao
de Bogoliubov descreva bem a fase superfluida, ela nao é boa para descrever a fase isolante de
Mott. Isso significa que essa aproximacao nao ¢ valida no limite de interacoes fortes, onde a
fase isolante de Mott esta presente.

Vamos agora explorar a possibilidade de descrever a transicao de fase superfluido-isolante
de Mott utilizando uma teoria que leve em conta os efeitos das interagoes de forma exata, mas

considere o termo de energia cinética como perturbacao.
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Figura 1.5 Densidade do condensado ng/n em fungao de U/t calculada na aproximagao de Bogoliubuv apli-
cada ao modelo de Bose-Hubbard [23].

1.4 Teoria de campo médio estatica

Nesta secao aplicaremos a aproximacao de campo médio estatica ao modelo de Bose-

Hubbard [14, 23],
U
H:—tZaIaj—uZﬁiﬁLEZﬁi(ﬁi—l). (1.56)
(ig) ( i

Nessa teoria, o modelo de rede acima é reduzido ao problema de um sitio sujeito a uma
condigao de auto-consisténcia, de maneria similar ao calculo de campo médio da magnetizacao
do ferromagneto de Ising [25]. Comega-se fatorando o termo de energia cinética do hamiltoniano
de Bose-Hubbard, utilizando-se a aproximagao de campo médio a; = (a;) + @;. Assim, segue:
ala; = — (al) (a;) + (a}) a; + a (a;) + Autuacoes. (1.57)

% %

Utilizando a expressdo acima, o hamiltoniano (Eq. (1.56)) é reduzido ao hamiltoniano efetivo

de um sitio, como segue:
; U
Ay = —milal +ai) + Sni(mi = 1) = m, (1.58)
onde o parametro n; é dado pela relacao:

=ty {aj), (1.59)
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aqui n.n significa soma sobre primeiros vizinhos e supusemos, sem perda de generalidade, que
(a;) € R . Nota-se que o problema definido pelas equagoes (1.58) e (1.59) é um problema auto-
consistente, pois para encontrar o estado fundamental de 'HS} s> brecisa-se conhecer o parametro
n;, que por sua vez também depende do estado fundamental através do valore esperado (a;).
Nesta aproximacao é possivel determinar de maneira analitica a fronteira do digrama de
fases utilizando o fato de que perto da transigdo de fases o parametro (a) é pequeno. Assim
pode-se aplicar teoria de perturbagoes nao degenerada considerando-se o parametro n; da Eq.

(1.58) como uma perturbagao.
1.4.1 Diagrama de fases em teoria de campo médio estatica

Para uma rede uniforme de conectividade Z o parametro 7; definido na Eq. (1.59) é reduzido
a expressao 11 = Zt {a), onde o indice i foi omitido para facilitar a notacao e porque (a;) nao

depende de 7 no caso uniforme. Assim, pode-se tomar como perturbacao a expressao
VD = —n(a’ +a). (1.60)

Um célculo simples em teoria de perturbagdes utilizando |n(u/U)) e EY) = Yn(n —1) — un
como problema de referéncia permite determinar em primeira ordem o estado fundamental do

o (i)
hamiltoniano H, f

i =) = | i = 1+ Y . (161)

Isso implica que

n n+1
=— . 1.62
(ol = =1 | o+ T (162)
Utilizando a equagao da auto-consisténcia n = Zt (a), segue,
_— n P (1.63)
= " Un—1)—pu pu—Un| '
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onde os simbolos ... denotam termos de ordem superior em 7. Assim, a relagdo acima permite

determinar a fronteira do digrama de fases como

U 1+ pu/U ’

Zt  (n(u/U) = p/U) (/U = n(u/U) + 1) (1.64)

Na Fig. 1.6 apresenta-se o diagrama de fases no plano (Zt/U, u/U). Apresentam-se os trés
primeiros 16bulos de Mott (cor vermelha) caracterizados pelas ocupacoes (bib;) = n(u/U) =
1,2, 3. Nota-se que a fase superfluida (cor azul) é separada da fase isolante de Mott (MI) por

linhas de pontos criticos onde o parametro de ordem (a) é nulo.

3

o 0,05 0,1

Zt/U

Figura 1.6 Diagrama de fases no plano (Zt/U, u/U) para o modelo de Bose-Hubbard calculado utilizando
teoria de campo médio estdtico [14, 23].

0,15 0,2

1.4.2 Parametro de ordem e ocupacao

O parametro de ordem (a) determinado de forma auto-consistente resolvendo as equagoes
(1.58) e (1.59) é mostrado na Fig. 1.7(a) em funcdo de p/U para um valor fixo do parametro de
hopping Zt/U = 0.05. Note que este é zero na fase isolante de Mott e finito na fase superfluida.
Na Fig. 1.7(b) apresenta-se a ocupagao (n) para o mesmo valor de hopping Zt/U = 0.05 em

funcao de pu/U. Observa-se que a fase Mott é caracterizada por uma série da platos de densidade
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constante os quais nao sao descritos na teoria de Bogoliubov.

(a) (b)
1,5 T T T T T 3 T
—Mi /
[ Zt/U=0.05 ' [ —SF /
1t s 2
’ 2 /
Vv Vv

0,5 . 1 /

L 1 1 1 L
93 0 0.5 1 15 2 25 D35 0 05

1
n/u u/u

Figura 1.7 (a) ParAmetro de ordem e (b) ocupagao por sitio em fungéo de p/U para um valor fixo de hopping
Zt/U = 0.05

1,5 2 2,5

A teoria de campo médio estatica descreve a transicao de fase superfluido-isolante de Mott
e permite determinar outras grandezas que caracterizam a transicao de fases. O ponto critico
para uma densidade fixa (n) é determinado maximizando-se a Eq (1.64) em relagao ao potencial

quimico [23], obtendo-se

(U/Zt). ~58, n=1, (1.65)

~4n, n> 1. (1.66)

O valor critico encontrado para (n) = 1 concorda muito bem com os experimentos da referéncia
[13]. Vale comentar que existem métodos bem mais sofisticados que permitem caracterizar a

transicao de fases superfluido-isolante de Mott, tais como Monte Carlo Quéantico [26].

1.5 Diagrama de fases determinado por Monte Carlo quantico

Na Fig. 1.8 apresenta-se o resultado obtido para o diagrama de fases para o modelo de Bose-
Hubbard segundo o método de Monte Carlo (curva azul com simbolos), assim como também
os resultados obtidos com outros métodos de aproximacao, entre eles a teoria de campo médio

estatica exposta na secao anterior. O calculo corresponde a uma rede 3D onde o numero de
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coordenacao é Z = 6. Note-se que mesmo existindo uma diferenca entre as teorias de campo
médio estatico (linha preta tracejada da Fig. 1.8) e o resultado obtido com Monte Carlo
quantico (linha com simbolos azuis), pode-se considerar que a teoria de campo médio estatica

fornece uma boa descricao para a transicao de fases.

2 ¢ : : : : : :
- —o— B-DMFT
15t AN —o— Monte Carlo ||
= — Bethe z=6
% 1 4 = - — - Mean Field
05 | R _

0(;_&———_@_—6 clc ‘I’ L L 1
0 0005 0.01 0015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
t/U

Figura 1.8 Diagrama de fases no plano (¢/U, u/U) para o modelo de Bose-Hubbard em 3D. A curva preta
com simbolos foi obtida utilizando a B — DM FT [27], a linha azul com simbolos foi determinada utilizando o
método de Monte Calo Quéntico [26], o diagrama de fases de cor vermelho foi calculado na rede de Bethe [28]
e os resultados representados pela linha tracejada foram obtidas em teoria de campo médio estdtica [14, 23].

Na Fig. 1.8 também estao os digramas de fases obtidos usando-se outros dois métodos
de aproximacao desenvolvidos recentemente: a curva vermelha corresponde a uma solugao na
rede de Bethe [28] e a curva preta com simbolos é uma solucao utilizando teoria dindmica de
campo médio para bdsons (B-DMFT) [27, 29, 30]. A B-DMFT ¢ uma versao bosonica da teoria
ja existente utilizada para descrever sistemas fermionicos fortemente correlacionados [31, 32].
Nota-se que o diagrama de fases segundo esta teoria é bem parecido ao calculado com o método
de Monte Carlo Quantico. Ressalta-se que um dos ingredientes da B-DMFT é a solucao do

problema de impureza unica correlacionada, que sera o topico abordado no capitulo 2.

1.6 Esquema geral

A seguir apresenta-se uma descricao geral de todos os tépicos estudados em cada capitulo

do presente trabalho.
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Capitulo 2: Fases Quanticas no Modelo de Impureza Unica de Anderson

Aborda-se o modelo de impureza unica de Anderson para bésons. Inicialmente é deduzido
o modelo de impureza tnica e posteriormente apresentam-se alguns resultados conhecidos da
literatura em relacdo a transicdo de fases presente neste modelo [19, 20]. O método de dia-
gonalizacao exata é empregado como ferramenta para estudar as fases quanticas do modelo
utilizando como estratégia a inclusao de pequenos campos que quebram a simetria de calibre
que o modelo apresenta. Tal fato permite definir o parametro de ordem (parametro super-
fluido) utilizado para descrever a transigao de fases. Diversos resultados sdo comparados com

os estudos relatados nas referéncias [19, 20].
Capitulo 3: Efeitos de Desordem na Transicao Superfluido-Isolante de Mott

Estuda-se como os efeitos da desordem afetam a transicao superfluido-isolante de Mott. O
método de estudo é a denominada teoria estocéstica de campo médio (SMFT') recentemente
proposta nos trabalhos [33, 34]. Apresenta-se um estudo analitico da SMFT que permite
determinar o diagrama de fases para o modelo de Bose-Hubbard desordenado. A aproximacao
analitica apresentada ¢é inspirada em um calculo numérico valido na regiao critica da transicao
de fases; compara-se finalmente o diagrama de fases obtido analiticamente com os resultados

numéricos conhecidos [33].

Capitulo 4: Modelo de Bose-Hubbard Desordenado com Spin-1: Tratamento me-

diante Teoria Estocastica de Campo Médio

Neste capitulo além da desordem ¢ adicionado outro ingrediente ao modelo de Bose-Hubbard,
o spin. Estudam-se assim os efeitos da desordem no modelo de Bose-Hubbard para particulas
com spin-1 utilizando a SMF'T. Nessa teoria sao determinadas as distribuicoes de probabilidade
de varias grandezas, assim como também os valores médios destas grandezas, permitindo des-
crever as fases existentes no modelo. Ressaltam-se as diferencas entre os resultados dos casos

nao homogéneo e homogeéneo do modelo.
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Capitulo 5: Consideragoes Finais

Este capitulo é dedicado a destacar os resultados mais relevantes do presente trabalho, res-
saltando diversos problemas que podem ser abordados com os métodos utilizados nos diferentes
topicos desenvolvidos nesta tese.

Apéndices

Nos apéndices A, B e C sao apresentados em detalhes vérios cdlculos relacionados com o

caso nao interagente do modelo de impureza tinica de Anderson estudado no capitulo 2.



2

Fases Quanticas no Modelo de
Impureza Unica de Anderson

2.1 Introducao

No fascinante mundo da Fisica da Materia Condensada, um dos tépicos que tem despertado
maior interesse para os fisicos experimentais e tedricos é o estudo do condensado de Bose-
Einstein (BEC) [1-3]. Na tltima década, o uso das redes épticas, permitiu um alto grau
de manipulacdo e controle dos experimentos de aprisionamento de atomos frios [13]. Tais
sistemas tornam-se potenciais candidatos para o desenvolvimento da computacao quantica,
principalmente devido a coeréncia e emaranhamento dos estados BEC' [35]. O grande desafio
¢é levar em conta os efeitos de decoérencia e dissipacao que destroem as correlagoes quanticas
(emaranhamento) nesses sistemas [36, 37].

Recentemente, utilizando combinagoes de armadilhas atomicas com armadilhas de ions,
tem sido possivel estudar os efeitos de um reservatério com caracteristicas superfluidas sobre
uma unica impureza, neste caso o fon [38]. O modelo de impureza tnica de Anderson boso-
nica (B-SIAM), do inglés bosonic single-impurity Anderson model, objetivo desde capitulo,
foi introduzido pelo grupo de Zoller [17, 18] para descrever um ponto quantico acoplado a um
reservatério com caracteristicas de superfluido. Vale comentar que nesse trabalho o modelo é
reduzido ao chamado modelo de spin-bdsons que apresenta caracteristicas diferentes do modelo
de impureza bosonica de Anderson.

Utilizando técnicas do grupo de renormalizacao numérico [39-41], foi demonstrado que o

B-SIAM apresenta uma transi¢ao de fase quantica, denominada isolante de Mott- BEC' [19, 20].

25
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A Fig. 2.1 mostra um esquema que permite entender como ocorre tal transicao de fase [19, 20].
Na Fig. 2.1(a), temos um reservatério de bésons nao interagente na auséncia da impureza.
Todas as particulas ocupam o estado de energia mais baixa do potencial Vg(x). O operador de
campo VUp(x) atua no reservatério destruindo os bdsons na posi¢ao x. A fase isolante de Mott
aparece quando a interacao entre os bdsons na impureza é dominante em relacao as processos
de hopping que ligam o banho a impureza, as particulas da impureza confinadas pelo potencial
Va(z) se separam do banho (Fig. 2.1(b)). Quando os processos de hopping dominam em relagao
a interacao das particulas da impureza, a fase BEC pode ser vista como ocupac¢ao macroscopica

de um estado local no sitio (ver Fig. 2.1(c)).

(a) BEC sem impureza
Vo(x)

Lé\g(x)

(b) Fase Mott (c¢) Fase BEC

V() W) v(x) W)

¥(x) Yi(X)

Figura 2.1 Modelo de uma impureza bosonica de Anderson: (a) o BEC na auséncia da impureza, (b) A fase
isolante Mott. (c) A fase BEC.

O B-SIAM é um dos ingredientes fundamentais na implementacao da teoria dinamica de
campo médio para bdsons (B-DMFT) [27, 29, 30]. Esta teoria foi inicialmente proposta para
estudar sistemas fermionicos [31, 32], e atualmente é considerada uma das teorias mais acei-

tas para descrever sistemas fortemente correlacionados de natureza fermionica, bosonica ou
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misturas.

Da mesma maneira que foi deduzido o modelo de Bose-Hubbard (ver se¢ao 1.1), serd feita
uma deducao do hamiltoniano de impureza tnica bosonica. Isto sera considerado na préxima
secao deste capitulo. Em seguida, o limite nao interagente do modelo é estudado em detalhes na
secao 2.3. Em particular demonstra-se analiticamente uma relacao para os parametros criticos
da impureza e do banho onde ocorre o BEC. Empregou-se o método de diagonalizacao exata
para estudar o modelo interagente, utilizando como estratégia a condicao de quebra espontanea
de simetria devido a pequenos campos introduzidos no modelo hamiltoniano. Com isso, foi
possivel definir um parametro de ordem para descrever a transicao de fase quantica que o
modelo apresenta. Outras grandezas locais como a susceptibilidade, ocupacao da impureza e
desvio padrao da ocupacao da impureza sao calculadas e comparadas com os resultados obtidos
nas referéncias [19, 20]. A dltima se¢ao do capitulo contém um resumo dos resultados de maior

relevancia e perspectivas futuras de estudos decorrentes do presente trabalho.

2.2 Hamiltoniano do Modelo

Uma derivagdo do modelo de uma impureza bosonica foi proposta nas referéncias [17, 18]
para estudar um ponto quantico imerso em um reservatério superfluido. A Fig. 2.2 mostra
os bésons no ponto quantico (impureza), sinalizados pelas circunferéncias vermelhas que estao
confinados pelo potencial rigido V4(x), enquanto que os bésons do reservatério sdo confinados

pelo potencial Vp(x).

\;A[/A(X)

Figura 2.2 Um ponto quantico imerso em um reservatério superfluido. Os bdsons na impureza estdo confi-
nados pelo potencial rigido V4(x) e podem mover-se do ponto quantico ao reservatorio (processo indicado pela
seta de cor laranja). O operador de campo W 4(x) destréi bésons na impureza e o ¥p(x) no reservatério. O
potencial de confinamento dos bésons no reservatério é Vp(x) [20].
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Pode-se escrever o hamiltoniano composto de trés termos:

H=H,+ Hp+ Hyp, (2.1)

onde H, é referente ao hamiltoniano da impureza, Hp ao reservatorio dos bosons, e Hap
representa o acoplamento do banho com a impureza. Na linguagem de segunda quantizacao,

escreve-se:

Hy— / 420, (x) ( Fa vA(x)) Walx) + / ! U, (x) W, (x ) U (x — %0 4 (X)W 4 (),

(2.2)

onde V4(x) e Ua(x) sao os potencias de confinamento e de interagdo dos bésons na impureza.
Os operadores de campo W' (x) e W4(x), criam e destroem particulas na posiao x.
Supondo que os bdésons no reservatério nao interagem, pode-se descreve-los pelo hamiltoni-

ano

o = [ xwo0 (2 + Vi) ) st (23)

2mB

onde Vp(x) é o potencial que confina os bdsons no reservatério. Como consideraremos apenas
uma espécie de atomos, as massas dos atomos na impureza serao tomadas como iguais as massas
dos atomos no reservatério, ou seja my = mp.

O acoplamento da impureza com o banho é descrito via o hamiltoniano:
Hap =Q / dx (mg(x)qu(x) n qf;(x)pr(x)> . (2.4)

O parametro €2 é a frequéncia efetiva de Rabi que permite os processos de hopping entre a
impureza e o reservatorio [17, 18].

Procedendo de forma analoga a derivacao do modelo de Bose-Hubbard na rede, expandimos
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os operadores de campo numa nova base,

W a(x) =¢a(x)a, (2.5)
Up(x) = th(x)bi, (2.6)

onde ¢,(x) é a fungao de onda associada com o potencial de confinamento dos bésons na
impureza V4 (x), e “a” é operador de destrui¢do que atua na impureza. Os operadores by atuam
destruindo particulas no banho. Os coeficientes 1y (x) sao as solugoes da equagao de Schédinger

para o potencial de confinamento Vz(x) com energias ey

( P Vi) ) ) = ewdal). (27)

2mB

Utilizando as equagoes (2.5) e (2.7), Hg pode ser escrito como:

o =3 [ 0 ( 22+ Vo)) e otk

Kk’

=3 [ i ok

kk'

Assumindo que as fungdes ¢y (x) podem ser normalizadas, obtém-se:
Hp = Z exblbi (2.8)
K

Para reescrever o hamiltoniano da impureza H,4 pode-se utilizar o fato de que no limite
de baixas temperaturas, o potencial de interagao U, (z) pode ser substituido pelo potencial de

contato,

4 h?
Ua(x — X') =gad(x —X'), ga= —AT (2.9)
ma

onde ay é o comprimento de espalhamento de onda s, e m4 é a massa dos bosons na impureza.
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Assim, temos:

o v
< 2 N 1 ~
Hy :/dxgb:;(x) (2];‘2 + VA(X)) Pa(x)a’a + EgA/dx | ¢a(x) [*a'a’aa (2.10)
A
to+ Latal
= — pupa'a + S ¢'alaa, (2.11)

onde os parametros iy e U representam a energia e a interacao dos bdsons na impureza.

O hamiltoniano H4p, pode-se reescrever utilizando as equagoes (2.5) como:

Hyp=Q) / dx (¢ (x)¢w(x)bia’ + h.c) .

Introduzindo,
= 0 / 6" (%) e () (2.12)
obtém-se,
Hip=Y (vkblia + vk*aTbk) (2.13)
k

Portanto, o modelo de uma impureza em um reservatorio de bosons é descrito por:
v i i
H = —uoaTa + EaTaTaa + ; exby bi + ; (kaka + Vk*aTbk>

Tal modelo é conhecido como hamiltoniano estrela. A impureza (circulo verde da Fig. 2.3)
esta acoplada a todos os sitios do banho em forma de estrela pelos parametros de hibridizacao
Vi. Tambem é possivel mapear o hamiltoniano acima em uma geometria de cadeia [40], s6 que
neste caso a impureza estara unicamente acoplada ao primeiro sitio da cadeia, existindo também

processos de hopping nos sitios do banho. A geometria de cadeia é usada na implementacao
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do grupo de renormaliza¢do numérica (NRG) pela simetria do hamiltoniano [40]. No método
de diagonalizacao exata, empregado no presente trabalho, as duas geometrias no hamiltoniano
acima (cadeia e estrela) sdo completamente equivalentes, pois o hamiltoniano serd truncado

para um nuimero fixo de sitios no banho e nimero de particulas.

€1 €9 €3 €4
@ 2@ 2@ @

Impureza

Figura 2.3 Geometria estrela para o modelo de impureza tnica. A impureza é acoplada a todos os sitios do
banho via processos de hibridizagao com amplitudes V.

2.3 Limite nao interagente: U =0

Inicialmente, chamamos os operadores da impureza como b, (simplesmente com o intuito de
facilitar a notagao usada mais a frente) e a impureza como sitio zero. Assim, o hamiltoniano
de impureza tnica bosonica embebida em um banho, também de carater bosonico, pode ser

escrito como:
i U : i
H = —puoblbo + —-bjbo(blbo — 1) Zekb b + ka (bhbo + blx) - (2.14)

O limite nao interagente U = 0 leva ao fenémeno de condensagao de Bose-Einstein (BEC), onde
existe uma ocupacao macroscopica do estado fundamental. A fungao de Green para o sitio zero

¢é definida segundo a expressao:

iGo(t) = (o | T[bo(1)3(0)] | o), (2.15)



32 2. Fases Quanticas no Modelo de Impureza Unica de Anderson

onde T é o operador de ordenamento temporal e |®g), é o estado fundamental. Esta funcao

pode ser calculada com facilidade (ver apéndice A para os detalhes do célculo) encontrando-se:

2
Go(w) = —2miN | v |? 6( +Zw_|z_j} |+ o (2.16)

onde N ¢ o ntimero de bdsons no estado fundamental, e os coeficientes | v, |* sio dados segundo:

| vq I*= } . (2.17)

v
1+ —*—
" (Eq_sk)Q

O espectro de energia F, (energia por particula) é determinado pela equacao,

v
Batpo =Y o

K a7 fk

= 0. (2.18)

A fungao espectral é definida como a parte imaginéria da fun¢ao de Green. Da Eq. (2.16),

encontra-se

ImGy(w)
T

=2N5(w)hol* + ) Il 8(w — Eq)- (2.19)

q

Ag(w) = —

E importante ressaltar que em w = 0 ha um pico com peso proporcional ao nimero de particulas
N no estado fundamental, o que é uma caracteristica do BEC.
Torna-se interessante reescrever o segundo termo da Eq. (2.16) (detalhes no apéndice A)

Ccomao:

”7q|2
Go(w)=»y ————
gw—l—m—Eq
B 1
w1+ po — Jo(w)’

(2.20)
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onde Jy(w),

Jo(w) => W (2.21)

- wHin—ex

A parte imaginaria de Jy(w), permite definir uma segunda funcao espectral simbolizada por

Ag(w), sendo:

Ao(w) = — ImJp(w)
=1 ) Vi2o(w — ex). (2.22)

Dessa maneira toda a informacao do banho na funcao de Green nao interagente esta contida
na funcao espectral Ag(w). Os parametros do banho podem ser determinados escolhendo uma
parametrizacao de Ag(w), como é usual em véarios problemas de impureza tnica.

Utilizando uma lei de poténcias na frequéncia como parametrizacao de Ag(w) [37], segue

que

Ao(w) = 2maw! ™ *w®, 0<w<w, s>-—1, (2.23)
onde a é um parametro adimensional que caracteriza a intensidade da dissipacao, w, ¢ a frequén-
cia de corte e s 0 expoente do banho. O caso s < 1 é conhecido como regime sub-6hmico, s = 1
ohmico, e s > 1 regime super-6hmico, (veja Fig. 2.4).
|

A -
sub-ohmico
LA .

: ohmico
A .
super-ohmico

Figura 2.4 Parametrizagio em lei de ponténcias para a funcéo espectral Ap(w). Regime sub-6hmico s < 1,
regime 6hmico s = 1, e super-ohmico s > 1.
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Uma interessante pergunta a ser respondida é: existe um valor critico dos parametros (im-
pureza e banho) no qual ocorre o BEC? Para encontrar a resposta, pode-se buscar os pélos de
Go(w), solucionando a equagao

w+ o = Aw), (2.24)

onde A(w) é definido como o valor principal (P.V.) de Jp(w) segundo:

dz Ao(x)

TwWw—1T

N@:RV/ (2.25)

A solugao encontrada para a Eq. (2.25), sendo o pdlo w = wy < 0, leva ao valor critico de

a no qual ocorre o BEC (ver apéndice B),

_ HoS
2w,

. s>0. (2.26)

c =

Tal resultado pode ser interpretado como um estado localizado, de energia negativa se separa
do continuo de energia no ponto a = a,, no caso s > 0.

Na Fig. 2.5(a) mostra-se a parte imagindria da funcao de Green Gy(w) em fungao de w.
O pico do tipo funcao delta desta funcao espectral corresponde ao polo simples determinado
pela condicao acima. Esse estado ligado ¢ separado do continuo de energia deixando um gap
de energia finito (Fig. 2.5(b)). No BEC ha uma ocupagao macroscépica de tal estado ligado.
Quando os processos de interacao sao levados em consideracao, o gap comega a se fechar. Este
sumico do gap foi o critério usado para sinalizar a transicao de fase quantica neste modelo de

acordo com as referéncias [19, 20].

2.4 Resultados para o B-SIAM usando o NRG

O grupo de renormaliza¢do numérica (NRG), atualmente aceito como uma das melhores
ferramentas no estudo de sistemas de impurezas correlacionadas, foi inicialmente proposto para
estudar sistemas fermionicos [39]. Além disso, sua versdo bosonica [40] foi empregada para
estudar o B-SIAM [19, 20]. Utilizando como critério o desaparecimento do gap de energia,

quando a interacao U é levada em conta no modelo hamiltoniano, determinou-se a transicao
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(a) (b)

U=0 ¢«

Im[go(w)]

Espectro continuo-ramificagdo

4

Gap

Polo
simples

Figura 2.5 Critério do gap. (a) Parte imagindria da fun¢ao de Green nao interagente Go(w) em fungéo da
frequéncia. (b) Gap de energia que hé entre o estado ligado e o continuo de energia.

de fase isolante de Mott-BEC no B-SIAM. A Fig. 2.6 mostra dois dos principais resultados
obtidos nas referéncias [19, 20]. A mesma parametrizagdo em lei de poténcias, para a funcdo

espectral discutida na segao anterior Eq. (2.23), foi empregada nessas referéncias.

(a) (b)
‘ !
- —_— =0
- s—a 0=0.007
A—h 0=0014
~|e—e 0=0028 -
, | .
o
T~
=]
= L
0 -
! | ! ! 0 ..z',: ...‘r L L .
0 0.1 0.2 205 0 0.5 1 1.5
aw, /U to/U

Figura 2.6 Resultados usando o NRG para o B-SIAM [19, 20]. (a) Diagrama de fases no plano (uo/U, aw./U)
para diferentes valores do exponente do banho s. (b) Ocupagio da impureza como funcao de po/U para um
expoente do banho s = 0.4 e diferentes valores de aw,./U.

Na Fig. 2.6(a), mostra-se o diagrama de fases: no eixo vertical estd a energia da impureza
to/U e no horizontal a constante de dissipa¢ao aw./U. O digrama de fases tem uma forma
parecida com o modelo de Bose-Hubbard na rede: esta formado por uma série de 16bulos de

Mott, separados por linhas de pontos criticos da fase BEC. A dependéncia com o expoente s,
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do banho, mostra que estes l6bulos se estendem até o infinito para s = 1. Na Fig. 2.6(b),
mostra-se a ocupagao da impureza como funcao de p/U para o expoente do banho s = 0.4.
A linha azul @ = 0, é um limite trivial do modelo quando a impureza estd completamente
desacoplada do reservatério. Assim, a ocupacao é simplesmente a funcao degrau, formando
platos caracteristicos da fase Mott. Quando U # 0 os platos comecam a deformar-se aparecendo
a fase BEC. Na Fig. 2.6(b), os simbolos em todas as curvas da ocupagao (a # 0) correspondem
a fase Mott, e as linhas continuas a fase BEC do diagrama de fases correspondente.

A principal tarefa presente neste capitulo é estudar o B-SIAM utilizando o método de
diagonalizacao exata, introduzindo pequenos campos que quebram a simetria de calibre do

modelo.

2.5 Quebra espontanea de simetria

Nesta secao questiona-se a possibilidade de sinalizar a transicao de fases utilizando o pa-
rametro superfluido (by). Visando responder esta questdo, pode-se introduzir um termo extra
na parte local do hamiltoniano de impureza tnica. Vamos estudar inicialmente o caso nao

interagente (U = 0):
H = —pgbfbo — o(b) + bo) + > _ ewbibic + Y Vac(blbo + bhbi), (2.27)
k k

onde ¢ é um campo externo. O termo adicional gp(b$ + bg) proposto neste trabalho quebra
a simetria de calibre H[eb,] = H][b] presente no hamiltoniano acima. E demonstrado que
esta quebra de simetria é condi¢do necesséria e suficiente para a existéncia do BEC [42]. Na
linguagem matematica, podemos escrever:

o1 9
Lim Lim — | {bo) [ # 0. (2.28)

Isso significa que se tomamos os limites do niimero de particulas tendendo ao infinito, e pos-
teriormente o campo externo ¢ tendendo a zero, o parametro superfluido é diferente de zero.

Deve-se ressaltar que é necessario tomar os limites nessa ordem especifica, do contrario (by) nao
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serd diferente de zero.
De acordo com os céalculos do apéndice C, a solucao para o estado fundamental do hamilto-

niano da Eq. (2.27) é um estado coerente,

o) = e 10), (2.29)

onde,

S = (b — bo) + an(bL — by). (2.30)

Os parametros A e 7, sao reais e estao dados pelas expressoes

4 me = — AVE. (2.31)

a1 E
Ho + Dy o=

A expressao obtida para o valor esperado de by tem a forma

" €k(Eq — Ek) ‘

V2
(bo) =AY A2lg, Tq=1-Y — T (2:32)
q

Dessa maneira | (by) |> = (biby) o« N devido a |®,) ser um estado coerente (vide Apéndice C).
Assim, quando o limite termodindmico (N — oo) é aplicado a Eq. (2.28) a dependéncia em
relagdo ao nimero de particulas desaparece. Ao tomar o outro limite (¢ — 0), resta um valor
constante diferente de zero. Assim, a condi¢do da Eq. (2.28) mostra a existéncia do BEC.
Um fato relevante é que o criterio dado pela Eq. (2.28) é similar a condi¢ao de quebra de

simetria em um ferromagneto de Ising. Tal analogia é descrita a seguir.
2.5.1 Analogia com o ferromagneto de Ising

O ferromagneto de Ising pode ser descrito pelo hamiltoniano

Higsing = —J » 0,05 — hZUi, o; = =*1, (2.33)
) :

(i
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onde J > 0, é a constante de acoplamento entre os spins vizinhos, o; os operadores de spin
de Pauli e A um campo magnético externo. Ressalta-se que na auséncia de h, a magnetizacao
é zero, pois 0s spins tém a mesma probabilidade de estarem orientados para cima ou para
baixo. Assim, quando colocamos o campo externo, estamos quebrando a simetria de reversao
temporal o; — —0;, 0 que permite uma magnetizacao diferente de zero. Um ponto relevante é
a existéncia de uma condicao de quebra se simetria bem parecida com a do modelo de impureza

tnica de Anderson.

Lim Lim (M), # 0. (2.34)

h—0 N—o0

Aqui M é magnetizacao e N o tamanho de sistema. O grafico da magnetizacao em funcao
do campo externo h, é apresentado na Fig. 2.7. Mostram-se trés valores de temperatura: 7T-
(temperatura menor que a temperatura critica T.), um valor acima 7%, e T.. Observe-se que
a inclinacao da curva aumenta, quando 71" aproxima-se da temperatura critica. Em T,., M vai

continuamente a zero, indicando que a transicao é de segunda ordem.

/ h
____/ ’

Figura 2.7 Magnetizagao em fungao do campo externo h em um ferromagneto de Ising. M é mostrada para
temperaturas igual & temperatura critica T,, menores que T, (T<), e maiores que T, (7-) [25].

Vejamos agora que acontece no modelo de impureza unica, quando levamos em conta os

efeitos da interacao U entre os bdésons, estudados utilizando o método de diagonalizacao exata.
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2.6 O método de diagonalizacao exata

Escrevendo-se novamente o hamiltoniano na geometria estrela, mas agora para um nimero

fixo de sitios (V) e levando em conta o termo de quebra de simetria, temos:

N, N, N,
U S S S
H = —puoblbo + 5 bibo(bllo = 1)+ eablbn + 3 Vi (b;bo + bgbn) +o > (0] +b,) (2.35)
n=1

n=1 n=0

E importante ressaltar que existe uma quantidade conservada no hamiltoniano acima na au-

séncia do campo externo ¢, a soma do nimero total de particulas Ny,

Ny =) bliby < Nonga- (2.36)

Na linguagem matematica, isso significa que a grandeza acima comuta com o hamiltoniano
(quando ¢ = 0), sendo limitada pela cota superior no nimero de particulas N,,,, na presenga
do termo extra. Assim a idéia proposta meste trabalho é diagonalizar H usando o ensemble
grande canonico para um numero fixo de Ny e N4z

Outro ponto importante é determinar os parametros do banho {e,,V,}. Estes podem ser

encontrados da Eq. (2.22), assim:

b(n) A b(n) A
V2:/ dz 0(‘”), gn:vn2/ az20®) (2.37)

" Ja m (n) 7r

Os limites de integracao a(n) e b(n) constituem um intervalo que contém as energias ¢, do

banho. Assim, da parametriza¢ao proposta para Ag(w) (Eq. (2.23)), obtemos:

201wt 8
V2=t (b —a(n) ), m=1,2..N, (2.38)
20“’0;_8 s+2 s+2 1

Como ja destacado, neste trabalho ha grande interesse em fendmenos de baixas energias. Dessa

maneira, a escolha da discretizagao (a(n),b(n)) torna-se bastante sutil, devendo permitir que
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modos de frequéncia w — 0, possam ser tratados.

A seguinte discretizagao é proposta:

a(n) =(Ns —n)A™"0,
b(n) =(Ny +1 —n)A~""Y5 (2.40)

onde, § = w./N;s e A é o parametro caracteristico da discretizacao do método de renormaliz¢ao
numérica (NRG) [39].

Essa discretizacio é um pouco diferente da utilizada no método NRG, [A™"w,, A~ Dyw,].
Observe-se também, quando o nimero de sitios (N;) aumenta, temos uma melhor aproximagcao
do modo de frequéncia zero na discretizagao proposta na Eq. (2.40) (ver Fig. 2.8). Além disso,
no limite A = 1, pode-se recuperar exatamente a discretizacao linear. No entanto, ao utilizar
A = 1 na discretizacao logaritmica, obtém-se V,, — 0 e ¢, — oo. Em todos céalculos foram

utilizados os parametros A =2 e w, = 1.

Aw)

II
Ll I ] -

o/ / 1

N Z)AZ 71

Figura 2.8 Comparagio entre a discretizagoes para a fungao espectral do método NRG [20] e a proposta
na Eq. (2.40). Nota-se que quando N aumenta, a discretizagao utilizada no presente trabalho (linhas azuis)
descrita pela Eq. (2.40)) aproxima-se mais rdpido ao modo de frequéncia zero em rela¢do com a discretizagao
do NRG (linhas de cor preto).

2.6.1 Parametro superfluido

Escolhendo o valor aw,./U = 0.0625, tracamos o grafico do parametro superfluido em funcao

do campo externo ¢. Na Fig. 2.9(a) apresenta-se (by) para trés valores da energia da impureza,
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to/U = 0 na fase Mott, po/U = —0.21 na fronteira entre as fases e uo/U = —0.25 dentro da
fase BEC. A Fig. 2.9(b) mostra uma linha de cor marrom, indicando a parte do digrama onde

estao os trés pontos escolhidos para a analise.

(a) (b)
0,4 T T T T r 1 " T T T y N T
= =0.0625 | | =™ MOTT
— MOTT G.(DC/U m FRONTEIRA |4
0.2} | — FRONTEIRA = e
0,5 _
| |2~ BEC ] <n>=1
e s=0.4, E
S ofF an/U=00625 1 = | 1
Nma =5, N =10 c ’
- X s 4
— /U= 0.00 or 7
-0.2 — BfU=-0.21 | ]
7 HfU=—0.25 | | <n,>=0
0 ' , ) | ] | ] _0'5 N 1 " 1 h 4 1 L
-0,001 -0,0005 o 0,0005 0,001 o 0,025 0,05 0,075 0,1
® o, /U

Figura 2.9 Quebra espontinea de simetria no B-SIAM. (a) Pardmetro superfluido como fungdo do campo
externo ¢ para po/U = 0 na fase Mott, ug/U = —0.21, na fronteira entre as fases e ug/U = —0.25 na fase
BEC. (b) Diagrama de fases mostrando os lébulos de Mott com ocupagao 0 e 1. A linha vertical de cor marrom,
indica o ponto aw./U = 0.0625, no qual calcula-se (bg).

A inclinagao da curva (Fig. 2.9(a)) aumenta quando desloca-se do ponto /U dentro da
fase Mott ao ponto de 1o /U na fase BEC. Dai se nota a semelhanga com o caso do ferromagneto.
A transigao de fase, também como no caso Ising, é de segunda ordem. O parametro (by) tende
continuamente a zero no ponto critico e tem um salto abrupto na fase BEC.

Dessa maneira, tem-se um critério (critério de quebra de simetria) para identificar a transi¢ao
de fases no modelo de impureza bosonica. Na secao a seguir, serd construido o diagrama de

fases do modelo usando o critério de quebra de simetria.

2.7 Diagrama de fases

Usando o critério de quebra de simetria, Eq. (2.28), foi construido o digrama de fases,
mostrado na Fig. 2.10, que apresenta a energia da impureza py/U como func¢ao da constante de
dissipacao aw./U. A curva de cor laranja corresponde ao diagrama calculado usando o método

de diagonalizacao exata. A curva de cor azul com simbolos corresponde ao calculado usando
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o NRG [19, 20]. Os parametros utilizados no célculo foram, U/w, = 0.5 para a constante de
interagao e s = 0.4 para o expoente do banho.

Observa-se que o diagrama de fases esta constituido por uma série de 16bulos de Mott. Neste
caso sao apresentados os dois primeiros 16bulos de Mott, com ocupagoes 1 e 2, além da secao
do digrama com ocupagao zero ({(ng) = 0). Os l6bulos de Mott sao separados da fase BEC
por linhas de pontos criticos onde o parametro de ordem é zero. Notamos que para aw./U
pequenos, a fase Mott é favorecida. Em caso contrario, quando « é incrementado, os procesos
de hopping entre a impureza e o reservatério (Vi # 0 no hamiltoniano) séo favorecidos. Isto da

preferéncia a ocupagao macroscopica do estado fundamental, que caracteriza a fase BEC.

2 \~ . T T - T
,\k
<n0>:2 L NRG
b 1 m“‘:;:: i ,’J ED _
= e BEC
3 <ng>=1
O P S \3 _
<n,>=0
L | . . |
0 0.1 0.2

aw. /U

Figura 2.10 Diagrama de fases para o modelo de impureza tnica para bdsons. As linhas de cor azul com
simbolos correspondem ao diagrama de fases determinado usando o NRG [19]. As linhas de cor laranja foram
determinadas usando o método de diagonalizagao exata. O valores usados no cdlculo foram s = 0.4 e U/w, = 0.5.

Outra grandeza que pode ser utilizada para sinalizar a transicao de fase é a susceptibilidade

local, como veremos a seguir.

2.7.1 Susceptibilidade

Voltando a analogia com o ferromagneto de Ising, onde a susceptibilidade ¢ ——. Defina-se

oh

a susceptibilidade local para o modelo de tinica impureza como:

L C0])

2.41
Lim =5 (2.41)

Na Fig. 2.11 apresenta-se o inverso da susceptibilidade 1/y em fun¢do do 1/Nyue.. O valor

to/U = 0 estd dentro da fase Mott, e p9/U = —0.21 corresponde ao ponto da fronteira do
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diagrama de fases. Os simbolos pretos na Fig. 2.11 correspondem ao ponto po/U na fase
Mott. Observe que neste caso 1/y tende a um valor constante, com o aumento do Ny,
Esse comportamento de x na fase Mott é esperado, devido ao parametro superfluido variar

linearmente com o campo externo ¢ (Fig. 2.9(a)) no limite ¢ — 0.

1,810 ——4——F——7——7——7—

" | — ,/U=0.00
1,4x10°|

o—© I ,/U=-021

1,0x10° |

MOTT

A\}

2R 6,0x10 2= =

1,5x10™*
1,0x10™ | BOUNDARY 4

5,0x10° i

0,0 L 1 2 1 N 1 N 1 N 1 "
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

1N,

X

Figura 2.11 Susceptibilidade em funcdo de 1/Nyuq.. O valor de po/U = 0 estd dentro da fase Mott, e
to/U = —0.21 esta na fronteira do diagrama de fases. O valor usado para a constante de dissipagao no calculo
foi aw./U = 0.0625.

No entanto para o valor de po/U na borda do digrama de fase (Fig. 2.11), o inverso da
susceptibilidade tende a zero quando N,,,, aumenta. Tal comportamento é mostrado pela
linha com simbolos azuis da Fig. 2.11. Aqui ha outra caracterstica de uma transicao de fase

de segunda ordem, que ¢ assinalada pela divergéncia da susceptibilidade.
2.7.2 Outros observaveis

A ocupac@o da impureza n;,, = (ng), calculada no estado fundamental, é mostrada na Fig.
2.12 para diferentes valores dos parametros aw./U. Aqui, comparamos os resultados obtidos
neste trabalho com os obtidos na reférencia [19]. Observa-se que hd uma boa concordancia dos

resultados obtidos para essa grandeza ao comparar os dois métodos.
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Figura 2.12 Ocupagio da impureza como funcgio de po/U. Comparacao entre os métodos NRG [19] e
diagonalizacao exata para as diferentes curvas de aw./U. No limite & = 0 a impureza estd completamente
desacoplada do reservatoério.

Na Fig. 2.13(a) mostra-se a ocupacao da impureza (ng), junto com 10x | {(by) |? em fungao
de po/U. Note-se que o valor de ¢/w. ~ 107% é pequeno, pois esta grandeza sé pode ser
definida nos limites N, — 00 e ¢ — 0. Como ja havia sido discutido, vé-se que o parametro
superfluido é diferente de zero na fase BEC, e zero na fase Mott, como é mostrado na Fig.
2.13(a). O diagrama de fases ao lado (Fig. 2.13(b)) mostra a linha aw./U utilizada para o
calculo. Os simbolos na curva da ocupacao estao dentro da fase Mott, enquanto as linhas

continuas correspondem a pontos dentro da fase BEC.

(b)
1 i T v T F N T
o, /U =0.0625 |4
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Figura 2.13 (a) Ocupagdo da impureza e o pardmetro superfluido para um valor pequeno de p/w. (b)
Diagrama de fases mostrando a linha de a.w./U que corresponde ao cdlculo de {ng) e (bg).
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O desvio padrao da ocupagao da impureza Ang = 1/ (n2) — <n0>2 é mostrado na Fig. 2.14(a)
no plano (po/U, aw./U) em uma escala de cores. Note-se que ela é pequena para valores
pequenos de aw,./U (cor azul na escala de cores), pois neste caso sao desfavorecidos os processos
de hibridiza¢ao da impureza com o banho. Ang, alcanga o maximo valor para pontos aw./U
dentro da fase BEC. Na Fig. 2.14(b), Any é tragada para trés valores de aw./U em fungao de
to/U. Observe-se que Ang tem um salto abrupto nos pontos da transigdo, onde ela alcanga
o maior valor quando p/U muda da fase isolante de Mott a fase BEC, e para pontos pg/U
dentro da fase Mott comega a diminuir.

Numericamente, atingir os limites da expressao de quebra de simetria Eq. (2.28), torna-se

um problema complexo. Tal perspectiva sera discutida mais detalhadamente na proxima secao.

(a) (b)
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-1.0 . 1 . ] ; 1 ; ] .
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Figura 2.14 Desvio padrao da ocupacao da impureza. (a) Ang mostrado no plano (ug/U, aw./U) em uma
escala de cores. (b) Ang como fungdo de pg/U para trés valores diferentes de aw./U. Os pardmetros utilizados
no céalculo foram N,,.. =5 e Ny = 10.

2.8 Limitacoes do método

Nesta secao exploram-se as limitagoes do método de diagonalizagao exata estudando a de-
pendéncia do parametro superfluido com o cutoff no nimero de particulas N,,q.. Inicia-se
fixando um valor pequeno do campo externo (¢/w, ~ 107%) e plota-se | (by) |* em funcao de
to/U (ver Fig. 2.15(a)). Como é esperado, (by) é zero na fase Mott e diferente de zero no BEC.

Na Fig. 2.15(b), apresenta-se o parametro superfluido com um intervalo maior de po/U em
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relacao a do lado esquerdo, e para outros valores de N,,,..

Nota-se que para N,,.. = 2,3, (by) apresenta vales para valores de /U dentro da fase BEC,
entanto para N,,.. = 4,5 os vales comecam a sumir descrevendo corretamente a fase BEC.
Mas para valores da energia da impureza acima de /U ~ 0.3 observa-se que o parametro
superfluido diminui para todos os valores de N, considerados em uma regiao que corresponde
novamente a fase BEC. Tal comportamento significa que é preciso aumentar ainda mais o

parametro N,,., para termos uma boa descricao nessa faixa de valores de N, 4.

(a) (b)
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Q J 1 1 1 1
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Figura 2.15 Efeitos de tamanho finito: (a) | (by) |?> como fungdo de j/U. (b) Dependéncia do parametro
superfluido com N,z

Assim, ao fixar um valor pequeno de ¢/w,., deve-se ter cautela com a escolha de N,,,,. Este
deve ser grande o suficiente para que (by) nao diminua na fase BEC. Deve-se lembrar também
que o precedimento correto é fazer o limite da Eq. (2.28) na ordem inversa, fixando um Ny,q,

e extrapolando o limite de ¢/w. — 0, como foi discutido nas se¢oes anteriores.

2.9 Conclusoes

Mostrou-se que é possivel sinalizar a transicao de fase quantica isolante de Mott-BEC' no
modelo de impureza tinica de Anderson, usando a grandeza (by) como parametro de ordem. Isso
foi feito introduzindo pequenos campos externos, quebrando a simetria de calibre presente no

hamiltoniano do modelo. Alguns dos resultados obtidos foram comparadas com os reportados
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nas referéncias [19, 20], mostrando-se uma boa concordancia. A transi¢do de fase quantica
observada neste modelo ainda nao tem comprovacao experimental. Isso gera um grande desafio
para testar os resultados do presente trabalho com eventuais experiencias que poderao ser
realizados.

Topicos que podem ser de interesse envolvem considerar a inclusao de outros termos na ha-
miltoniana do modelo. Por exemplo, termos de hibridizagao tipo [ A(x)dx (\1111 (x)Wh(x) + h.c> :
que sao parametros de hibridizagao andémalos envolvendo processos de criacao e destruicao de
boésons simultaneos na impureza e no reservatoério.

Também ¢é possivel levar em conta termos de interagao tipo densidade-densidade entre os
bésons na impureza e no reservatério [17], [ dxdx’@L(x)\TIE(x’)VAB (x — x’)\TJB(X')(I\/A(X), onde
Vap(x — x') é o potencial de interagdo. Se o potencial for positivo a fase Mott é favorecida,
pois estes processos tendem a localizar as particulas da impureza pelas interagoes. Porém, se
forem levadas em conta os outros termos anomalos discutidos linhas antes, seria um modelo de
impureza generalizado, e apresentaria um desafio teérico maior.

Considerando que os efeitos de temperatura (7)) mudam o digrama de fase do B-SIAM, outro
topico de interesse seria inclucao de 7T finito para estudar a termodinamica nesses modelos de

impureza.
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Efeitos de Desordem na Transicao
Superfluido-Isolante de Mott

3.1 Introducao

Na compreensao de problemas mais realistas da natureza é inevitavel levar em consideragao
os efeitos da desordem. Esse novo ingrediente além de estar intrinsecamente presente em alguns
materiais pode ser introduzido externamente através de um potencial aleatério como no caso
de gases atomicos ultra frios. Existem muitas realizacoes experimentas da adicao de desordem
em redes opticas. Recentemente o grupo de B. DeMarco [43, 44] utilizando combinagoes de
um campo optico speckle e uma rede 6ptica 3D, exploraram o modelo de Bose-Hubbard de-
sordenado (DBHM), do inglés disordered Bose Hubbard model. A intensidade da desordem era
continuamente ajustada através do controle da intensidade do campo speckle, e as propriedades
estatisticas induzidas pela desordem foram determinadas pelas distribuicoes dos parametros do
modelo [43, 44]. Vale destacar que este foi o primeiro trabalho a explorar experimentalmente o
regime de interagoes fortes e desordem no DBHM.

O efeito de desordem pode levar ao aparecimento de novas fases quanticas . No caso do
DBHM surge uma nova fase, chamada fase de vidro de Bose (BG). Nessa fase o parametro
de ordem (parametro superfluido) é zero, e para distingui-la das fases superfluido e isolante
de Mott também presentes no modelo, usa-se a compressibilidade, devido que na fase isolante
de Mott a ocupacao média por sitio é constante a mudancas no potencial quimico, portanto
a compressibilidade é nula; entretanto na fase BG existe flutuacao no nimero de particulas,

dando lugar a uma compressibilidade finita [14].

48
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Do ponto de vista teérico o DBHM tem sido estudado utilizando uma grande variedade de
métodos numéricos e analiticos, tais como Monte Carlo quantico [45-51], diagonalizacao exata
[52-54], grupo de renormalizagao [55], grupo de renormalizac¢ao para a matriz densidade [56], e
aproximagoes de campo médio [14, 15, 57-64].

Recentemente foi proposta a teoria estocastica de campo médio (SMFT) [33, 34] para estu-
dar os efeitos da desordem no modelo de Bose-Hubbard. Essa teoria mapeia o hamiltoniano de
Bose-Hubbard desordenado no problema efetivo de um sitio acoplado a um banho de parametros
de ordem de campo médio desordenados (ver Fig. 3.1). O objetivo fundamental dessa teoria
é determinar uma funcao de distribuigao de probabilidade P(1)) (onde 1) sdo os parametros de

ordem de campo médio) de maneira auto-consistente.

Figura 3.1 Teoria estocastica de campo médio. O modelo de Bose-Hubbard de multiplos sitios é reduzido ao
problema efetivo de um sitio imerso em um banho de parametros desordenados de campo médio. A distribuicao
de probabilidade P(1) descreve os efeitos da desordem nos parametros de ordem e deve ser determinada de
forma auto-consistente [33, 34].

Neste capitulo serd feito um calculo analitico da equacao de auto-consisténcia que resulta
na SMFT. Inicialmente serd introduzido o modelo de Bose-Hubbard desordenado e em seguida
determinaremos a equagao de auto-consisténcia para a distribui¢ao de probabilidade P(v)) que
define a teoria estocastica de campo médio. Posteriormente analisa-se o comportamento da
distribuicao P (1) perto da regiao critica da transi¢ao de fase desde um ponto de vista numérico.
Assim, em uma regiao dos parametros ¢, propoe-se uma solugao da equagao de auto-consisténcia

da SFMT, para logo determinar de forma analitica o digrama de fases.
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3.2 Hamiltoniano do modelo

Além do potencial Vjy(x) da rede éptica utilizado para confinar os dtomos no modelo de
Bose-Hubbard (veja se¢ao 1.1), é possivel acrescentar outro potencial Va(x) que contenha os
efeitos de desordem. Assim, esse novo potencial pode ser introduzido no termo que envolve as

energias dos sitios (se¢do 1.1),

€ = /dxw*(x —x;)Va(x)w(x — x;), (3.1)

onde w(x — x;) sao as fungoes de Wannier.

O modelo de Bose-Hubbard desordenado pode ser escrito como:
7'-L/,,5;H——tzaa]—iraLaz +Z aaz+ Zaaaazaz (3.2)

As energias ¢€;, que contém os efeitos da desordem, podem ser parametrizadas de diferentes

maneiras. Uma delas é através de uma distribui¢ao de probabilidade uniforme (Fig. 3.2),

ple) = £O(8/2 e (33

onde ©(z) é a funcao de grau de Heaviside. Essa distribuicao tem uma densidade de proba-
bilidade constante 1/A no intervalo —A/2 < € < A/2 , e é zero nos outros casos. Existem
também outras formas de distribuicoes de probabilidade utilizadas na parametrizacao de desor-
dem: essas podem ser gaussianas, bindrias ou exponenciais [34]. Quando os efeitos de desordem
sdo parametrizados através das energias €; dos sitios do hamiltoniano (Eq. (3.2)), temos o que
chamamos de desordem diagonal. Porém esses também podem ser considerados no termo de
hopping, t, o que é chamado de desordem nao diagonal.

No presente estudo sao considerados apenas efeitos de desordem diagonal contidos nas ener-

gias €;, que seguem uma distribuicao uniforme.
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» £

Figura 3.2 Funcao de densidade de probabilidades uniforme, p(¢) é constante no intervalo —A/2 <e < A/2
€ 7ero nos outros casos.

3.3 Teoria Estocastica de Campo Médio

A SMFT [33, 34], é baseada na fungao de densidade de probabilidade P(1)), onde 9 é o
parametro de ordem. Assim, essa teoria tem como objetivo fundamental fazer uma amostragem
dos parametros de campo médio desordenados ¥; = (a;), através da distribuicao P(v)), a ser
determinada auto-consistentemente.

Comega-se reduzindo o hamiltoniano de Bose-Hubbard da rede (Eq. (3.2)) ao hamiltoniano
efetivo de um sitio através da transformagao de campo médio a; = ¥; + a;, onde ¥; = (a;)

(secao 1.1).

i . . U
Hitp = =t 3 (yal +5a; — i) + (e — wala; + Salalaa,
n.n.j
U Z
=— (na} +n"a; —vi") + (& — p)ala; + EGIGZ%% n=t Yy, W (34)
n.n,j=1

Observe-se que o hamiltoniano acima depende da grandeza 7, que por sua vez também depende
da solucao do estado fundamental do mesmo hamiltoniano através dos parametros ¢; = (a;).
Assim, fica evidente que a solucao envolve um processo de auto-consisténcia. Deve-se notar que
podemos tomar 1) > 0 sem perda de generalidade. Vale comentar que o problema definido pelo

hamiltoniano efetivo (Eq. (3.4)) ao contraio do caso, é diferente para sitio, pois as energias ¢;
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sao diferentes, e devido ao parametro n cada sitio “ve” um banho diferente.
Defina-se a fungao de distribui¢ao de probabilidade Q(n), onde n = thn =1, como uma

convolucao de fungoes P(v);) através da relagao:

Z

Q) = [ avn [ v [ d0a PP PRS- > ) (39)
Tomando a transformada de Laplace da equacao acima, resulta,
Qs) = [ dne QM) (36)
0
o o oo oo Z
Usando a propriedade,
o z
/ dne™"5(n — 1y ) = e HT02) (3.8)
0 m=1

obtemos,
Qs) :/OO i /00 dwz--./oo A7 P(1hy ) P(thy)... P(1) e~ tsWrtvattv2)
0 0 0
:/ d¢1p(¢l)e—tsw1/ d%P(%)B_“W.../ dipz P(1hz)e 7. (3.9)

0 0 0

Utilizando a defini¢ao de transformada de Laplace para P(1)),

/0 h dpP()e " = P(s), (3.10)

encontra-se para Q(s) a expressao:

Q(s) = [P(ts)]” . (3.11)
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A SMFT é definida pela condigao de auto-consisténcia [33, 34],

/0 " Q)P (W) = P(). (3.12)

onde P,(¢) = P(|n), é a distribuicdo de probabilidade condicional dos parametros 1 conhe-

cidos os parametros 7. Assim,

Py() = [ dep(e)dli ~ (GS(e,UmlalGS (e, U], (.13

e |GS(e,m)) é o estado fundamental do hamiltoniano efetivo de um sitio,

(gt ty 0 Uotgt

H=-n(a"+a)+ (e6—p)a'a+ Sa'alaa. (3.14)

Agora, como Q(n) é a transformada inversa de Laplace de Q, ou seja,

[e'e) Z
Q=) o) = | [Tavpwie| (3.15)
0

Podemos escrever a equagao da auto-consisténcia (Eq. (3.12)) para P(¢) na forma:

P - [ e { { / ) de<w>esw] } [deonte - gevm). 10

onde
g(e,U,n) = (GS(e,U,n)|a|GS(e,U,n)) . (3.17)

Um algoritmo de solugao da Eq. (3.16) é apresentado a seguir.
3.3.1 Algoritmo de solugao da SMFT

Uma das formas pela qual pode ser implementado o ciclo de auto-consisténcia na SMFET

estd apresentado na Fig. 3.3:
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Amostra inicial: {(a)=¢"}, j=1,.,L>1

S L
©—t 3 1. =
Ni =t ’lvb] ’ I'= 15": Z

n.n,j=1

Determinar o estado fundamental ) . ]
+ w,’ = <GS(€i7 U) 7)/( ))|a|GS(€f: U7 /r]l( ))>

' U
H(e,f)f = Ui(o)(a,T + aj) + 5”/(”: — 1)+ (e — p)n;

(n 4
Quando converge ¥;° e uma
amostra representativa de P(v))

Figura 3.3 Ciclo de auto-consisténcia da teoria estocdstica de campo médio.

. C . L1 0 .
1. Comega-se por uma estimativa inicial para os parametros de campo médio 1/15 ), 1=

1,...L >> 1, onde L é uma amostra finita dos parametros de ordem.

2. Posteriormente os parametros 772-(0) =t> i %@ sao determinados através da estimativa

inicial ¢”.

(0)

3. Conhecidos os parametros 7, ", pode-se diagonalizar o hamiltoniano efetivo,

z

; U

i 0 0 0

Hf(a}f = —n"(al + a;) + (& — wala; + Ealagaiai; " =t E ¢§ g
n.n,j=1

para valores aleatérios de ¢; obtidos a partir de p(e). Assim, a grandeza wi(l) = (ai),

usada na préxima iteracao, é determinada calculando o valor esperado (a;) no estado

fundamental do hamiltoniano efetivo.

4. Voltamos ao passo (2) e repetimos o processo. Este termina quando os parametros wfn)
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e wg”“) apresentam distribui¢oes semelhantes. Atingida essa convergéncia a distribuicao

P(1) é calculada da amostragem dos parametros ;.

3.3.2 Fases no DBHM

Na Fig. 3.4(a) apresenta-se o diagrama de fases no plano (u/U, Zt/U) para o caso sem
desordem. Quando sao levados em consideracao os efeitos de desordem na transicao, observa-se
que os l6bulos de Mott da Fig. 3.4(a) comegam a deformar-se aparecendo uma nova fase, fase
de vidro de Bose (Bose glass-BG), como é mostrado na Fig. 3.4(b). Este diagrama de fases
(caso desordenado) foi obtido nas referéncias [33, 34] usando SMFT. Nesse trabalho as energias

¢; no hamiltoniano Eq. (3.2) foram distribuidas uniformemente segundo a Eq. (3.3).

(a) (b)
3.0 : : : :
2.5k SF
2.0
1.5k
D

S 108 desordem
0.5k /1 ,

0.0 1

-0.5¢ n=0)

000 002 004 006 0.08 010 005 0.1 01502 005 01 015 02
Zt/U Zt/U Zt/U

Figura 3.4 Efeitos da desordem na transigdo de fase superfluido-isolante de Mott. (a) Diagrama de fases
no plano (Zt/U,u/U) sem desordem. (b) Compressibilidade no plano (p/U, Zt/U) para duas intensidades
diferentes de desordem. As linhas vermelhas tracejadas indicam as fronteiras criticas do diagrama de fases.
Estas figuras foram retiradas das referéncias [33, 34].

9 (n)

o

sitio ¢ mostrada também na Fig. 3.4(b) em uma escala de cores para dois valores diferentes de

A compressibilidade definida mediante a relagao k = , onde (n) é a ocupagao média por
intensidade de desordem A. As fronteiras entre as fases estao indicadas pelas linhas tracejadas
de cor vermelha nos dois casos. Nota-se que k serve para diferenciar as fases Mott e BG, pois
a compressibilidade é diferente de zero na fase BG e zero na fase Mott, como é mostrado pela
escala de cores.

Para um valor fixo do potencial quimico (/U = 0.4) é mostrado o diagrama de fases (Fig.
3.5(a)) no plano (Zt/U,A/U) [33]. Fixando o valor A/U = 1, calcula-se a distribui¢ao de
probabilidade P(v¢)) para varios valores de Zt/U, como é mostrado na Fig. 3.5(b). Comega-se
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com o valor Zt/U = 0.1 na fase superfluido e varia-se Zt/U até a fase BG. Observa-se que
na regiao préxima do ponto critico da transicao Zt/U ~ 0.05, a distribuigao P(¢)) tem um
comportamento de lei de poténcia. Para o valor Zt/U na transigao e valores dentro da fase
vidro de Bose, P (1) é uma funcao delta de Dirac, pois o parametro de ordem < a; > é zero na

fronteira e na fase BG.

60 T T T T T T T T T T
— Z1/U=0.10
0.15 h— Zt/U=009
‘ — ZyU=0.08
) 401 wu=0.4., aU=1.0 — ZYU=0.07 |7
) = — Zt/U=0.06
N E_% Z1/U=0.05

Wu=0.4, 2=4 % 0.1 0.2 0,3 0.4 0,5 0.6
v

Figura 3.5 (a) Diagrama de fases e a distribuigdo de probabilidade P(¢)). Diagrama de fases no plano
(Zt/U,A/U) (tirado da referéncia [33]). (b) Distribuicao de probabilidade P(¢) em fungéo de v para diferentes
valores de Zt/U. Parametros usados no célculo Z =4 e /U = 0.4.

3.4 Solugao perto do ponto critico

Nessa segao o objetivo central é fazer um estudo analitico para a Eq. (3.16) valida perto
do ponto critico da transigao de fases. Inicialmente, estudaremos o comportamento de P(¢)) na
regiao critica desde um ponto de vista numérico, para termos uma ideia do ansatz a ser usado

na solucao da Eq. (3.16).
3.4.1 Comportamento de P(v) na regiao critica

Analisemos o comportamento critico de P(1)) indo na fase superfluido & fase BG de acordo
com o diagrama de fases apresentado na Fig. 3.5(a). Para o valor de desordem A/U =1, e
do potencial quimico p/U = 0.4, é mostrado na Fig. 3.6(a) o grafico de P(x) onde = = log())

para vérios valores do parametro de hopping Zt/U.
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(a) (b)
1 " 1 " 1 Y 1 " 1 ' 1 i 1
0.8 ]
A=1.0U — Z/U=0.053
I — Z¥U=0.052
0.6+ ZyU=0.051| 7
— ZYU=0.050 =
= — ZVU=0.049 =
a 0.4f . L ]
o)
o
0.2} - .
0 L . . . L 8 . . P IR . .
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 o 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
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Figura 3.6 Distribuigdo de probabilidade P(z) onde z = log(v)). (a) Mostra-se P(z) para vérios valores do
pardmetros Zt/U. (b) Apresenta-se log(P(z)) em funcdo de = = log(%)), indicando que existe uma regido de
valores de 1 onde é vélida a relac@o log(P(x)) ~ —pz. Escolheu-se o valor de desordem A/U = 1 para o calculo.

Note-se que P(¢)) ¢é significativa em uma regiao de valores pequenos (1077 < ¢ < 1073). S6
que nessa regiao perto do ponto critico pode-se definir ainda duas regioes de valores grandes e
pequenos de ¥. Observe (Fig. 3.6(b)) que em uma regiao de parametros que chamaremos de
Y “grandes” (¢ ~ 1073), ha um comportamento linear para a fungao log(P(x)), mostrado na
parte superior da Fig. 3.6(b). Veja que todas as curvas sao paralelas com coeficiente angular

0~ 0.84 < 1. Assim,
log(P(x)) ~ —fz, = log(v) (3.18)

Isso implica que nessa regiao de parametros, P(x) ~ ¢~?. Utilizando a relacio

P() = % P(y) = vP() (319)
segue que
P(ip) ~ p~ 1), (3.20)

Assim, P(1)) tem um comportamento de lei de poténcia para valores de 1 grandes. En-
tretanto este comportamento nao é correto para ¥ — oo ja que P(1) tem um valor maximo

permitido, como é mostrado na Fig. 3.6(b). Além disso, o valor médio de ¢ calculado segundo
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a Eq. (3.20) seria infinito e nao zero, como deve ser no ponto critico. Mas em uma larga regiao
de valores grandes de v, o comportamento em lei de poténcia para P(1)) é correto.

Na Fig. 3.7(a) apresenta-se o grafico log(P(x)) em funcao de x = log(v) para vérios valores
de desordem A/U. Note que ainda é mantido um comportamento linear para log(P(z)) na
regiao de 1 grande. Na Fig. 3.7(b), mostra-se o expoente critico 3. da lei de poténcia da Eq.

(3.20). Observa-se que nessa faixa de valores de desordem A > U, (desordem forte), f. < 1.

(a) (b)
o— T T T T T T T T 1
o8 .\\‘/‘\‘/‘\,_.\‘/g
A-l_
< 0,6
& 1
S 0.4
= Lk
0,2
-3 8 -6 e 00'1.2'3.4'5.6.7.8.9
x=log(y) AU

Figura 3.7 Comportamento da distribuigdo P(z) na regido critica. (a) log(P(z)) em fungdo de x = log (%))
para vérios valores de desordem A/U na regido critica da transi¢do. (b) Expoente critico 8. em fungao da
desordem A/U. Os valores utilizados no célculo foram /U = 0.4 e Z = 4.

3.4.2 Equagao de auto-consisténcia

Observe que para solucionar a Eq. (3.16) é preciso conhecer o valor esperado no estado
fundamental do operador a. Perto do ponto critico da transicao o parametro 1 no hamiltoniano
de um sitio (Eq. (3.14)) é pequeno (n/U < 1). Assim, podemos usar para (a) = g(€,7) a
expressao encontrada em teoria de perturbacoes. De acordo com a secao 1.4, em teoria de

perturbagoes em primeira ordem encontrou-se:

g(e;n) = (a) = nfl(e), (3.21)

onde
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n(p—eU) n(p—eU)+1
fle) = + . 3.22
S e e VR T PR R s 52
Note que n(pu —€,U) é o menor inteiro maior ou igual a (u — €)/U definido como:
(
0, <0
1, 0<z<1
2. 1<z<?2
n(x) = (3.23)
N, N—1<z<N
:
Agora, da Eq. (3.12) segue que
P(v) = [ dn@n) [ de(0)sv ~ nr(e)
0
(3.24)

_ / dep(c) /0 " dnQ)ST — nf(e)).

Assim, pode-se determinar uma expressao para a transformada de Laplace de P(%)),

P(s) = [ " dge P(y)

0

:iémd¢e*w[/lkpkxéman0ﬂ5W“—ﬁf@”

~ [datq [ anQime
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:/dep(e)Q(sf), f>0.

Utilizando a Eq. (3.11)

segue que

P(s) = / dep(e) [P(ts )] (3.25)

Nota-se que a equagao acima deve ser resolvida de forma auto-consistente, devido a P(s) estar
nos dois lados dessa equacao.
Se P(¢) segue a lei de poténcia P(¢)) ~ 119 segundo a Eq. (3.20). A transformada de

Laplace de P(1) pode ser escrita como:

P(s) = /dwe_swp(w) =A—as’

onde A é a constante de normalizagdo para s = 0. Note que A = P(0) = [dyP(¢)) = 1. Os
parametros « e B tem que ser determinados. Assim, vamos propor como solucao da Eq. (3.25)

[65]
P(s)=1-as’, s<1. (3.26)

Observa-se que a expansao em valores pequenos de s proposta para P(s) é justificdvel pois
estamos trabalhando na regiao de valores grandes de .

Da Eq. (3.25) segue,

P(s) = [ dple) [ - atrs )
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%/dep(e) [1- Zoz(tsf)ﬁ} , skl
—/dep(e) - Zozsﬁtﬂ/dep(e)fﬁ(e)
=1 — as”.

Utilizando [ dep(e) = 1, obtemos,

Ztﬂ/dep(e)fﬁ(e) = 1. (3.27)

A equacao acima é a relagao procurada. Ela permite determinar a fronteira do diagrama de

fases uma vez conhecido o parametro § para uma distribuigdo de desordem p(e) dada.
3.4.3 Distribuicao uniforme de desordem

Se as energias estocasticas ¢;, estao distribuidas de acordo com:

1
ple) = 1 O(A/Z = |e]), (3.28)
segue da Eq. (3.27),
A defﬁ[n(,u -6 U)7 6] = 17 (329>
A Joas

onde a funcao f[n(u —€,U), €] esta definida pela Eq. (3.23). Note-se que no caso 8 =1, a Eq.
(3.27) é exatamente igual 4 encontrada usando teoria de campo médio nao estocdastica vélida
no regime de desordem fraca A < U, a qual nao descreve a fase Bose-Glass para um amplitude
de hopping t finita e temperatura zero [63].

Agora para determinar uma solucao da Eq. (3.27) no regime de desordem forte (A > U) que
descreva a fase BG para t finito, deve-se determinar o parametro 5 que maximiza a amplitude
de hopping t = t(B), pois existe um valor maximo do ¢ para o qual fase vidro de Bose é estavel.

Esse valor corresponde a fronteira do diagrama de fases.



62 3. Efeitos de Desordem na Transicao Superfluido-Isolante de Mott

Assim da Eq. (3.29)

ZTtﬁI(n, w, 5, A) =1, (3.30)
onde
A2
o 58 = [ deffnin =), (3.31)
pode-se isolar ()
A /8
t(B) = (m) - (3.32)

Logo,

Int(8) = 51 | 70

= = i) s (“2e)
#(5) 1 n[ A }_%I’(ﬂ)

Z1(B) 1(8)

tp) B2

Entretanto a equac¢ao que maximiza t(/3) encontra-se fazendo t'(3) = 0,

re 1 [ A

Essa equagao acima permite encontrar o parametro  em fungao da desordem A/U, e com

estes valores pode-se determinar o diagrama de fases utilizando a Eq. (3.30).

3.5 Diagrama de fases

Para os valores U = 1 e /U = 0.4, mostra-se na Fig. 3.8(a) a funcdo t(5,A) (veja Eq.
(3.32)). Na Fig. 3.8(b) apresenta-se Zt(/3,A)/U como funcao de § para trés valores diferentes
de desordem A/U. Observe que os valores de  onde Zt(5,A)/U é méxima correspondem aos

pontos criticos B.(A) que s@o as solugoes da Eq. (3.33). Esses valores de 5.(A/U) sao utilizados
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para gerar o diagrama de fases segundo a equacao 3.30.
(b)

(a) N

Figura 3.8 Calculo do pardmetro 8: (a) variacao do parametro de hopping Zt/U como funcao do parametro 8
e da intensidade de desordem A/U. O intervalo da desordem correspondente é 3.2 < A/U < 5.2. Note que para
cada valor de § onde a func¢do Zt/U é méxima corresponde a um valor critico 3. utilizado para gerar o diagrama
de fases. (b) O parametro de hopping Z¢/U como funcao de § para trés diferentes valores da desordem. Os
valores criticos de 8 encontrados para A/U = 1.0, 4.2 e 8.2, sdo f. = 0.771, 0.726 e 0.704, respectivamente. Os
parametros usados no célculo foram U =1, Z =4 e p/U = 0.4.

O digrama de fases obtido da Eq. (3.30) é mostrado na Fig. 3.9(a) (curva de cor azul). A
curva de cor preta com simbolos corresponde ao resultado obtido numericamente na referéncia
[33]. Existe uma pequena discrepancia entre os dois resultados obtidos. Ressalta-se que o limite
numérico utilizado na determinagao do diagrama de fases da referéncia [33] (curva preta com
sfmbolos) foi arbitrério, eles escolheram o valor 5-10~* como o zero do valor médio do parametro
de ordem ({(a)) que determina a fronteira critica entre as fases.

Os valores criticos de § estdao representados na Fig. 3.9(b) como fungdo da desordem.
A linha de cor azul com simbolos corresponde ao resultado obtido numericamente (ver se¢ao
anterior) e a curva de cor vermelha ¢ o resultado analitico. Observe que neste caso encontra-se

uma boa concordancia entre os dois resultados.

3.6 Conclusoes

Mostrou-se o célculo analitico do diagrama de fase perto do ponto critico da transigao
de fase quantica presente no modelo de Bose-Hubbard desordenado. Essa fronteira critica foi

determinada com a suposicao de que a distribuigao de probabilidade P () tem o comportamento
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(a) (b)
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Figura 3.9 (a) Diagrama de fases em SMFT. Comparagdo entre os resultados obtidos na referéncia [33],
curva preta com simbolos, com os resultados analiticos, curva de cor azul. (b) Expoente critico 5. em funcao da
desordem A/U. A curva azul é o célculo analitico e a curva preta com simbolos corresponde ao cdlculo numérico
na regiao de desordem forte (A/U > 1). Os parametros usados para o célculo foram, Z =4 e /U = 0.4.

de lei de poténcia P(1)) ~ =48 Ressaltou-se que esse comportamento s6 e véalido em uma
regiao de valores de v grandes, pois o parametro de ordem (@) ¢ nulo no ponto critico, e nao
infinito como seria o caso onde o comportamento em lei de potencias fosse correto mesmo em
toda a regiao de valores grandes de 1.

Outro fato relevante que levou a determinar a fronteira critica foi ter utilizado para o valor

esperado de a a expressao:

n(p—eU) n(p—eU)+1
i e—Un-1)  Unp-e0)= (-9’

(a) =nfle), [le)= (3.34)

Lembre-se que esse comportamento linear em n para (a) é vélido no regime n/U < 1.
Note também que a equacao acima diverge quando & = p — € é um multiplo inteiro de U.
Essa singularidade em (a) leva imediatamente ao expoente < 1 no regime de desordem forte
(A/U > 1), evitando a divergéncia da integral na Eq. (3.27) nesses pontos. Estritamente
falando o comportamento linear em 71 para (a) nao é correto.

Na Fig. 3.10(a) mostra-se o gréafico de (a) em funcao £ = pu — € para quatro valores de
n/U obtidos diagonalizando exatamente o hamiltoniano de Bose-Hubbard de um sitio. Veja

que (a) é finito em pontos de & multiplos de inteiros de U. No caso da Fig. 3.10(a), estes
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pontos correspondem aos valores £ = 0,1 e 2. Na Fig. 3.10(b) apresenta-se a comparacao
para o parametro de ordem ((a)) entre os resultados obtidos diagonalizando o hamiltoniano
efetivo de um sitio (curva de cor verde) e o obtido segundo a Eq. (3.34) (curva roxa). Note-se
a singularidade em ¢ = 1 na curva roxa discutida linhas antes. Apesar de todos os problemas

apontados o comportamento em lei de poténcia para a distribui¢cao P(1)) é uma boa descrigao.

(a) (b)
L 1T TT
1 1 1 I I
— n/U=0.001 n/U=0.010
osl |— nU=0.005 i o8k
n/U=0.010
— 1/U=0.020
0.6 0,6
A
©
\%
0,4 0,4
0,2 02
%5 Q 0.5 15 2 2.5 0 RV S YR Ll

08 1 12z 14 16 18 2
&=p—¢

Figura 3.10 Parametro superfluido (a) em fungao de £ = u—e. (a) Pardmetro superfluido para vérios valores

de n/U obtido da diagonalizagao exata do hamiltoniano efetivo (Eq. (3.14)). (b) Apresenta-se a grandeza (a)

para o valor n/U = 0.01. A curva de cor verde é o resultado obtido diagonalizando o hamiltoniano da Eq.
(3.14), e a curva roxa foi obtido da Eq. (3.34).

0 02 04 08

&=p-¢



4

Modelo de Bose-Hubbard
Desordenado com Spin-1:
Tratamento mediante Teoria
Estocastica de Campo Médio

4.1 Introducao

A transicao de fase quantica superfluido-isolante de Mott, inicialmente realizada em expe-
rimentos com redes épticas que utilizavam a especie atomica 87 Rb [13], é bem descrita pelo
modelo de Bose-Hubbard com spin zero [14-16]. Isso porque nas armadilhas magnéticas con-
vencionalmente empregadas nestes experimentos, os graus de liberdade internos (spins) sao
congelados e os atomos podem ser considerados como bodsons sem spin. Porém em armadilhas
Opticas puras, os spins sao livres e os condensados atomicos dependem da natureza do spinor
[66-68]. Nesse caso, a transi¢ao de fase superfluido-isolante de Mott pode ser estudada através
do modelo de Bose-Hubbard para particulas com spin-1 [69].

Estendendo a teoria de campo médio desenvolvida nas referéncias [14, 15, 23|, a transi¢ao
de fase no modelo de spin-1 ja foi estudada para o caso de temperatura igual a zero [69, 70],
como também para temperatura finita [71]. Em particular, na referéncia [69], as fronteiras
do diagrama de fases, considerando uma interacao anti-ferromagnética intra-sitio no modelo
de Bose-Hubbard com spin-1 foi obtida de forma analitica. Determinou-se que ha duas fases
isolantes de Mott, uma fase de spin singleto com um numero par de atomos por sitios, onde

cada sitio da rede tem um spin total S = 0, e uma outra fase, com nimero impar da atomos

66
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por sitios e com spin total S = 1 para cada sitio da rede. Foi mostrado também que a fase
superfluido é um estado polar, onde uma fragao dos atomos esta condensada no estado de spin-
0. Pode-se dizer que o sistema se comporta de maneira similar a um sistema de bdsons com
spin-1 armadilhados em um potencial harmonico com interagao anti-ferromagnética [66, 67].

Um novo ingrediente que pode ser introduzido no modelo de Bose-Hubbard com spin-1 sao
os efeitos de desordem, dando origem a um diagrama de fases mais abrangente. A desordem
tem um papel fundamental em varios campos da fisica e é de se esperar que esses efeitos
também sejam importantes em sistemas de dtomos frios em redes épticas [72]. Do ponto de
vista experimental, existem métodos para considerar efeitos de desordem em sistemas de atomos
ultra-frios. Um deles ¢ a utilizagao de padroes de laser speckle que sao acrescentados ao potencial
de confinamento gerado pela rede éptica [73, 74]. Outros métodos incluem misturas de diferentes
espécies atomicas armadilhadas aleatoriamente [75, 76], criagdo de super-redes pela presenga
simultanea de redes 6pticas com frequéncias incomensuraveis [52, 61, 77|, e ainda pode-se citar
o uso de campos magnéticos nao homogeéneos que podem ser modificados aleatoriamente perto
da ressonancia de Feshbach, fazendo com que o comprimento de espalhamento dos atomos da
amostra dependam da posi¢ao espacial [78, 79].

Um estudo tedrico da presenca dos efeitos da desordem no modelo de Bose-Hubbard com
spin-1 foi realizado na referéncia [80]. Ali, determinou-se o diagrama de fases a temperatura
zero utilizando o método variacional de Gutzwiller, combinado com a teoria probabilistica de
campo médio.

O presente capitulo aborda o estudo do modelo desordenado de Bose-Hubbard para par-
ticulas com spin-1 utilizando a teoria estocéstica de campo médio (SMFT) [33, 34]. Dessa
maneira, deduziremos o hamiltoniano do modelo (se¢ao 4.2) e posteriormente apresentaremos
o diagrama de fases para o caso nao homogéneo [69]. Varias grandezas sao analisadas na se¢ao
4.4 para o caso sem desordem. Em seguida, os efeitos da desordem tratados em SMFT serao
levados em consideragao. Assim, pode-se determinar as distribui¢oes de probabilidade e os
valores médios de grandezas como: o parametro de ordem, a fragao do condensado, o desvio

padrao da ocupacao e o valor esperado do quadrado do operador de spin total.
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4.2 Hamiltoniano do Modelo

Considere-se um sistema de atomos bosonicos com spin total F' = 1 aprisionados em uma
combinac@o de um potencial éptico V,,(r) e um potencial externo V., (r), descritos pelo seguinte

hamiltoniano [69]:

H=3 Jarvtw) (37 + Vi) V) =)

+%Z / dr¥], () Ul () Us(r) Ty (r)
af

c
+52 > / dr¥! (r) U (1) F 5 - FosUs(r) Ws(r) (4.1)
afBvyd
onde ¥, (r) é o operador de campo que destr6i um Aatomo na posigdo r, no estado total
|F=1,mp=qa)(a = —1,0,1), M é a massa do d&tomo e p o potencial quimico. Os opera-

dores de spin-1 F .z sao representados pelas matrizes:

010 0O -1 0 1 0 O
1 7
F,=—110 1|, F,=—711 0 -=-1|, F.=100 0. 4.2
7 V= (4.2)

010 0 1 0 00 —1

No hamiltoniano (Eq. (4.1)), o segundo termo descreve a interagdo entre os atomos, nao

dependente do spin (se¢ao 1.1), sendo o coeficiente ¢y dado pela relacao:

(90 + 2go) drh*ap
) gr = )
3 M

(4.3)

Cop =

onde ar é o comprimento de espalhamento de onda s para dois atomos colidindo com spin total
F. Devemos comentar que o espalhamento com spin total 1 é proibido em onda s (I = 0). Isso
porque a parte espacial da funcao de onda das duas particulas é simétrica sob permutacao das
mesmas para valores pares do momento angular relativo [ e, portanto, a parte de spin deve ser
também simétrica, garantindo que a fungao de onda total seja simétrica, como deve ser no caso

de bosons. Entretanto, a funcao de onda para duas particulas com spin total 1 é anti-simétrica.
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O terceiro termo da Eq. (4.1) descreve uma interacao dependente do spin, onde o coeficiente

co é dado pela expressao:

Co

Note que ¢y é proporcional também a diferenca dos comprimentos de espalhamento as — ag. A

interagao dependente do spin pode ser classificada como: ferromagnética, quando c; < 0 (ou
seja, as < ap) e anti-ferromagnética, no caso ¢y > 0 (ou seja, ay > ag) [66].

Expandindo os operadores de campo na base das fungoes de Wannier no modo mais baixo

U,(r) = > . aiqwo(r — r;), similar ao caso exposto na segao 1.1 é obtido o modelo de Bose-

Hubbard para bésons com spin-1 [69]:

H=-— tz Z (alaaja + a}aam> Z Z a olia
Z Z amalﬁazgam + —= Z Z amaWFaﬁ - Fosaisag, (4.5)

ioa,By,6

T

onde os operadores a;, € a;, criam e destréem um atomo com spin total o no sitio i . O

parametro de hopping t entre sitios vizinhos i e j, é definido mediante a relagao:

t=— /drwg(r —r;) (% + Vop(r)> wo(r —r;). (4.6)

Os parametros de interacao Uy e Us sao definidos como:
Up = cF/dr|w0(r —r)|*, F=0,2 (4.7)

As energias do sitios €;, devido ao potencial de confinamento externo, estao definidas através

da relagao:

- /drVezt(r)!wo(r — 1) (4.8)
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Introduzindo os operadores nimero total de bdsons n; e de spin S;,

= Z iy Mia = G} 0q, (4.9)
Si = ZajaFaﬁaw, (410)
a?/B

o hamiltoniano da Eq. (4.5) pode ser reescrito como:

H= S ahn o Sl = 1)+ DU 2m) + 3l (41

a (i)

Da mesma maneira, pode-se escrever S? em termos dos operadores n;,, a;ra € a;, COMo segue:

2
Sy =2n;110 + 21501 -1 + N1+ 2050 + 15

+ndy = 2mian g +ni g+ 2al 0] b2+ 2(alg)?airai 1. (4.12)

O operador S; é utilizado para classificar as propriedades magnéticas da fase superfluido,

como mostrado a seguir [66].
4.2.1 Propriedades magnéticas da fase superfluido

O operador S;, introduzido na Eq. (4.10), pode ser escrito em termos de suas componentes

(Siz, Siy, Siz) como segue:

1
S, :E [(ai + af_l)ao + ag(al + a_l)]
1
Sy=z5 |(=al + ol oo +al(—a + )]
Sz =Nni1 —N_1 (413)

onde temos suprimido o indice ¢ por simplicidade na notacao. As propriedades magnéticas da
fase superfluido estao caracterizadas pela grandeza (S;), onde o valor esperado é calculado em

um estado coerente [66]. Utilizando as componentes de S; como escritas acima, (S;) pode ser
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rescrito como:

(S) = V2 (1to + _1tho) & + (7 — ¥%) 2, (4.14)

com 1, = (al) = (a,), real.
Os estados caracterizados por (S) = 0 e (S)* = 1, sdo denominados de estado superfluido

polar e ferromagnético, respectivamente [66].
4.2.1.1 Estado superfluido polar

Este estado ocorre como resultado de uma interacao onde o coeficiente de acoplamento
definido na Eq. (4.4) é positivo, ¢; > 0 (ou seja, ay > ag). A energia é minimizada por (S) = 0,

e o spinor do condensado é dado pela expressao [66]:

Un —\%e_ia sin 3
C=1| ¢ | =¢€" cos 3 : (4.15)
V.4 \%em sin 3

onde (a, 8, 7) sdo os angulos de Euler (neste caso o estado polar ndo depende do angulo 7).

O grupo de simetria desse estado ¢ o U(1)XS?, onde U(1) denota o angulo de fase 6 e S% é a

superficie de uma esfera unitdria, onde as orientagoes sao especificadas pelos angulos («, )
Considerando os parametros de ordem como sendo reais, o estado superfluido polar pode

assumir as seguintes configuragoes [71]:

i) v1=1%_1>0, & Yp=0, onde d=a=F=7/2 ou =—-a=p=mr/2

i) Yr=v_1=0, & Po>0, onde =0 ou wm, =0 ou =w, & 0<a<2m.

4.2.1.2 Estado superfluido ferromagnético

Neste estado o coeficiente de acoplamento definido na Eq. (4.4) é negativo, cs < 0 (ou seja,

ay < ag). A energia é minimizada tomando (S)” = 1, e nesse caso o estado fundamental é dado
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pelo spinor [71]:

e " cos?(/2)
¢ =e"" | V2cos(8/2)sin(8/2) | (4.16)
e sin?(53/2)

onde as configuragoes para tal estado se ¥, € R sao dadas por:
v=1_1, B=7/2,a=0 0<O=r1<2m & =20 (4.17)

Como ja mencionado na introducao do presente capitulo, no caso do modelo homogéneo
é possivel encontrar de forma analitica a fronteira do diagrama de fases. Com este fim, foi

utilizada a teoria de campo médio como descrita a seguir.
4.2.2 Aproximagao de campo médio

A aproximacao padrao para o campo médio, consiste em desacoplar o termo de hopping do

hamiltoniano (Eq. (4.11)) através da relagao:

a;faa]'a = w;oaaja + a;rawja - w:ocwjoﬂ (418)

onde 1, = (ajo). Nessa aproximagao sdo desprezadas flutuagoes de segunda ordem nos opera-

dores de criagao e destruicao, ou seja:

(aly — {aia))(aja = (aja)) = 0. (4.19)

Utilizando a Eq. (4.18), o hamiltoniano da Eq. (4.11) pode ser reduzido ao problema efetivo

de um sitio sujeito a uma equacao de auto-consisténcia

hi =— Z (niaa;ra + U;aaz‘a - ¢ianfa) + (Ei - Iu)nz

«
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Uo U,
—I—?nl(nz - 1) + 7(822 - QTLZ), Nia = t; wja (420)
L]

Nota-se que o problema de auto-consisténcia fica evidente na dependéncia do parametro 7;,

através do valor esperado de a;,, como ja destacado antes neste trabalho.

4.3 Diagrama de fases: caso homogéneo

Perto da transicao de fase, as componentes 1;,, do parametro de ordem tendem a zero.
Assim, a grandeza 1, =1t (i) Vja, introduzida no hamiltoniano acima, pode ser considerada

pequena. Consequentemente, o primeiro termo do hamiltoniano (Eq. (4.20)) escrito como:

Vi= =3 (atls + i (4:21)

«

pode ser tratado como uma pequena perturbacgao. Além disso, para o caso de uma rede uniforme

com conectividade Z, o parametro n;, é reduzido a:

Nia = tZQﬂja = Zt <aia> . (422)

(ig)
Na referéncia [69], este problema foi considerado para o caso homogéneo, ou seja, sem
desordem (¢; = 0). O diagrama de fases encontrado utilizando teoria de Landau para transigoes

de fases de segunda ordem, é apresentado na Fig. 4.1.

4

; n=4 §=0 U,/U,=0.04
o n=3 S=1
=22 SF (polar state)
= L p=2 §=0 MI

1,

n=1 S=1
% 0.1 0.2 0.3

Zt/U,

Figura 4.1 Diagrama de fases para o modelo de Bose-Hubbard com spin-1 no caso homogéneo [69], para o
parametro Us /Uy = 0.04.



74 4. Modelo de Bose-Hubbard Desordenado com Spin-1

Observa-se que o digrama de fases é caracterizado por uma serie de 16bulos de Mott separados
da fase superfluido (neste caso, polar) por linhas de pontos criticos. Note que os 16bulos com
ocupacgao impar (n = 1,3), s@o caracterizados por um valor de spin total 1 e os lébulos com
ocupagao par (n = 2,4) sdo caracterizados por possuir spin total 0. A fase isolante de Mott com
ocupacao par é mais estavel em relacao a fase isolante de Mott com ocupacao impar. Observa-se
que os lobulos de Mott do diagrama de fases sao maiores no caso de ocupacao par. Tal fato
possui justificativa bem simples: no caso dos l6bulos com ocupacao par, todos os a&tomos formam
um estado singleto em cada sitio (S = 0), favorecendo uma forte localizagao em cada sitio, tal
que os processos de hopping tornam-se mais dificeis entre os sitios vizinhos. Entretanto, no
caso com ocupagao impar, os d&tomos nao podem formar estados singletos (S = 1). Isso permite
processos de hopping para sitios vizinhos, favorecendo a fase superfluido e diminuindo a fase
isolante de Mott correspondente.

O estado singleto (S = 0) também é favorecido com o aumento do parametro de interacao
U, (devido ao spin). No caso Us = 0, recupera-se o modelo de Bose-Hubbard como spin zero.
O digrama de fases da Fig. 4.1 foi gerado utilizando o parametro U, /Uy = 0.04.

Na Fig. 4.2(a) sao apresentadas as componentes do parametro superfluido, ¥_; = ¥ e
1o = 0, em fungao de Zt/U, para valores distintos do potencial quimico, correspondentes aos
quatro primeiros l6bulos de Mott do diagrama de fases. Como esperado, as componentes do
parametro superfluido se anulam no ponto da transicao.

Na Fig. 4.2(b), apresenta-se também a fragdo do condensado definida pela relagao:

pc = %, (n) = Zna. (4.23)

Essa grandeza poder ser utilizada como parametro de ordem, pois estd escrita em termo das
componentes 1,. Note que para valores de /U dentro dos l6bulos de Mott caracterizados
por ocupacao impar e spin total um a transicao de fases é de segunda ordem, pois tanto as
componentes do parametro superfluido quanto a fracdo do condensado tendem continuamente

a zero no ponto da transigao. Tal comportamento é sinalizado pelas curvas com simbolos
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(a) (b)
x T r T 0,8 T T T T
1 -
oo /U =04, S=1 - |e—e 1/U =0.4, S=1
[ U =1.4,S=0 =14 o=
o,s—HWO O,G_HWU014,SO
. ].L/U0=2.4, S=1 —a ].L/U0=2.4, S=1
— [ [e—e 1/U;=2.4,8=0 [ |o—e 1/U,=2.4, S=0
0,6

0,2

0,2 ' 0.3
Zyu, vy,

0,3

Figura 4.2 (a) Componentes do pardmetro superfluido 9, (o = —1,1) em funcao de Zt/Uy. (b) Fragao do
condensado pc em funcdo de Zt/Uy. Os valores de 11/Uy foram escolhidos de modo a representar cada um dos
16bulos do diagrama de fases da Fig. 4.1.

vermelhos. Entretanto, as curvas com simbolos azuis para as componentes de ¢, e pc, para
valores de p/U dentro dos 16bulos de Mott caracterizados por ocupagao par e spin total zero
apresentam um salto descontinuo no ponto da transi¢ao, caracteristico de uma transicao de fase
de primeira ordem.

Um célculo numérico realizado recentemente utilizou a aproximacao de campo médio de
Gutzwiller [80] e mostrou que para um valor de interacao U /Uy = 0.2 a transicao de fase de
primeira ordem se converte em uma de segunda ordem.

Na Fig. 4.3(a) apresenta-se o desvio padrao da ocupagao
An =/ (n2) — (n)?, (4.24)

que é zero para todos valores de Zt/U, dentro da fase Mott nessa aproximagao. Isso ocorre
porque a ocupagao (n) é constante dentro dessa fase e diferente de zero na fase superfluido.
Uma outra grandeza de interesse é o valor esperado do quadrado do operador de spin, (S?),
e que estd representado na Fig. 4.3(b). Observa-se que para valores u/Uy dentro dos l6bulos
de Mott caracterizados por ocupagao par, tem-se valores de (SZ> igual a zero, pois o spin total

é zero dentro destes l6bulos e diferente de zero na fase superfluido. Entretanto, para os outros
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(a) (b)
0,8 T T T T 5 T T T T
 [@-o 11U =04, S=1 [ |e—e 1/U,=0.4, S=1
0.6 |FHWYp=1:4,8=0 45 | - WU,=1.4, 5=0
= /U =2.4, S=1 - | /U =2.4, S=1
[ |@-e WU =2.4, S=0 oo U =24, 8=0

0,4
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0,2
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Figura 4.3 (a) Desvio padrao da ocupacdo An em fungao de Zt/Uy. (b) Valor esperado do quadrado do
operador de spin, <SQ> em fungéo de Zt/Uy. Os valores de u/Uy foram escolhidos de modo a representar cada
um dos l6bulos do diagrama de fases da Fig. 4.1.

valores de 11/Uy dentro dos 16bulos de Mott com (n) fmpar, (S?) é igual a 2, pois o spin total
é 1. No entanto, na fase superfluido, (S?) apresenta uma dependéncia nao trivial com Zt/U.
A proxima secao contém uma andlise dos efeitos da desordem sobre o diagrama de fases e

também sobre as grandezas utilizadas na caracterizagao das fases.

4.4 Efeitos da desordem: estudo mediante SMFT

Nesta secao sao apresentados os resultados de maior relevancia do presente capitulo. Decor-
rem do estudo dos efeitos da desordem no modelo de Bose-Hubbard para particulas com spin-1,
utilizando a teoria estocastica de campo médio. A implementagao da SMFT pode ser realizada
com um algoritmo similar ao descrito na secao 3.3, com a diferenga de que o parametro de
ordem 1, tem agora trés componentes (¢_1, 1o, 11), gerando de forma auto-consistente trés
fungoes de distribuicao P(1),) para cada componente. Tal procedimento acarreta maior custo
computacional.

As energias aleatodrias €; do hamiltoniano da Eq. (4.20) sa@o parametrizadas por uma dis-
tribui¢ao uniforme de largura 2A, onde o parametro A representa a intensidade da desordem.
Todos os célculos foram realizados considerando U, /Uy = 0.3.

Em seguida, apresenta-se as distribuicoes de probabilidade e os valores médios das principais
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grandezas que permitem caracterizar as fases.
4. rametro superflui
4.4.1 Parametro superfluido

Como ja tinha-se discutido antes no caso desordenado para distinguir as fases superfluida,
isolante de Mott e a fase vidro de Bose é preciso utilizar duas grandezas, o parametro superfluido
e a compressibilidade. O primeiro serve para diferenciar & fase superfluido, das fases isolante
de Mott e a fase vidro de Bose; entanto a compressibilidade diferencia entre as fases isolante de
Mott e vidro de Bose.

Na Fig. 4.4, apresenta-se em escala de cores as componentes ©_; = 1y do parametro de
ordem no plano (Zt/Uy, po/Up). A Fig. 4.4(a) representa o sistema homogéneo (caso limpo)
e a Fig. 4.4(b) o caso desordenado. Observa-se que no caso desordenado a fase isolante de
Mott comega a desaparecer e tem inicio a formacao da fase vidro de Bose como serda mostrado
posteriormente utilizando a compressibilidade. Nota-se que o efeito da desordem é mais rele-
vante nos l6bulos de Mott com ocupagao impar onde o estado singleto é proibido (S = 1). A
explicacao fisica deste fato ¢ similar a do caso homogéneo. Os atomos nesse caso podem pular
(a) (b)

Limpo | Desordenado

1.0

1/U,
H/U,

0.0 01 03 0.4 0.0 0.1 0.3 0.4
0.0

Zt/U,

n
0.0 0.I2
Zt/U,

Figura 4.4 Componentes do pardmetro de ordem no plano (Zt/Uy, 11/Up), para os casos (a) limpo e (b)
desordenado.
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com facilidade para os sitios vizinhos, favorecendo a fase vidro de Bose. Entretanto a fase Mott
onde o estado singleto (S = 0) é permitido é mais robusta em relagao aos efeitos de desordem,
pois as interagoes produzem uma forte localizac¢ao nos sitios. Note que na Fig. 4.4(b), os l6bulos
de Mott com ocupacao par e S = 0 persistem mesmo na presenca da desordem.

As funcgoes de distribuicao do parametro superfluido sao apresentadas na Fig. 4.5. Vale
comentar que a mesma simetria do estado polar superfluido do caso homogéneo (¢_; = 11,1y =
0) é mantida para as distribuigdes no caso nao homogéneo, pois P(1_1) = P(1¢) e P(¢y) = §(0).
Na Fig. 4.5(a), a distribuigao P(¢;) é mostrada para o valor de potencial quimico /Uy = 0.1
e para diversos valores de Zt/U, indo da fase superfluido & fase vidro de Bose. Note que para
Zt/Uy dentro da fase superfluido, a distribuigao P(i)_1) é bem alargada, mas quando entra-se
na fase BG, a distribuicao possui a forma da funcao delta de Dirac. Isso é devido ao fato do
parametro superfluido ser nulo na fase vidro de Bose. Além disso, tal comportamento é similar

ao encontrado no modelo de Bose-Hubbard desordenado para particulas com spin zero.

(a) (b)
60 T T T T T T T T T 200 — T T T T T T T 7T
— o
— ZwU-0.12 - — 2U;=0.38
0= 150} Zt/U,=0.36 .
= = 0 _
a0k — zuo10|  WU=01 { _ ZuUm0a wU,=1.0
- — Z1U,=0.08 >,
T 21U,-0.06 > — ZUU,=082
=z ZUU.=0.04 1 & roof | — 2/Y.-0%0 1
o o
24U,=0.02
20} .
50 -
0 / 4 =] " i L 0 N 1 " L 1 " 1 N 1 M \
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0.5 o o1 02 03 04 05 06 07
v, v,

Figura 4.5 Distribui¢oes de probabilidade para as componentes do parametro de ordem P(i_1) = P(v1).
Elas foram calculadas para dois valores de p/Uy como fungao do pardmetro de hopping Zt/Uy.

Na Fig. 4.5(b) apresenta-se a distribuicdo P(¢_1) para o valor p/Uy = 1.0 (neste caso
indo da fase superfluido a fase isolante de Mott). Pode-se notar que, para pontos de Zt/U,
dentro da fase isolante de Mott, P(¢_1) também ¢é uma funcao delta de Dirac (pois o parametro

superfluido também se anula nessa fase). Vale destacar que para este valor de potencial quimico
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(u/Uy = 1.0) é favorecida a formacao do estado singleto. Tal estado corresponde ao lébulo de
Mott do caso limpo caracterizado por S = 0 e ocupacao par. Assim, na presenca de desordem
(A/Uy = 0.3), a fase isolante de Mott com ocupagao par é mais robusta e a distribuicao P(t_1)
sofre apenas uma pequena modifica¢ido em rela¢do ao caso limpo (vale ressaltar que no caso

limpo a distribui¢ao é uma fungao delta de Dirac).
4.4.2 Compressibilidade

Uma grandeza de extrema importancia para diferenciar a fase isolante de Mott da fase vidro
de Bose ¢ a compressibilidade xk = %;W Tal grandeza ¢ finita no BG, pois a ocupagao varia
com o potencial quimico. Além disso é zero na fase isolante de Mott (MI), pois neste caso a
ocupacao ¢ constante com relagao a variacao de .

Na Fig. 4.6 apresenta-se k em uma escala de cores no plano (Zt/Uy, 1/Up) ilustrando os
casos limpo e desordenado do modelo. No caso limpo (Fig. 4.6(a)), a compressibilidade é zero
(a) (b)

Desordenado

Limpo 4.22

1/U,

0.0 0.3

0.0 0.1 0.3 0.4

0:2 "
Zt/U 0.2

0 Zt/ Uo
Figura 4.6 Compressibilidade no plano (Zt/Uy, 1/Up). (a) Caso limpo e (b) caso desordenado.

nos lobulos de Mott e diferente de zero nas outras regides do digrama de fases. Porém, a

grandeza k diverge para valores Zt/Uy — 0 entre dois 16bulos de Mott préximos. Por isso

o maximo valor de k (representado pela cor vermelha) estd bem concentrado nos pontos de
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hopping pequeno. Esta divergéncia de k deve-se que a ocupagao ((n)) tem um salto abrupto
quando muda de uma fase de para outra.

Na Fig. 4.6(b) apresenta-se x no plano (Zt/Uy, 1/Uy) para o caso nao homogéneo. Aqui,
a compressibilidade é novamente zero na fase isolante de Mott caracterizada por ocupagao par
e spin total 0. Entretanto na fase isolante de Mott correspondente ao spin total 1 e ocupacao
fmpar (no caso limpo), transformou-se em fase vidro de Bose, pela presenca de desordem. Aqui
a compressibilidade ¢é finita. Vale comentar que, para o caso desordenado, na escala de cores
de x ha regioes de cor azul na fase superfluido, onde s # 0. Isso deve-se que a escala de cores
nao é suficientemente fina.

Na Fig. 4.7, mostra-se a compressibilidade em fungao de p/Uy para trés valores de Zt/U,
para os casos limpo (Fig. 4.7(a)) e desordenado (Fig. 4.7(b)). Para o valor Zt/U, = 0.025
nota-se que no caso limpo (Fig. 4.7(a)), k é zero quando sao atravessados os 16bulos de Mott, e
K ¢ finita nas regides da fase superfluido. Para este valor de hopping pequeno Zt/U, = 0.025,
diverge entre dois 16bulos de Mott bem préximos. Nota-se por exemplo que, na Fig. 4.7(a), &

estd limitada até o valor k,,.,; = 6 escolhido de forma arbitraria. Porém para este mesmo valor

Compressibilidade

Limpo Desordenado

6 T T T T T T T 4 T T T T . T

— ZU,=0.025 ( a) I — ZU,=0.025 (b) ]
Zt/U=0.15 I ZYU=0.15
— ZU;=0.30 3H — Z1/U=0.30 i
al 1
¥ BG _
[ —
J\L\
Mi

0 M 1 " 1 1 1

0 1 3 4 3 4

2
wu,

Figura 4.7 Compressibilidade em fungao de p/Uy para véarios valores do hopping Zt/Uy. (a) Caso limpo e
(b) caso desordenado.

do parametro de hopping (Zt/Uy), nota-se que no caso desordenado (Fig. 4.7(b)) a fase Mott
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comega a diminuir. Aparece entao a fase BG, onde k torna-se diferente de zero. Para os outros
valores de hopping, Zt/Uy = 0.15 e 0.30, a compressibilidade pode ser zero ou finita, tanto no
caso limpo ou desordenado. Isso depende dos valores de /Uy estarem dentro da fase isolante

de Mott ou na fase superfluida.
4.4.3 Fracao do condensado

Como tinha-se discutido anteriormente, a fragdo do condensado p. também serve como
parametro de ordem para descrever a transicao de fase no caso limpo. Na Fig. 4.8, apresenta-
se pc em uma escala de cores para os casos limpo e desordenado para o modelo de Bose-
Hubbard com spin-1. Nota-se que no caso limpo (Fig. 4.8(a)) a fronteira do diagrama de fases
¢ determinada quando essa grandeza é zero. No entanto no caso desordenado (Fig. 4.8(b))
quando a média de p. ¢é zero s6 é determinado a fronteira entre a fase superfluido e as outras
fases, pois para distinguir entre a fase isolante de Mott e vidro de Bose deve-se utilizar a
compressibilidade, como j4 foi discutido anteriormente.

(a) (b)

Limpo Desordenado

0.74

0.8 a

/U
1/U,

S

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

.

0.0 0.1 0.3 0.4

Zt/U, 0.0 Zo,: /U, 0.00

Figura 4.8 Fragao do condensado pc. O valor de po é apresentado através de uma escala de cores. (a) Caso
limpo e (b) caso desordenado.

A Fig. 4.9 apresenta a distribuigdo da ocupacao P({n)) para dois valores potencial quimico
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(a)
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Figura 4.9 Distribuigao de probabilidade P({n)) em funcdo de (n) para diversos valores do pardmetro Zt/Uy,
e dois valores potencial quimico (a) u/Up = 0.1 e (b) u/Uy = 1.0.

w/Uy e para diversos valores de Zt/Uy (indo da fase superfluida a fase BG). Nota-se que na

Fig. 4.9(a) a distribuigdo tem um comportamento bimodal e apresenta dois picos localizados

ao redor dos valores 0 e 1, para valores de Zt/U, préximos aos da fase vidro de Bose. De

outro lado para o valor de potencial quimico /Uy = 1.0 (Fig. 4.9(b)) onde Zt/U, varia da

fase superfluida a fase Mott, a distribuicao P({n)) flutua em torno de (n) = 2 é torna-se uma

fungao delta de Dirac para valores dentro da fase Mott, pois dentro desta fase (n) = 2.

Na Fig. 4.10 mostra-se também a distribuicao de probabilidade de po para dois valores de

(a)

30 T T T T

wUu,=0.1

10

ZVU,=0.16
ZYU~0.14
ZYU,=0.12
ZYU=0.10 -
ZYU ~0.08
ZYU,=0.06
ZUU =0.04
ZYU=0.02

(0] 0,25 0,5

(b)
300 . . . .
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200F | | — zvu,-0.34 .
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100 -
0 \. 1 " 1 " 1 M 1
o 0,1 0.2 0.3 0,4
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Figura 4.10 Distribuicao de probabilidade de po para dos valores do potencial quimico e varios valores do
pardmetro de hopping Zt/Uy.



4.4 Efeitos da desordem: estudo mediante SMFT 83

w1/Uy. Na Fig. 4.10 (a), a grandeza P(p¢) varia com Zt/U, da fase superfluido a fase vidro de
Bose. Nota-se que neste caso a distribuicao apresenta um comportamento bimodal, com picos
predominantes para ocupacoes 0 e 1, pois a densidade do condensado depende no denominador
da ocupagao média ((n)) e para /Uy = 0.1 prevalecem ocupagoes médias por sitios zero e um.

Na Fig. 4.10 (b), observa-se que P(pc) apresenta uma largura bem menor comparada ao
caso u/Uy = 0.1. Ela tende a uma fungao delta de Dirac para valores de Zt/U, variando da
fase superfluido para a fase isolante de Mott. Pois as componentes do parametro de ordem se

anulam dentro da fase isolante de Mott.

4.4.4 Desvio padrao da ocupacgao

Na Fig. 4.11 apresenta-se a média do desvio padrao da ocupagao (An) para os casos do
sistema limpo (Fig. 4.11(a)), e no caso do sistema desordenado (Fig. 4.11(b)). Observa-se
que no caso limpo W é zero na isolante de Mott, pois nesta teoria de um sé sitio a fase
isolante de Mott nao apresenta flutuagao (vide o cor azul na escala de cores). Entretanto na

fase superfluida tanto para os casos limpo e desordenado, o parametro de ordem v, # 0 e

portanto (An) é diferente de zero. Outro ponto relevante é que na fase vidro de Bose, (An) é
nulo como no caso isolante de Mott (Fig. 4.11(b)). Isso deve-se que o parametro de ordem é nulo
na fase BG e portanto a média quantica (An) também é nula em cada sitio, em consequéncia
a média realizada na desordem m é zero. Agora, isso nao significa que a ocupacgao por sitio

(n;) seja zero na fase vidro de Bose, pois como foi mostrado a fase é caracterizada por uma

compressibilidade finita, o qual acarreta que a ocupagcao por sitio seja finita.
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(b)

Desordenado 0.77

1/U,

0.3 0.4 0.0 0.1 0.3 0.4
0.00

0.00

Zt/U,

Figura 4.11 Desvio padréo da ocupagéo no plano (u/Up, Zt/Up). (a) Caso limpo e (b) desordenado.

Zt/U,

Na Fig. 4.12 é apresentada a distribuicao de probabilidade do desvio padrao da ocupagao

P(y) onde y = (An), tracada para dois valores diferentes do potencial quimico p/Uy = 0.1, que

(a) (b)
50— ™M@ F————1——— 71— ] —
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Figura 4.12 Distribuigdo de probabilidade de An para dois valores do potencial quimico, (a) u/Uy = 0.1 e
(b) /Uy = 1.0 , e também para diversos valores do parametro de hopping Zt/Uy.

corresponde aos pontos em Zt/U, saindo da fase BG e entrando na fase superfluido (Fig.
4.12(a)); e u/Uy = 1.0, que corresponde a pontos em Zt /Uy movimentando-se da fase superfluido
4 fase isolante de Mott (Fig. 4.12(b)). Nota-se que o comportamento desta distribui¢do é bem

parecida & distribuigao de probabilidade do parametro de ordem P(1),) mostrado na Fig. 4.5.
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Isso prova a afirmacao feita linha antes no qual desvio padrao da ocupacao é nulo nas fases

isolante de Mott e vidro de Bose, e finita na fase superfluida.
4.4.5 Spin

Uma outra grandeza de importancia na caracterizacao das fases é o valor esperado do
quadrado do operador de spin S. Com o intuito de comparar os casos homogéneo e nao
homogéneo, mostra-se em uma escala de cores na Fig. 4.13 a grandeza (S?). Note que no caso
limpo (Fig. 4.13(a)), (S?) varia entre zero e dois quando atravessa os 1ébulos de Mott, sendo

(S?) = 2 na fase isolante de Mott caracterizada por uma ocupacio por sitio impar e spin total

(a) (b)

Limpo Desordenado

2.0

2‘0 4 .

1/U,

Figura 4.13 Valor esperado do quadrado do operador do spin (S?) no plano (Zt/Uy, 1/Up), (a) caso limpo e
(b) caso desordenado.
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1, e (S*) = 0 nos l6bulos de Mott com ocupacio par e spin total 0. Na Fig. 4.13(b) apresenta-
se (SQ> para o caso desordenado. Note-se que ainda para os lobulos de Mott caracterizados
com ocupacio par, (S?) é zero, pois estes l6bulos sdo mais robustos na presenca de efeitos da
desordem, como foi discutido anteriormente. Agora para os lébulos de Mott caracterizados por
ocupacao impar, <SQ> no caso desordenado oscila entre zero e dois como é mostrado na escala
de cores da Fig. 4.13(b).

A distribuicao de probabilidade do valor esperado do quadrado do operador de spin, P(ys)
onde y, = (S?), é mostrada na Fig. 4.14 para dois valores de u/U, e diversos valores do
parametro de hopping Zt/Uy. Observa-se que na Fig. 4.14(a), a distribui¢do apresenta um
comportamento bimodal para pontos de Zt/U, movendo-se da fase superfluido a fase vidro
de Bose. Tal comportamento torna-se interessante, pois isso mostra que a fase vidro além de
apresentar flutuacao da ocupagao por sitio, também é caracterizada pela flutuacao de spin.
Entretanto na Fig. 4.14(b) para pontos de Zt/U, indo da fase superfluido a isolante de Mott,
a distribuicao volta novamente a ter um comportamento de uma fungao delta Dirac, pois (S) é

nulo para estes l6bulos caracterizados por ocupagao par.
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Figura 4.14 Distribuigao de probabilidade P({S?)) em fungao de (S?) para vérios valores dos parametros
Zt/Uy. Os valores do potencial quimico usados no cdlculo foram (a) u/Uy = 0.1 e (b) u/Uy = 1.0.
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4.5 Variando a desordem

Nesta segao estudamos o regime de desordem forte (A > U). Em particular, serd analisado
como a desordem induz a transicao de fase. Tinha-se discutido na secao 4.4 que os lébulos
de Mott caracterizados por ocupacao par e spin total zero sao mais robustos com relacao a
desordem, favorecendo a formacao de estados singletos. Isso se deve ao fato de que interacao
proveniente do spin produz uma forte localizacao nas particulas por sitio. A tarefa é estudar
como a desordem forte pode destruir esses 16bulos de Mott. Escolhendo o valor de potencial
quimico p/Uy = 1.0 e o hopping Zt/Uy = 0.3 apresenta-se na Fig. 4.15 as distribuicoes das
grandezas parametro de ordem, fracao do condensado, flutuacao da ocupacao e valor esperado
do quadrado do operador de spin, para distintos valores da intensidade da desordem. O valor
A /Uy = 1.0 corresponde & fase superfluido, e quando a desordem é incrementada entra-se na
fase vidro de Bose. Isso pode ser evidenciado por exemplo no comportamento das distribuicoes
das componentes do parametro de ordem P(,) (ver Fig. 4.15(a)). Nota-se que para o valor de
desordem A /Uy = 1.0, a distribui¢ao P(v,) tem suporte em valores de 1, # 0 caracteristica da
fase superfluido, e quando a A/U é incrementada, P(v,) torna-se continuamente uma funcao
delta de Dirac. Este comportamento na distribuigao P(1),) sinaliza a fase vidro de Bose. As ca-
racteristicas das outras distribuicoes apresentadas na Fig. 4.15 sao similares ao comportamento
quando é fixo um valor de A/U e varia-se o parametro de hopping Zt/U da fase superfluido a

fase vidro de Bose. Tal analise foi apresentada na secao 4.4.

4.6 Conclusoes

Apresentou-se um estudo dos efeitos da desordem sobre o modelo de Bose-Hubbard para
particulas com spin-1. Tal andlise foi feita utilizando-se a teoria estocastica de campo médio.
Para caracterizar as fases presentes nesse modelo foram calculadas os valores médios e as dis-
tribuigoes das principais grandezas, tais como o parametro de ordem, a fracao do condensado,
o desvio padrao da ocupacao e o quadrado do operador de spin.

Ressalte-se que no estudo apresentado considerou-se apenas o acoplamento antiferromagné-

tico, onde o parametro de interagao Us é positivo. Isso leva, no caso do sistema homogéneo, ao
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comportamento ¥_; = 11 e 1)y = 0 nas componentes do parametro de ordem. No caso desorde-
nado, observa-se um comportamento similar nas distribui¢coes das componentes do parametro
de ordem (P(v¢—_1) = P(¢1) e P(¢y) = 6(0)).

Outro ponto relevante apresenta-se na Fig. 4.16(a), onde a distribuigdo P(z) é tracada em
fungao de = = log(¢_1) para distintos valores do parametro de hopping Zt/U, perto da regiao
critica e para um valor do potencial quimico /Uy = 0.1. Na Fig. 4.16(b) apresenta-se log(P(z))

em fungao de x = log(¢_1). Nota-se que existe um comportamento linear (log(P(x) ~ —fx)
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Figura 4.15 Distribui¢des de probabilidade das grandezas: (a) pardmetro de ordem, (b) fracao do condensado,

(¢) desvio padrao da ocupagao e (d) valor esperado do operador de spin ao quadrado, para vérios valores da
desordem A/Uy.
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Figura 4.16 (a) Comportamento na regiao critica de P(z) em fungao de = = log(1_1). (b) Em uma escala
log-log apresenta-se log(P(z)) em fungéo de z. Os pardmetros utilizados no célculo foram Us /Uy = 0.3 = A/Uj
e u/Uyp = 0.1.
para valores de v¢_; “grandes” (¢_; =~ 1073). Tal comportamento em P(z) leva a uma lei de
poténcia nas distribui¢oes das componentes do parametro de ordem P(¢_1) ~ wé 1 nho ponto

critico da transicao. O expoente [ neste caso é = 0.76 < 1. Este comportamento é similar

ao estudado na se¢ao 3.4 do capitulo anterior.



Consideracoes Finais

Sistemas atomicos ultra-frios tem-se tornado muito atraentes como ferramentas de investi-
gacao na Fisica de Matéria Condensada. As correlacoes induzidas pelas interagoes atomicas,
desordem e o spin, dao origem a fenomenos interessantes. Dentre eles, pode-se citar a tran-
sicao de fase superfluido-isolante de Mott [13]. Neste trabalho foram estudadas as distintas
fases quanticas no modelo de impureza tnica de Anderson para bésons [19, 20], e no modelo
de Bose-Hubbard desordenado para particulas com spin zero [14] e um [66]. Mostrou-se que
a inclusao de pequenos campos externos no modelo de impureza tnica bosonica de Anderson
permite definir o parametro de ordem (parametro superfluido), que caracteriza a transicao de
fases. Alguns dos resultados obtidos foram comparados com outros ja conhecidos, decorrentes
de um estudo onde foi utilizado o método do grupo de renormaliza¢ao numérico (NRG) [19, 20].
Enquanto a transigao de fase nas referéncias [19, 20| foi assinalada através do valor do gap, nés
utilizamos o parametro de ordem superfluido como critério, obtendo bons resultados.

Também foram estudados os efeitos de desordem sobre a transicao de fase superfluido-
isolante de Mott. Mostrou-se em particular o primeiro estudo analitico dentro da teoria esto-
castica de campo médio [33, 34|, que permitiu determinar o diagrama de fases do modelo de
Bose-Hubbard desordenado perto do ponto critico da transicao de fases.

Finalmente, efeitos do spin, juntamente com a desordem, foram considerados no modelo de
Bose-Hubbard. No ambito da teoria estocastica de campo médio, foram determinadas as distri-
buigoes de distintas grandezas fisicas, assim como os valores médios que ajudaram a caracterizar
a transicao de fases.

Decorrentes deste estudo, surgem desafios tedricos interessantes como a caracterizagao das
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fases quanticas no modelo de impureza bosonica generalizada, onde sejam levados em conta efei-
tos de interagao entre a impureza e o reservatério [18]. Também seria interessante considerar os
efeitos de temperatura finita no modelo desordenado de Bose-Hubbard com spin-1, caracteri-
zando os casos de interacoes ferromagnética e anti-ferromagnética dentro da teoria estocastica
de campo médio.

Outro estudo de interesse é a versao bosonica do modelo de Anderson desordenado da
rede, cuja contra-parte fermionica tem sido estudada utilizando a teoria dinamica de campo
médio, que inclui efeitos de localizagao de Anderson [81]. Surge também o desafio de tragar um
paralelo experimental que permita a verificacao de alguns dos modelos estudados, e o teste de

importantes conceitos utilizados, como o parametro de ordem (parametro superfluido).
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A

Funcao de Green nao interagente

Neste apéndice apresenta-se o cédlculo para a fungao de Green néo interagente Go(w) intro-

duzida na Eq. 2.16,

. i
Go(w) = —2miN | o |2 8( +Zw—|Ekk+m (A1)

e mostra-se que o segundo termo em Go(w) pode ser reescrito de acordo com a Eq. 2.20,

Golew) =5 — 1L

- w4 — Eg
B 1
w+in+ o — Jo(w)’

(A.2)

onde Jo(w),

Jo(w) = L (A.3)

- Wt — &y

Considere-se o hamiltoniano nao interagente escrito de forma geral como:

H=> t;blb (A.4)

<ij>

e seja a funcao de Green local para qualquer sitio 7, definida de acordo com:

iG;(t) = (@0 | T[b; (1)}(0)] | ®o) (A.5)
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e onde T é o operador de ordenamento temporal, |§g) é o estado fundamental ndo interagente

do sistema
(ag

Bo(N)) = |N,0,0..) = 10) (A.6)

onde N bodsons ocupam o estado de k = 0 e nenhum outro estado é ocupado.
Ulilizando,
b;(1)b1(0), t>0,

bi(0)b;(t), t <0,

J

obtem-se,

iG;(t) =O(t) (®o | b;(£)b5(0) | o)
+O(—t) (o | b5(0)b;(t) | o)
=€ (g | b;(0)e~ b} (0) | Do) O(t)
+e O (D | bE(0)e™1b;(0) | o) O(—1). (A7)

Expandimos agora os operadores b} e b; em um novo conjunto de operadores a£ e ax, que criam

e destroem particulas no espaco k

bj = E cjkak

k

/
=Cjoag + Z Cjk Qs (Ag)
k

’ ! . . 7 ’
onde o simbolo ) significa que o termo k = 0 é excluido da soma. Dessa forma

(b (0)e™™BH(0)) = (Do | are™ " al | Do) cjic],
kq
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=l P (o | age™ " al, | )
k

= ¢jo |* (®o | aoal | o)

/ .
+ 3 e [P (P | are™ ™ aj | @)
k

/ .
= lcjo P(N+1)+ D e [P e ™,
k

(B1(0)e™b;(0)) => (@ | afe™aq | o) ¢cq
kq

=l P (o | afe™ay, | o)
k

= ¢jo |* (®o | afao | Do)

/ .
+ > Lo [P (@0 | afe™ay | @)
k
= | Cj0 |2 N.
Assim, obtemos para G;(t) a expressao:

iG5(t) = | cjo |2 (eiEot(N +1)0() + e—iEotN@(—t))

/ . .
+ Z | cir |2 e " EE O (1) et (A.9)
k
Como o fenomeno de condensacao de Bose-Einstein (BEC') acontece quando Ey = 0, segue que

iGi(t) = ejo [ (N + 1)O(t) + NO(-1))

/ . .
+ § : | Cjk |2 G_ZEktG(t)GZEOt7
k
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e utilizando a relagdo ©(t) + ©(—t) = 1, encontramos

iG(t) = | cjo | N+ | cjo I O(t)
/ . .
+ Z | Ci |2 6—2Ekt@(t)eont
k

=lcoo PN+ | [P e 0(1). (A.10)
k
A transformada de Fourier G;( f dtG;(t)e™", permite escrever

Gi(w) = —i | ejo |2 N/ ety

w - -
SIS fen [ e,
k — 0

onde se obtém

. | cji I”
Gj((,d) = —2miN ‘ Cj0 |2 + Z - ék +”7 (All)

No caso particular do hamiltoniano de impureza inica nao interagente,
H = —pgblbo + Y nblibn + > Va(blibo + bibn), (A.12)

os coeficientes cj;, definidos em A.8 podem ser calculados em termos dos parametros V,, e ¢, do

hamiltoniano acima. Expandimos primeiramente os operadores by e b, em termos de ay e aL
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Escrevemos entao o hamiltoniano na forma diagonal
7 — E T
H = Ekakak, <A14)
k
com o proposito de encontrar os coeficientes py, vj; € o espectro Ej. Assim,

H = — piobhbo + > €ubby + Y Vi (bhbo + blb,)

= Z Eka,tak.
k

Avaliando o comutador [by, H],

lbo, H] = — p1obo + Z Vb

= Z Ek [bo, a,tak],
k

Z (‘Mo% + Z an/nk>ak = Z Epyeay,.
n k

k

onde

De maneira similar o processo pode ser repetido para b,, encontrando

N Ek — En

Vnk

O espectro Fj é determinado, ao substituir a Eq. (A.16) na E1. (A.15),

V2
Ek—l—,uo—ZEkjg = 0. (A.17)

n
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Utilizando a condicao de normalizacao

‘7]6 ‘2+Z ’ Unk |2: 17

segue,
9 1
[ = o (A18)
1+ Z - n
" (Ek — En)2
Portanto, a funcao de Green do sitio zero encontrada é:
Go(w) = —2miN |y |2 6(w) + Z B e (A.19)

w— B +1in

A seguir utilizamos o método de equacoes de movimento para mostrar que o segundo termo

da equacao acima coincide com o introduzido na Eq. 2.20

Go(w) = Z L

— Wt — B
1
“wtin o+ po — Jo(w)’ (420
A.1 Equacgoes de movimento
Definamos:
iGo(t) = (T[bo(t)bh(0)]) (A.21)
iG(t) = (T[b,(t)b] (0)]) . (A.22)

Diferenciando em relacao a t,

i0,Go(t) =6(t) — (TT[bo(t), H]by(0)]) (A.23)
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10,Gn () = (T[[bu(t), H]BL(0)]]) - (A.24)
Avaliando os comutadores para o hamiltoniano da Eq. A.12, temos:
(b, H] =€,b,, + Vyubo. (A.26)
Assim,
i0,Go(t) =0(t) + ipnGo(t) — i Y VaGalt), (A.27)
10,G(t) = — ie,Gp(t) — iV, Go(t). (A.28)
Tomando a transformada de Fourier
(—w = po)Gow) = — 1= Y _VoGr(w), (A.29)
(—w +€,)Gp(w) = = V,Go(w). (A.30)
Resolvendo as equagoes acima para Go(w), obtém-se,
1
Go(w) = 7 (A.31)
W+ Ho — D -
"w—e,
Nota-se também que Go(w) pode ser reescrito como:
By,
GO(CU) _; W — Eka
1
=—— (A.32)
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onde,
Vi
f(w) :W‘i‘ﬂo—;w_gn-
Os coeficientes By, podem ser determinados segundo,
df 1
d(w) w=E, k
Assim,
1
B, = 2
14 —r
Zn (Ek _ 677,)2

Estes coeficientes coincidem exatamente com | v |?, obtido na Eq. A.18.

(A.33)

(A.34)
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BEC no B-SIAM

Neste apéndice é deduzida a Eq. 2.26 para a constante de acoplamento critica do modelo

de impureza tnica nao interagente onde o condensado de Bose-Einstein (BEC') ocorre,

Ho
> 0. B1
QwCS’ S (B1)

Qe = —

Comecamos escrevendo a funcao de Green obtida no apéndice anterior

1

Golw) = w~+ po — Jo(w)

onde Jo(w)

Jolw) =" w++j_gn (B3)

m

Para encontrar a constate critica, determinamos os pélos de Go(w) através da equagao:

— dr A
W+ o = Aw) :P.V./—xﬂ, (B4)
Tw—21
onde A(w) é o valor principal (P.V.) da funcio Jy(w).
Utilizando a expressao para Ag(w)
Ao(z) = 2raw!®2°, 0< 2 < w,, (B5)

101
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segue que
1-—s e z’
wo + o = 2aw, dx ) (B6)
0 Wop — &
onde denotamos w = wy, o pbélo procurado.
Fazendo a mudanga de varidveis, © = x/w., €9 = —pio/w. and yg = —wp/w. > 0, segue que
Yo+ €0 = 20([(87 yO)J (B7)

onde

xS

1
I(s, :/ dx . B8
(s:%0) ; Z+ % (B8)
Para os casos onde s ¢é inteiro (s = 0, 1,2...) a integral acima fornece
1
1(0,y0) =1In <1 + —) ,
Yo
1
‘[(17y0) =1 —yoln (1 + _) )
Yo
LY, S Cw)f
T ) =)' (14 ) + 3 L2 (B9)
Yo = "vTJ
Quando s nao é inteiro I(s,yy) pode ser escrita como
(s, 0) L p {1 1524 ]
S, = 45 55
P 0+w) T+
1 Yo Yo
= F|1,1;1 —s; o , B10
s(1 4 yo) [ 1+ yo] sin(ms) (B10)

onde F' é a funcao hipergeométrica generalizada, definida como

B F[C] 1 tbfl(l _ t)cfbfl
Fla,b,c,2] _F[b]I‘[c—b]/o 1tz
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Re(a) >0, Re(c—a)>0,

e I' é a fungao gama. Perto do ponto critico pode-se considerar yy = —wp/w. << 1, o qual nos

da
2
Yo
(1 +y0>

1
Fll,l;l—s; %0 }zl—i— < Yo )—i—@
14y 1—-—s\1+1y

e segue que

1jyoF {171;1 T —:lg—oyo} S 1y—os +Olwo).
=147 j St O(yg)-
Assim,
Is,00) = 3 + T2 = =4+ O0R).
s 1—s sin(ms)
Portanto,
Yo + €0 =2 (s, o),
ZQ?Q (1 - Smﬁs)yé +1 i Yo+ 0(y§)> : (B11)

Agora podemos analisar os casos seguintes:
1) 0<s< 1

Como y; é maior que yo, pois yo << 1, da Eq. B11, segue que

200 TS
Yo+ €0 = s (1 - myo + O(yo)) . (B12)
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Assim, existe solucao para g se g9 < 22 e esta solucao é tinica. Assim o valor critico de o para

s
o qual um estado localizado com energia negativa se separa do continuo é

_ HoS
2w,

a=q,=

2) s>1

Aqui yo domina em relagao a yg, ja que yp << 1. Assim, segue que

2a
Yoteo=—(1-

St 0GR ). 7= min(s.2)

O valor critico de « neste caso é o mesmo que o encontrado acima.
3) s=0

Neste caso, segue da Eq. B9,

1 1
Yo + €0 = 2aIn (1 + —) ~ 2aln (—)
Yo Yo

Para este caso encontramos o, = 0.
4) s=1

Da Eq. B9, temos

1 1
Yo + €0 = 2« {1—y01n (1+—)} ~ 2x [1—yoln (—)} :
Yo Yo

O valor critico é
Mo
2w,

Qe =

(B13)

(B14)

(B15)

(B16)

(B17)

Nota-se que todos os casos analisados podem ser escrito em s uma equacao para a constante

critica o,

(B18)
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Transformacao canodnica

Este apéndice é dedicado ao calculo do valor esperado ((by)) considerado na Eq. 2.32

V?
by =AY ARy, Th=1-% ——n 1
<0> A - Vel ks k . gn(Ek_gn)a (C)

onde,

¥
Ve E .

Para esse proposito considera-se o hamiltoniano de impureza inica nao interagente na presenga

do termo (bl + by),

H = —pgblbo — o(bf + bo) + > nblby + Y Vi(blbo + bfbn)- (C3)

J J

Aplicando a transformacao canonica,

H' =eSHe ™S
1
=S+ [S, H] + 5[5, 1S, H]| + ..., (C4)
onde
S=Ab) = bo) + > _ Nm(bl, — b, (C5)
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e os parametros A e 7, serao determinados. Calculando os comutadores, segue que

[S, H] =Mpio(b + bo) + 22 — A Vo (b + by)
— " naea (bl +ba) — (b +b0) > 0V (C6)

1
E[Sa [Sa HH = )‘2“0 + 2\ Z nnVn + Znien' (C7)

Portanto,
H' = — jigbfbo + Y enblibn + > Vau(blbo + blbn)
- (w — Mo+ nnVn) (b + bo)
=Y (e n:an> (B, + b)
J

200 = Mg + 20> Vi + > e, (C8)
Para eliminar os termos lineares em bf) + by e bl + b,,, escolhe-se

o= Ao+ Y nVu =0

AV, + e, =0, (C9)
encontrando
@
A=r———
to+ >, Z—f
Va
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Assim o hamiltoniano H' fica:

H' = — pioblbo + > €nblibn + > Va(bbo + biby)
2

©
P (C11)
\%
fo + >, 2=

Como foi mostrado no apéndice anterior o hamiltoniano acima, pode ser escrito na forma

diagonal

2
k luO—i_Zn‘g/_:

Portanto, segue que

2

@
H'|0) = 7 10)

o+, E—n
=E;0), (C13)

—e“He ™ 0),

onde |0) = |ng, = 0,n4, =0, ...,). Utilizando a expressdo acima encontramos uma equacao de

autovalores para o hamiltoniano de interesse H,
H o) = E} |y). (C14)
onde,

Ey=————5. [)=¢50). (C15)
o +

(]
|3w

n
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Utilizando,
> by = varas, (C16)
k
e7
|2
Unk = ) C17
k E.—c, Vi ( )
T

reescrevemos S em termos dos operadores ap € Qg

Vi
S )\Z’yk — ag) )\Zg—]Vnk(a,t — ag)

nk "

—/\Z<1 - Z E‘k/—_gnﬂ%(a; — a). (C18)

Assim determinamos para o estado fundamental |®g) a expressao:

|(DU> :e—S |0> )

—e A2k Yelk(af —ax) |0> 7

onde

12
N=1-%5 — 39
‘ Zgj(Ek—ﬁj)

J
Deve-se notar que |®g) é um estado coerente de ay, segue que
ag |Po) = =AMLk | Do) ,

e, portanto,

< ap >= —)qkl“k.

(C19)
(C20)

(C21)

(C22)

(C23)
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Usando-se by = ), Yk, chega-se a expressao desejada

V2
by) = —\ 2., Tp=1-— _n C24
(bo) ;’Yk ky Lk ;%(Ek—éfn)’ (C24)

que foi utilizada na Eq. 2.32.

Por outro lado, a ocupacéo da impureza ng = (bjbg) é
(bibo) = Zmp alay) (C25)
Utilizando a Eq. C22, encontramos que

b obo) Z Vee (A L) (= A%Ly)

= (bo) {(bo)"
=1 (bo) |*. (C26)
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