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1 Aulas de 07/03 e 09/03

1.1 Populagao estruturada

Seja um populagao de uma certa espécie que possui classes bem definidas de acordo com estégio da vida.
Por exemplo uma populacao de plantas possui sementes, plantulas e individuos adultos reprodutivos.
Uma populagao de insetos, que possui estigios larval, pupa 1, pupa 2 e adulto. Algumas populagoes sao
mais simples, compostas apenas por individuos juvenis e adultos reprodutivos.

Vamos considerar essa popula¢ao mais simples de individuos que tem uma fase juvenil (ou classe juve-
nil) e uma fase de adulto (ou classe adulta). Uma certa fragao individuos juvenis se tornam adultos. Uma
certa fragao dos individuos adultos permanecem adultos. E os individuos adultos podem se reproduzir
em uma certa taxa gerando novos individuos juvenis. Podemos representar essa populagao estruturada

em classes da seguinte maneira:
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Figura 1: Esquema da populacao de juvenis e adultos

Dado um certo nimero de individuos juvenis e adultos em um certo instante de tempo ¢, sabemos que
no instante seguinte, t4 1, o nimero de individuos juvenis é acrescido pela taxa de individuos adultos que
se reproduziram no instate ¢ Da mesma forma, sabemos que o nimero de individuos adultos no instante
seguinte, t + 1 é composto por individuos juvenis do instante ¢ que se tornaram adultos e também por
individuos adultos do instante ¢ que permaneceram adultos. Uma forma de expressas matematicamente
este sistema é através de equagoes recursivas.

Vamos usar J(t) e A(t) para indicar o nimero de individuos juvenis e adultos, respectivamente,
no instante ¢. Usando as mesmas letras da Figura 1 para representar as taxas de crescimento (b), o
amadurecimento de juvenis (p) e a sobrevivéncia dos adultos, as equagdes recursivas para este sistema

podem ser escritas da seguinte forma:
J(t+1) =bA(t) (1)

A(t+1) = pJ(t) + sA(t) 2)

Ao representar a populagdo desta forma, eu posso saber como ela estara no instante de tempo ¢t = 15,
pode exemplo. Através das equagoes dadas em 1 e 2. Podemos escrever os tamanho das diferentes classes
de acordo com o nimero de individuos em cada classe no instante ¢ = 14. Ou seja, podemos escrever da

seguinte maneira:
J(15) = bA(14) (3)

A(15) = pJ(14) + sA(14) (4)

Portanto preciso saber como a populacao estava no instante ¢ = 14. Usando as equagoes 1 e 2



novamente, posso determinar o nimero de individuos no instante ¢ = 14. Como vocé ja deve ter percebido,

faremos isso recursivamente até chegar no instante ¢ = 0 e nas quantidades iniciais de individuos juvenis e

adultos. Digamos que comegamos com uma populagdo no instante ¢ = 0 de 0 individuos juvenis (J(0) = 0)

e 1 individuo adulto (A(0) = 1). Desta forma, posso saber quanto juvenis e adultos tenho em t = 1, e

depois em t = 2 e entdao em t = 3 até chegar no instante de tempo que estou interessada que é o instante

t =15.

Vamos fazer um exemplo numérico para entender o que acontece com a nossa populagao de t = 0 até

t = 15. Supondo que 0.1 dos individuos juvenis se tornam adultos em um certo instante de tempo para

outro (p = 0.1), e que 0.2 dos adultos sobrevivem de um certo instante de tempo para outro (s = 0.2).

Além disso, vamos supor que o nimero de filhos que cada adulto deixa é em média 10 (b=10). Vamos

escrever na forma de tabela como os nimero de adultos e juvenis se alteram ao logo do tempo até ¢ = 15.

Tabela 1: Tamanho da populagao em cada uma das classes e tamanho total a instante de tempo.

t | J(t) | A(t) | Total(t)
0 0.00 1.00 1.00
1 10.00 | 0.20 10.20
2 2.00 1.04 3.04
3 10.40 | 0.41 10.81
4 4.08 | 1.122 5.20
5 11.22 | 0.63 11.85
6 6.32 1.25 7.57
7 12.48 | 0.88 13.36
8 8.82 1.42 10.24
9 14.24 1.17 15.41
10 | 11.67 | 1.66 13.33
11 | 16.58 | 1.50 18.08
12 | 14.98 | 1.96 16.94
13 | 19.57 | 1.89 21.46
14 | 18.90 | 2.33 21.23
15 | 23.35 | 2.36 25.71

Da mesma forma, podemos calcular para tempos muito distantes e entender como a populagao cresce.

Calculando essa mesma populagdo (mesmo valores de b, p e s) para um tempo muito grande, podemos

visualizar graficamente algumas informacoes dessa populacao. Primeiramente vamos fazer o grafico de

Ntumero de individuos juvenis e adultos ao longo do tempo:
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Figura 2:

Essas populagoes crescem exponencialmente.

— Juvenis
--- Adultos

tempo
Numero de individuos nas classes Juvenis e Adultos.

Nao ha nada que funcione como um freio ou limite

para o tamanho da populagao. Por mais que nem todos os adultos sobrevivam, a taxa de natalidade



é suficientemente grande para que a cada instante de tempo a populacdo esteja maior que no instante
anterior. Se observarmos o inicio do crescimento vemos algumas oscila¢ées. Porém a partir de um certo
momento, a populagao de juvenis e adultos cresce sem oscilagoes adquirindo um tamanho cada vez maior

a cada instante de tempo.
Podemos avaliar também qual a proporcao de juvenis e adultos na populacdo a cada instante de
J(t) At)

tempo, isto € Total(t) € Total(t) "
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Figura 3: Propor¢ao do ntimero de individuos nas classes Juvenis e Adultos.

Pelo grafico da figura 3, ainda que a populagao esteja cada vez maior a cada instante de tempo,
as proporgoes de juvenis e adultos alcancam uma proporgao estavel depois de um certo tempo. Vemos
que em torno de 80% da populacdo é composta de juvenis, enquanto 20% da populacao é composta por
adultos, apés algumas oscilagoes iniciais. Esta mesma informagao pode ser vista de outra maneira. Se
fizermos o gréfico de plano de fases (A(t) x J(t)), essa proporgdo do nimero de juvenis para adultos é

dado pela inclinagao da reta de ajuste dos pontos desse plano de fases:
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Figura 4: Plano de fases do nimero de individuos nas classes Juvenis e Adultos.

Como mostrado na Figura 2, apesar da populacao alcancar uma proporgao estavel de juvenis e adultos
(Figuras 5 e 4), a populacdo néo deixa de crescer conforme o tempo passa. Sabemos que a taxa de
natalidade é 10 juvenis/adulto. No entanto, o efeito da sobrevivéncia e amadurecimento dos individuos
dessa populagao devem ser levados em conta para sabermos de fato o quanto a populagao cresce a cada
instante de tempo. Se consideramos o tamanho da populacao no instante ¢ + 1 em relacao ao instante
t, podemos estimar o quanto a natalidade, amadurecimento e sobrevivéncia resultam no crescimento da

populagao.



— Juvenis
--- Adultos

Taxa de aumento da Populagao

0 10 20 30 40 50

Tempo

Figura 5: Taxa de crescimento da populacdo nas classes Juvenis e Adultos

1.2 Matriz de projecao

Uma outra forma de escrevermos o mesmo problema do exemplo acima é através de notagao matricial.

O problema anterior escrito na forma de matriz é expresso da seguinte forma:

Jt+1)\ [0 b\ [J) -
At+1))  \p s) \A@)

Se chamarmos o vetor da populagao de p' e a matriz com o valores de b, p e s de M, também podemos

escrever:

Pt +1) = Mp(t) (6)

Da mesma forma como fizemos anteriormente, podemos escrever o vetor (A( )
t

J(t
( )> em termos de

J(t—1
( ( )> Desta maneira, a equagao 8 fica:

Alt—1)
J+1)\ [0 b\ [0 b\ [J(t-1) 1)
At +1) p s)\p s) \A(lt—-1)
: . . . . (J00)
Podemos ir recursivamente até os tamanho das classes no instante t = 0, py = :

(J(t+1)>:<0 b) (0 b) (J(())):(O b) (J(O)) «
A(t+1) p s)  \p s \A©0) p s A(0)

p(t) = M'pg (9)

Ou ainda:

A matriz M é a matriz que contém as estatisticas bédsicas da populacao. Ela é conhecida como matriz
de projecao, matriz de transi¢ao ou ainda por matriz de Leslie. Esta matriz contém informacoes bésicas
da populagao. Dado que a nossa populacao de exemplo possui um taxa de crescimento constante a partir
de um certo instante de tempo (Fig. 5)e dado que as proporgdes de individuos nas diferentes classes
também se mantém constantes (Fig. 3), podemos relacionar esses dados com caracteristica da matriz de
projecao da populagao.

Uma forma de reescrevermos o problema é assumirmos que a classe de juvenis J é k vezes o tamanho

da classe de adultos A, de tal forma que podemos definir o vetor ¥ que obedega essa proporgao nas



diferentes classes:

()10

Também assumimos que a populagdo cresce com uma taxa A a cada instante de tempo. Se no instante

de tempo t, nés temos J juvenis e A adultos e a populacgao cresce com essa taxa constante, entao:
J(t+1 AJ(t J(t J
(t+1) (MO (JO) (11)
Alt+1) AA(t) A(t) A

plt+1) = \p(t) = A0 (12)

Ou ainda:

Portanto, juntando as equacgoes 9 e 12, temos:
AU = My (13)

Para resolver, usamos a matriz identidade, que funciona como uma matriz neutra na multiplicacao

de matrizes (ou como o nimero 1 em uma multiplicagdo de nimeros escalares):

(1) 690
G0 )
G066
()0

o

A
. - J :
Para resolver a partir da equagao 17, ou temos que 4 = 0, ou seja J=0 e A=0, que chamamos
- . - . 0—A b )
de solugao trivial, ou entao a matriz B = \ deve causar um efeito nulo. Uma forma
p §—=

de buscarmos isso matematicamente é multiplicando a equagao dada em 17 pela matriz inversa de B,

denominada B™!, supondo que ela exista. Portanto temos que:

B 'Bi=B"'0 (18)

Como uma matriz inversa multiplicada pela propria resulta em uma matriz identidade, I, temos que
I = 0. Se estamos em busca de uma solugdo néo trivial, chegamos em um absurdo: I = 0. Portanto a

matriz B ndo pode ser inversivel, isto é B! ndo existe. Uma matriz ndo inversivel tem o determinante

0—A b
det( >:0 (19)
P s—A

O determinante de uma matriz quadrada 2x2 é simples de se calcular, é simplesmente a multiplicagao

igual a zero. Entao temos:

dos elementos da diagonal principal menos os elementos da diagonal oposta. O determinante gera entao

uma func¢ao polinomial, neste caso de segundo grau, que é chamada de polinomio caracteristico ou fungao



caracteristica:

A2 —sA—pb=0 (20)

A solugao desse polinémio leva a dois valores candidatos a serem o que descrevemos acima como taxa

s++/s2+4pb e Ny — s—+/52+4pb
2 2= 2

da matriz M. Ao substituirmos o valor de A na equacdo dada em 17, podemos calcular os valores de J e

de crescimento da populagao. Este valores sao A\; = . Este sao os autovalores

A que nos fornecem a informagao da proporcao de individuos juvenis e adultos na populacao estudada.

J
Fazemos isso com cada um dos valores de A, o que nos resultara em vetores A associados. Calculando

A b\ (T
[5G &

J
Pela multiplicagao da primeira linha da matriz pelo vetor (A) , temos que:

os valores de J e A, temos:

“A\J +bA =0 (22)

Portanto J = %. Como sabemos os valores de A, é s6 substituirmos.

Para o autovalor A1, temos que:

2b
J=— =" A (23)
s+ /8% +4pb

2b

s++/s2+4pb

Desta forma, temos que a classe de juvenis é o tamanho da classe de adultos. E entao

2b

2 ’ .
A | stVs* b | & o autovetor associado ao autovalor ;.
1

Para o autovalor Ay, temos que:

Jo__ 2% 4 (24)

s — /82 +4pb
2bA

s—+/s2+4pb
2b

- .2 , .
A | s=Vs*Hapb | ¢ o autovetor associado ao autovalor As.
1

Como vemos, temos dois valores que nos informam como a populagao cresce (dois autovalores) e duas

Desta forma, temos que a classe de juvenis é o tamanho da classe de adultos. E entao

proporgoes de classes associadas ao crescimento da populagao (dois autovetores associados). No entanto
a populagao cresce de uma forma constante, sem alterar de uma taxa de crescimento para outra (veja a
figura 5). Vamos fazer os cdlculo de autovetores e autovalores usando os valores de b, p e s usados nos

exemplos das figuras 2-5.

) . 9.049876
e \; = 1.1049876 e seu autovetor associado ¢ 51595303 1

. , 1 —11.04988
e )\o = —0.904987 e seu autovetor associado é 509013043 )

Visualmente pelo grafico da figura 5, vemos que a populacao tem uma taxa de crescimento positiva
que é um pouco maior que 1. Pelo grafico da figura 3, vemos que hd mais juvenis que adultos e que
a porcentagem de juvenis estd em 90% e de adultos estd em torno de 10%. Desta forma podemos ver

que o valor de A\; e seu autovetor sao aqueles que definem o crescimento e proporcoes das classes dessa



populagao. Este autovalor é conhecido como autovalor dominante. Ele é aquele autovalor com maior
valor em médulo dentre os autovalores da matriz.

Uma forma de vermos matematicamente por que este autovalor é o dominante, é através de método
das poténcias.

Sejam os autovalores e autovetores de uma matriz Aswo, A1 € Ay com seus respectivos autovetores vy
e v3. Suponha que os autovalores sdo tais que |A1] > |A2|. Os autovetores de uma matriz sdo linearmente
independentes, isto é, eles formam uma base para o espaco de duas dimensdes R?. Desta forma, um certo

vetor W de dimensao 2 pode ser escrito como uma combinagao linear de coeficientes ndo nulos ¢; e co:
W = c1U7 + CoUy (25)
Multiplicando os dois lados da equagao 25 pela matriz A, temos que:
AW = c1 Av] + e Avs (26)

Dado que v e v3 s@o os autovetores da matriz A, podemos Avi = A\v] e Avs = Ayv5. Portanto a

equagao 26 pode ser reescrita da seguinte forma:
AW = 1 \07 + o203 (27)
Fazendo isso mais uma vez, temos que a equacao 27 fica da seguinte forma:
A% = el N207 + o N30 (28)

Fazendo isso t + 1 vezes, temos
AT = ey Mg + ca A (29)

Dado que |A1| > |Az2|, podemos reescrever a equagdo 30 da seguinte forma:

" - A
Atw = /\ﬁ |:6111’Ul + co )\7?1& (30)
1
. AL ~ c oA . . p
Dado que Lim; o 57 = 0, entao, a dinamica de longos termos definidos pela matriz A tera o autovalor
1
com maior valor absoluto como o autovalor que domina sobre o outros. Essa mesma técnica pode ser

aplicada a matrizes de dimensoes n X n.

1.3 Exemplo de populagao de baleias franca

O exemplo da baleias franca leva em conta uma populagio estrutura da seguinte maneira: filhotes (F),
imaturos (I), maduros (M) e reprodutivos (R). Somente os individuos e estado/classe reprodutiva é que
gera novos filhotes. Os individuos filhotes permanecem filhotes ou se tornam imaturos. Os individuos
imaturos podem permanecer imaturos, se tornar maduros ou se tornarem diretamente reprodutivos.
Os individuos maduros permanecem maduros ou se tornam reprodutivos. Os individuos reprodutivos
permanecem se reproduzindo ou voltam a ser somente maduros quando nao se reproduzem. A forma de
representarmos essa populagao é da seguinte maneira:

Usamos as letras s, para representar a taxa com que um individuo da classe k se tornam da classe j.
Usamos a letra b para definir a taxa de natalidade, ou seja, quantos filhotes individuos reprodutivos geram

por instante de tempo em que estdo reprodutivos. As equagdes que definem a quantidade de individuos



Figura 6: Esquema da populacdo de baleias franca estruturado.

em cada classe dado a quantidade existente no instante anterior sao:

F(t+1)=0bR(t)
I(t + 1) = S,;fF(t) + Siq;l(t) (31)
Mt 4+1) = $mil(t) + SmmM(t) + SmrR(t)
R(t+1) = spiI(t) + s$pmM(t) + srrR(2)
Escrevendo da forma matricial, temos:
F(t+1) 0 0 0 b F(t)
R(t+1) 0  Sir Srm  Ser R(t)
Ou também podemos representar por:
Pt +1) = Mp(t) (33)

A matriz de transi¢io (de projegdo ou de Leslie) dessa populacdo é a matriz M. Como vimos na
secao 1.2, pode nos fornecer informagoes importantes a respeito da taxa de crescimento dessa populacao

e também qual a proporcao estavel de individuos em cada classe. Utilizaremos um exemplo numérico,

em que:
e b=0.30 ® s,,; = 0.08 ® S, = 0.88
e s =0.92 o 5., =0.02 ® 5., =0.19
e s;; =0.86 ® Spm = 0.80 e 5..=0

Da mesma forma como fizemos anteriormente, podemos calcular recursivamente os valores de tamanho
populacional em cada classe dados os parametros acima que compoem a matriz M por meio das equagoes
dadas em 6. Vamos primeiro observar os graficos de tamanho populacional de cada classe em fungao do
tempo, as proporgoes de cada classe em funcao do tempo e a taxa de crescimento também em fungao do
tempo.

Agora utilizando a propriedades da matriz de transicdo, vamos obter os valores de taxa de crescimento
e proporgoes estaveis de cada classe por dos autovalores e seu autovetores dessa matriz. Os autovalores

e respectivos autovetores dessa matriz de projecao sao:

10
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Figura 7: Numero de individuos em cada classe, proporgao de cada classe e taxa de crescimento da
populacao de baleias franca, respectivamente

0.06
. 1 0.38
e )\; = 1.003 e seu autovetor assomadom 100

0.20

—0.03
1.00
—0.57
—0.11

e )\ = (0.824 e seu autovetor associadoﬁ

1.00
—0.90
e \3 = —0.166 e seu autovetor associado—- 0.58

0.64
—0.55

—-0.94
1.00
—0.10
0.005

e Ay = —0.002 e seu autovetor associadog5

Como vimos anteriormente, o maior autovalor em médulo é o autovalor dominante e é aquele que
determina a taxa de crescimento da populagao. Neste caso, o maior autovalor em valor absoluto é
o A1 = 1.003. Isto significa que a cada instante de tempo a populagao tem o seu tamanho do instante
anterior somado mais 0.3% do seu tamanho anterior. Além disso, temos que quando a populagao estudada
alcanga suas proporgoes estaveis, o numero de filhotes é igual a 0.06 do nimero de maduros; o nimero

de imaturos é 0.38 do niimero de maduros e os reprodutivos sao 0.20 do niimero de maduros.

2 Aulas de 14/03 e 16/03

2.1 [Elasticidade e sensibilidade em Matrizes de Leslie

Algumas andlises da Matriz de Leslie (ou matriz de transi¢ao, ou em alguns casos, também chamada de
Matriz de Lefkovitch) pode nos fornecer informagcoes de quao importante as transi¢oes de uma fase/etapa
para a outra sao naquela populacao. Por exemplo, a populacao de baleias do exemplo da Figura 6 é

mais sensivel & uma diminui¢ao no nimero médio de filhotes que cada individuo reprodutivo tem ou esta

11



populagao é mais sensivel a taxa de sobrevivéncia de individuos juvenis que se tornam adultos. Estas
questoes podem ser resolvidas com andlises da matriz de transicao da populagao por meio de medidas
relativamente simples de serem calculadas.

Uma das medidas é chamada de sensibilidade. Essa medida nos informa o quanto cada transicao
contribui para a taxa de crescimento da populacdo. Uma das formas de se calcular a sensibilidade da
populacao a uma transicdo a;; na matriz de transicao, é calcular o quanto de alteracao na taxa de

crescimento que uma perturbagdo em a;; causa. Portanto, a sensibilidade é definida como:

oA
(5&1']‘

S = (34)

Uma forma de se estimar a sensibilidade é explorando numericamente dada uma pequena perturbacao
(p) do elemento a;; original (o) da matriz de transigdo:
AV Ao — A
Sij ~ — = o ‘R (35)
Aaij )\o — >‘p
Desde 1996, Caswell vem desenvolvendo diversos estudos de como podemos explorar melhor a matriz
de Leslie. Em seu trabalho classico de 1978, Caswell apresentou uma forma de se calcular a sensibilidade
utilizando os autovetores direito e esquerdo da matriz de transicao. Sabemos a taxa de crescimento
da populagdo é dada pelo autovalor dominante A, em que o respectivo autovetor direito w (Mw =
A\w) representa a estrutura etéria estavel e o autovetor esquerdo v (vI'M = \vT) representa os valores
reprodutivos de cada classe. Sendo assim, a sensibilidade pode ser definida como:
oA VyWj

Sij = 1 = (36)

da;; (v, w)

, onde (v, w) é o produto escalar dos autovalores direito e esquerdo.

Ainda podemos considerar a contribuicao relativa de cada trasicao da matriz, isto é, pesar o quanto
cada transi¢ao influencia o valor de A\ considerando a prépria magnitude de lambda. De uma forma mais
simples, queremos saber a medida relativa da sensibilidade considerando seus valores originais. Portanto

a elasticidade da transicao a;; é definida como:

Q;q
By =

, onde (vw) é o produto escalar dos autovalores direito e esquerdo. Ou ainda:

Sij (37)

ai; O\ d(log \)
E.. =4 — NS
* A §a¢j 5(10g aij) (38)

2.2 Tabelas de vida

Ainda que muitos estudos possam ser feitos a partir de matrizes de Leslie ou Lefkovitch, muitos estudos
em Biologia de populagoes sdo construidos a partir de tabelas de vida. A tabelas de vida consistem
na contagem de numero de individuos e a reprodugao média desses individuos em suas idades desde
o0 nascimento até a morte. Em geral, o acompanhamento dessas populagoes ocorrem em populacoes
fechadas em que nao se considera migrantes, nao ha a sobreposicao das geracoes e nao ha transicao de
uma idade a para uma idade b (onde a < b) se a e b nao forem consecutivos. Para cada idade x, é contado
o nimero de individuos que sobrevivem até a idade z + 1 e a quantidade b, de filhos produzidos pelos
individuos de idade = (b, também é chamado de m, por alguns autores)

Vamos acompanhar uma populacao hipotética de insetos que comeca na idade 0 com 500 individuos.
Na idade z = 1, apenas 400 insetos sobreviveram (S; = 400, na idade x = 2, somente 200 individuos

estao vivos (S2=200) e na idade = 3 apenas 50 individuos dos 500 iniciais ainda estao vivos (S5 = 50).
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Na idade # = 4 ja nao temos nenhum individuo vivo (Sy = 0). Além disso, observamos quanto ovos
os individuos dessa populacao deixa, em média, em cada idade. Na idade x = 0 os individuos nao se
reproduzem. Na idade x = 1 cada individuo produz em média 2 ovos (b; = 2, na idade z = 2, cada
individuos deixa, em média, 3 ovos (by = 3). Na idade x = 3, apenas um ovo é deixado por individuo
(bs = 1). Na ultima idade dessa populacao os individuos todos ja morreram e ndo se reproduzem mais.

Montando a tabela de vida basica dessa populagao na Tabela 2:

Tabela 2: Tabela de vida de uma populacao hipotética de insetos

Sz | b
500
400
200
50
0

8

B W~ OfK
o= wn o

Outras medidas nessa tabela podem ser calculados a partir dessas informagoes basicas. Por exemplo,
dividindo-se cada valor de S, pelo numero inicial de individuos nessa populacao (Sp), podemos estimar
qual a taxa de sobreviventes em cada idade x em relagao ao inicio (I,). Podemos calcular também qual
a taxa de individuos da idade = que sobreviveram vindos da idade x — 1 (p,). Desta forma, completando

a Tabela 2 com os valores de [, e p,, temos:

Tabela 3: Tabela de vida de uma populacao hipotética de insetos

05000100 -

1| 400 | 2 | 0.80 | 0.80
2200 | 3 |0.40 | 0.50
3150 | 1010 |0.25
41 0 | 0]0.00|0.00

Se somarmos o nimero de filhos produzidos em cada idade (b,,) multiplicado pela sobrevivéncia relativa
ao estado inicial em cada idade (I,), temos uma estimativa de quantos filhos um individuo produz ao

longo de sua vida na populagao estudada — taxa liquida de reproducéao (Rp):

k
Ro=> lsb, (39)
x=0

Note que esta nao é a taxa de crescimento da populacido que estamos acostumados (o nosso antigo
valor de A ou r), pois devemos considerar o tempo de geracdo dessa populagdo. O tempo de geragao
é a média de idade dos pais de todos os filhos produzidos por uma unica coorte, ou ainda o tempo
médio de diferenga de idade entre os pais e os filhos de uma coorte/geracao, quando estes filhos passam
a produzir seus préprios filhos Podemos estimar o tempo de geragao (G) dessa populacao através da
seguinte equagao:

k k
Lobe o lubs
G = Zazolebe® _ Do lobew (40)

Sk lobs R

Agora considerando a populagdo em tempos geracionais, podemos estimar a taxa de crescimento em

tempo absoluto por meio de algumas aproximagoes. Seja N¢g o nimero de individuos no tempo geracional
G. e Seja a populagao de tamanho inicial Ny, que cresce a uma taxa r e uma escala de tempo dada em

numero de geragoes G. Podemos escrever entao que:
Ng = Noe™@ (41)

13



Ao dividirmos os dois lados por Ny temos que:

NG rG

G e 42

5 (12)
Aproximando que o crescimento de Ny para Ng é a taxa de crescimento liquida dessa populagao (Rp),

entao temos que:

Ry ~ e"® (43)

Portanto, ao tomar o logaritmo dos dois lados, temos que:

In(Ry) = rG (44)
ou seja
T ln(cljo) (45)

Podemos também reescrever a tabela de vida na forma de equagbes, montar sua respectiva matriz
de transicao e estimar o valor de r por meio do autovalor dominante da matriz de transicao. Para os
individuos na idade x+1 no tempo t+1 sao todos aqueles individuos de idade x no tempo ¢ que sobrevivem

de uma idade para a seguinte (p;). Isto é:

Nap1(t +1) = pang(t) (46)

ou seja, o numero de individuos com idade maior no tempo t + 1, depende de quantos individuos
haviam no tempo ¢ na idade anterior multiplicado pela estimativa de sobrevivéncia de individuos daquela
classe anterior. Note que Ny (t+ 1) = poNo(t). Nao temos a definigio de po, j& que ndo existe uma idade
-1. No entanto, todos os individuos no tempo ¢t com idade 0 sdo aqueles que estao sendo produzidos
por reprodugao em cada idade, considerando a sobrevivéncia dos individuos que se reproduzem em cada
idade.

Portanto: Ny(t) = b1p1 N1(t) + bapaNa(t) 4+ bsps N3 (t) + bapsa Ny(t).

E entdo temos que: Ny(t+ 1) = poNo(t) = bip1 N1(t) + bapaNa(t) + b3psN3(t) + bapaNa(t)

Definindo a fertilidade em cada idade como:
F, = p.b, (47)

, podemos escrever as nossas equagoes da seguinte forma:

Ni(t+1) = FiNi(t) + FoNa(t) + F3N3(t) + F4N4(t)
No(t+1) =p1 N1(2
(t+1) (t) (48)
Ng(ﬁ + 1) = pQNQ(t)
N4(t + ].) = pgNg(t)
Desta forma, a matriz de transi¢ao fica da seguinte forma:
F F, I3 Fy
0 0 0
b1 (49)
0 p2 0 O
0 0 ps O

Podemos entao calcular o valor de 7 e a a estrutura etaria estédvel dessa populagao a partir da matriz

acima.
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Para o nosso exemplo, temos a seguinte matriz:

16 15 025 0
08 0 0 0

(50)
0 05 0 0
0 0 025 0

Para esta matriz, temos que o autovalor dominante é A = 2.1733. Portanto a taxa de crescimento
intrinseca em tempo absoluto desta populacao é r = In(A) = 0.776 filhos/individuos.unidade de tempo.
A estrutura etdria estével estima 68,4% individuos com idade 1, 25,2% individuos com idade 2 5,8%

individuos com idade 3 e 0,6% individuos com idade 4.

3 Aulas de 21/03 e 23/03

3.1 Modelos populacionais em tempo discreto (sem estruturagao)

Lidamos até o momento com populagoes estruturada em idade ou etapas da vida dos individuos. No
entanto, algumas populagoes ainda que possuam alguma estruturagao, podem ser modeladas sem estru-
turagdo em idades/etapas da vida. Por exemplo, uma populagéo de plantas cujos individuos produzem S
sementes, sendo que apenas uma fragao o dessas sementes sobrevivem e apenas uma proporg¢ao « das se-
mentes que sobrevivem realmente germinam. Se esta populagao tem um ciclo de vida anual, por exemplo,
podemos dizer que o nimero n individuos do ano seguinte (¢ + 1) é uma combinagao da fertilidade dos
individuos do tempo atual, ¢, e da sobrevivéncia e germinacao das sementes produzidas pelos individuos

do tempo t, tal que:

n(t+1) = acSn(t) (51)

Se simplificarmos oS para uma tnica constante r, podemos escrever entao que:

n(t+1) =rn(t) (52)
E portanto o nimero de individuos no tempo ¢ = 1 é n(1) = rn(0). No ¢t = 2, temos: n(2) = rn(l) =
r?n(0), e em t = 3, n(3) = rn(2) = r3>n(0). Portanto:

n(t) = r'n(0) (53)

Por propriedades matemaéticas de exponenciais , podemos mudar a base de r! para a base do ntimero

Inr)t

neperiano ja que rt = el . Desta forma, reescrevemos a equacao 53 da seguinte forma:

n(t) = e™m"n(0) (54)

Nesta formulacao, podemos calcular o tempo que leva para uma populagao dobrar de tamanho em
relagao ao seu tamanho inicial, ng dada uma certa taxa de crescimento r conhecida. Para tanto, basta

fazermos:
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2=¢'r (56)
In2=tlnr (57)
In2
t=—=
Inr (58)

Dadoquelnl =0,equelnz >0sez>1,elnz <0sex < 1:

3.2 Equilibrio e estabilidade

Primeiramente vamos discutir o que é equilibrio. Equilibrio é o ponto ou valor da sua varidvel que
quando atingido, nao se altera mais. No nosso caso, se estamos falando de de tamanho populacionais ao
longo do tempo, o equilibrio é o tamanho da populagao que quando atingido, a populagao nem aumenta
e nem diminui de tamanho. Para sistemas discretos, podemos podemos dizer que quando atingimos o
equilibrio, temos que n(t + 1) = n(t). No exemplo em que estdvamos trabalhando, n(t + 1) = rn(¢),

podemos encontrar o equilibrio 7 tal que:

i =rh (59)

O t1nico valor que satisfaz essa igualdade é hatn = 0, sendo assim um ponto de equilibrio. Além disso,
podemos estudar como se d4 a estabilidade deste ponto de equilibrio. Temos que n(t) = n(0) para todo
instante de tempo ¢ 7 = 1, pois temos uma exponencial com expoente nulo: et = (N0t — 1,

Além disso sabemos que n(t) > n(0), se 7 > 1, pois neste caso, temos uma fungao exponencial (e™)*)
que cresce com o tempo j& que o seu expoente (Inr) é positivo. No entanto, se r < 1, o expoente da
exponencial é negativo (pois Inr < 0), resultando em uma populagdo cada vez menor que a inicial com o
passar do tempo (n(f) < n(0)). Estes conceitos est@o relacionados com a estabilidade de um certo ponto

de equilibrio.

Inx

T T 1
1 2 3 4
-
T
«~ -1.0 -05 0.0 05 10 -1.0 -05 0.0 05 1.0
)

(b) Gréfico da fungao exponencial, (c) Grafico da fungéo exponencial,
(a) Gréafico da funcao logaritmica com expoente positivo com expoente negativo

Supondo que iniciamos nossa populacgdao no seu ponto de equilibrio 7 = 0. A principio, ndo devemos
esperar que esta populagao cresca, ou fuja do seu equilibrio. No entanto, se provocamos uma perturbagao
€ muito pequena nesta populagdo em relagdo ao seu equilibrio (por exemplo, colocamos um minimo de
individuos nesta populagao, o que devemos esperar com o passar do tempo. Se esta populagao cresce e
aumenta de tamanho com o tempo e nao retoma mais o valor de equilibrio 7 = 0, entao dizemos que
esse ponto de equilibrio é instavel. No entanto, se esta populagao retoma o valor de equilibrio apds a
perturbacao, dizemos que este é um ponto de equilibrio estavel. Na Figura 9 temos a representacao desses
pontos de equilibrio para a populacao estudada, dependendo do seu valor de r.

Em um outro caso, podemos considerar que além de crescer a uma taxa r, a populacao recebe m
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I I I
0
I
.
.
.

I
n(t)
e,
.

n(t)
00 02 04 06 08 10

{

tempo tempo

= = 1.1, n é um

(b) Quando r
equilibrio é instavel.

(a) Quando r 09, 7 é um

equilibrio é estavel.
Figura 9: Para esta populacao, temos que 7 = 0. Iniciamos como um valor um pouco acima do equilibrio,

tal que n(0) = 7 + ¢, onde € = 0.1.

migrantes a cada instante de tempo, de tal forma que podemos descrevé-la como:

n(t+1)=rn(t) +m (60)
Neste caso a populagao no equilibrio n deve ser tal que nn = rn 4+ m. Portanto para essa populagao,

™ Neste caso, também podemos estudar graficamente o que acontece se iniciamos

o equilibrio é 7 = {7
com a nossa populagdo no equilibrio e fazemos uma pequena perturbacao €. Se essa populagdo crescer e
sair do valor de equilibrio, entao este é um ponto de equilibrio instdvel. Se com a pequena perturbacao a
populacao retorna para o ponto de equilibrio com o passar do tempo, entao este é um ponto de equilibrio
estavel. Veja a Figura 10 em que variamos o valor de r. Note que a populacao que apresenta r > 1 possui
um equilibrio 7 < 0. Para fins bioldgicos, podemos considerar o tamanho populacional n = 0 como o

respectivo equilibrio neste caso, ja que nao existem populagoes negativas.

120
I

n(t)
I L

0 20 40 60 80
I

tempo

80

100

n(®
-40 -20 0O

-60

-100

tempo

Quando r = 1.1, n = —100 é
equilibrio é instavel.

(b)

um

(a) Quando r = 0.9, 7 = 100 é um
equilibrio é estavel.
Figura 10: Para esta figura, utilizamos m = 2. Iniciamos como um valor um pouco acima do equilibrio,

tal que n(0) =7 + ¢, onde € = 0.1.

Podemos ainda estudar um caso que o tamanho da populacao atual depende de dois instantes ou
momentos anteriores, sendo descrito entao por equacao de segunda ordem. A ordem no caso, é dada pelo
nimero de instantes anteriores do qual o instante atual depende.

Seja por exemplo uma populacao de plantas cujas sementes podem sobreviver e germinar logo no
primeiro ano, ou nao germinar neste primeiro ano e sobreviver e germinar s6 no segundo ano apos ser
produzida. Seja S o nimero de sementes produzidas pelas plantas adultas, seja o a taxa de sobrevivéncia

dessas sementes e seja o a taxa de germinagao, podemos descrever o nimero de plantas no tempo ¢ + 1

p(t+1)=ac(l —a)oSp(t—1)+ acSp(t — 1) (61)

Neste caso, se queremos saber o equilibrio dessa populagao, podemos usar a mesma técnica: o nimero
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de plantas no tempo ¢+ 1 deve ser igual ao niimero de plantas no tempo ¢ e no tempo ¢t — 1. Desta forma:

p=aoc(l —a)oSp+ acSp (62)

Neste caso temos que o ponto de equilibrio dessa populagao de plantas é a auséncia de plantas, p = 0.

Podemos estudar graficamente como este equilibrio se comporta, dependendo dos valores de S, « e o.

o
1]

0 S
B
=

n(t)

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
)

®%ccccc0c0cccne o~ . . ) .
T T T T T

5 10 15 20 0 1 2 3 4 5 6 7

tempo tempo

(a) Quando S =20, p = 0 é um (b) Quando S =200, p =0 é um
equilibrio é estavel. equilibrio é instavel.

Figura 11: Para esta figura, utilizamos m = 2, a = 0.5 e 0 = 0.2. Iniciamos como um valor um pouco
acima do equilibrio, tal que p(0) = p + ¢, onde € = 0.1.

Ainda que muitas populagoes possam ser descritas como os modelos acima, tais como bactérias e
outros microorganismos, muitas populacoes comecam a diminuir a sua tava de crescimento conforme os
recursos se esgotam, até que em um certo tamanho populacional, a populagdo deixa de crescer (r = 0).
Suponha entdo que o crescimento r varia com o tamanho populacional N conforme uma relagado linear
negativa (decrescente) em que a populagao cresce inicialmente (N = 0) com uma taxa rg e queem N = K,

a populagao possui r = 0, como no grafico abaixo:

Figura 12: A taxa de crescimento decai com o tamanho da populagao. 1o =0.8e K =5

A reta do gréfico acima, descrevendo a taxa de crescimento da populacdo pode ser escrita como

To — %ON = 0. Portanto, se substituirmos nossa taxa de crescimento constante por essa reta, temos que:

N(t+1)= [ro - %N(t)} N(t) (63)

Esta é a equagao de crescimento logistico em que 79 é a taxa de crescimento intrinseco da populagao e
K é a sua capacidade suporte. Uma populagao descrita por essa equagdo nao linear (note que temos
[N(t)]?) possui dois equilibrios: N =0e N = (1 — %) K.

Podemos simplificar a equagao 63 de tal forma que relacionamos o tamanho populacional de cada
instante com a capacidade suporte, ou seja podemos mudar a varidvel tal que x(t) = N(t)/K e portanto,

temos a nova equagao logistica (somente evitamos o sub-escrito 0 do r para simplificar a visualizagdo da
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equagao):

z(t+1) =rz(t)(1 — z(t)) (64)

Podemos analisar graficamente o equilibrio desta equagdo de duas formas. Uma delas é usando o
plano de fases x(t 4+ 1) x x(t). Note que a z(t + 1) é uma fungdo quadrética em z(t). Esta fun¢do é uma
parabola negativa (convexa), j& que consideraremos r > 0. Imagine agora a reta que descreve os valores
de z(t+ 1) = z(t). Se iniciarmos nesta reta em x(0), podemos projetar para a pardbola qual serd o valor
de (0 + 1) verticalmente. Agora tomamos esse valor de (1) como o nosso novo valor z(t) projetando-o
para a reta , agora horizontalmente. Desta forma, nosso novo x(t) é (1) e nosso z(t + 1) é z(1 + 1).
Portanto, de novo a partir da reta, podemos projetar o valor (1 + 1) verticalmente na curva. E fazemos
assim sucessivamente até que ndo conseguimos mais projetar o valor z(t + 1) de volta para a reta ou o

valor z(t) na curva. Neste momento, chegamos em um equilibrio. Veja alguns planos de fases abaixo.

1

Xia

00 02 04 06 08 10
I
Xes1

00 02 04 06 08 10
I

)

1

1

2

X

X

00 02 04 06 08 10
I
L

00 02 04 06 08 10

X X

(c) z(0) =0.2,r =4.0 (d) z(0) =0.15,r = 4.0

Note que no primeiro plot, a populagao sai do tamanho inicial, indo até z(t) = 0 e 14 permanece. J&
no segundo plot, a populagdo sai do tamanho inicial, indo até z(t) = 0.6e 14 permanece. J4 no terceiro
e quarto plots, notamos que a populacao sai do seu valor inicial e nao atinge nenhum valor no qual
permanece. Além disso, notamos que a populacao faz trajetos diferentes dependendo do tamanho inicial.

Outra forma de vermos os valores de equilibrio que a populacao atinge dependendo do valor de r,
é através do diagrama de bifurcagdo (Figura 14). Para fazer este grafico, calculamos para diferentes
valores de r qual o valor de equilibrio que a populacao atinge. Note que para valores de r entre 3 e
aproximadamente 3.45 a populacao comega a apresentar ao menos dois valores de equilibrio, entre os
quais ela oscila. Para valores entre 3.45 e aproximadamente 3.54, j4 ha 6 valores de equilibrio, entres os
quais a populacao oscila e assim por diante.

Vimos até agora como calcular o equilibrio e entender sua qualidade através de graficos. Ha como
estudarmos a qualidade do equilibrio (estdvel ou instdvel) para perturbagoes feitas préximas a ele por
meios analiticos. Apesar da formalidade que uso aqui, quero que vocés entendam o conceito da estabili-
dade, o porque estudamos as perturbagoes feitas préxima ao equilibrio e o porque de utilizarmos alguns
valores de referéncia para qualificar um ponto de equilibrio.

Imagine uma funcao f(x) que varia com x, assim como nossas populacoes que z(t + 1) é uma fungao
de z(t). Se temos um gréfico dessa fungdo e sabemos seu ponto de equilibrio &, podemos fazer uma

perturbacéo §, muito pequena préxima ao ponto de equilibrio para entender se apds esta perturbacao,
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1.0

eq

0.0

Figura 14: Diagrama de bifurcacao: equilibrio x r

os valores de f(z) vao retornar para o equilibrio ou se vao se afastar do equilibrio. Sabemos que a nossa
fungdo em I vale exatamente & (f(Z) = &), pois este é o ponto de equilibrio. Para saber se a fungéo
tenderd a se afastar ou aproximar do ponto de equilibrio, podemos analisar como é o dngulo que a curva
estd esta ao préxima ao ponto de equilibrio. Se esta curva é crescente, entdo a perturbacao feita tenderd
a aumentar com o tempo. Ja se esta curva for decrescente, a perturbacao tenderd a diminuir cada vez
mais.

Portanto vamos analisar a curva da funcao préxima ao ponto de equilibrio. Como fizemos uma pequena
perturbacao, iremos aproximar a curva a uma reta tangente a ela no ponto de equilibrio e entender como

estd esta reta. Veja a figura abaixo representando essa reta tangente e nossos pontos de interesse aqui:
(2, f(2)) e (&+0q, f(2+,)).

fig+5,)
%

\

 R46

X

Figura 15: Representagao da tangente no ponto Z.

A tangente que passa no ponto de equilibrio pode ser estimada pela inclinagao m da reta vermelha:

_ f@+6.) — f(&)
SR S (65)

Se tomarmos um 4, muito pequeno em m (ou ainda, se tomarmos o limite de m com §, — 0), temos

a definigdo do que é a derivada de f(z) em relacdo a z avaliada em Z.

T8~ fE) (@)

z—0 On dr lz=¢

(66)
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Como §, é muito pequeno, podemos aproximar da seguinte maneira:

f@+0.) - f(&) _ df(x)

fG+an) - 1@ =TD| 5 (68)
(69)

E portando temos que
fG+an) = @)+ TD| 5, (70)

O que fizemos aqui foi aproximar a curva de uma reta no ponto de equilibrio. Um dos métodos ma-
tematicos que podemos utilizar mais formalmente é utilizar a expansao de Taylor no ponto de equilibrio,
tomando apenas a expansdo em primeira ordem. Agora queremos avaliar se uma perturbagao faz com
que eu me aproxime ou se afaste do equilibrio. Queremos saber se a perturbacao §, ird aumentar ou
diminuir em magnitude (em médulo) com o tempo.

Como temos que x;11 = f(x¢) (para facilitar a escrita estou usando o tempo sub-escrito), podemos
comecar no tempo ¢t = 0 préximo ao ponto de equilibrio com uma certa perturbagdo pequena d,, tal que
o = & + d4,. Portanto nosso ponto no tempo ¢t = 1 partindo do ponto z( perturbado sera tal que serd

préximo de &, mas com uma outra diferenga em relacdo ao equilibrio (que chamaremos de J,, :
xlzf(xo):f('i+6lﬂo):j+6w1 (71)

Entao, usando nossa equacao aproximagao dada na Equagao 70, temos que:

T4 0g, = f(Z + 0a,) (72)

T+ 0., = f(2)+ dj;(;) x:jfsﬂ”o (73)

Tty =2+ d];(;) x:fé””o (74)
_ df (=)

§w1 dx m:iéma (75)

Portanto, vemos que a perturbagao no tempo t=1 serd maior em magnitude do que no tempo t=0

(@)
dx

(ou seja, me afastarei do ponto de equilibrio, seja qual for a diregao), se > 1. E, por outro

=T

lado, a perturbagéo no tempo t=1 serd menor que no tempo t=0 (ou seja, me aproximarei do ponto de

df (x)
dx

Quando me aproximo do ponto de equilibrio apds uma perturbacao proxima a ele, este ponto de

equilibrio), se < 1.

Tr=x

equilibrio é dito estdvel. A derivada em relagdo & minha derivada avaliada no ponto de equilibrio de
menor que 1, em mddulo, neste caso.

Quando me afasto do ponto de equilibrio apés uma perturbagao préxima a ele, este ponto de equilibrio
é dito instavel. A derivada em relagao & minha derivada avaliada no ponto de equilibrio de maior que
1, em moédulo, neste caso.

Note que as perturbagoes devem ser préximas ao ponto de equilibrio pois s6 nessa proximidade é que
posso aproximar minha curva da funcdo f(z) de uma reta tangente e entender se sua curvatura cresce ou

decresce.
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Portanto, voltando a equagao logistica, podemos avaliar seus pontos de equilibrio. Descrevemos a
logistica como:
z(t+1) =raz(t)[1 — z(t)] (76)

1
Vimos que os pontos de equilibrio sao 2 =0ez=1— —.

r
Vamos avaliar como é a derivada de z(t+1) (que é nossa f(x)) nesses pontos de equilibrio. A derivada

de z(t+ 1) (ou f(x) — evitarei o t para facilitar a escrita) é:

df(z) _
0 =TT 2rz (77)

Portanto, para o ponto de equilibrio & = 0, substituirei 0 onde houver x:

df (x)
dr lz=0 " ( )
dj
Portanto, £ = 0 é um ponto de equilibrio estavel se ];(:r) = r < 1. Portanto, £ = 0 é instavel
T lz=0
ser > 1.
e L df (=) :

O outro ponto de equilibrio, £ =1 — —, é estdvel se 7 1| =7 <1, ouseja, se |-r+2| <1,

r A

r

o que implica que este ponto serd estavel se 1 < r < 3 Como vimos no diagrama de bifurcacao (Figura
14, de fato a partir de 13, temos que a equagdo passa a oscilar entre dois (ou mais) valores de equilibrio,
formando drbitas em torno do ponto z = 1 — = (veja o exemplo de érbitas pelo plano de fases na
Figura ??ara r=4). A partir de um certo ponto,rdependendo a partir de onde comego a minha anélise
(condigao inicial), a equagao logistica fica imprevisivel de onde ird estar em um certo tempo ¢t. Por ter
esta sensibilidade as condicoes iniciais e esta imprevisibilidade, dizemos que a equacao logistica tem um

comportamento cadtico.

4 Aulas de 28/03 e 30/03

4.1 Modelos populacionais em tempo continuo

Até este momento consideramos modelos em tempo discreto, ou seja, as coisas aconteciam de uma unidade
de tempo para outra, e o instante seguinte podia ser determinado pelo(s) instante(s) anterior(es). Mas se
a populacao estd se reproduzindo continuamente e as mortes ocorrem a todo instante de tempo, podemos
diminuir o tempo avaliado. Suponha que o tamanho N de uma populagao possa ser descrita de um ano
para outro de acordo com seu tamanho no ano anterior e nascimentos (a uma taxa b) e mortes (a uma
taxa d), como:
N({t+1)=N(t)+bN(t) —dN(t) (79)
Se quero saber como estard minha populagdo um més depois do instante ¢, posso avaliar em % do

ano. Portanto, podemos arrumar as taxas de nascimento e mortes para uma taxa mensal, tal que b’ = 12
d 1
ed = 13 e entao teremos que um més apés o nosso instante de tempo ¢ (ou seja t + ﬁ)’ nossa populagao

poderé ser descrita como:

1 1
N (t + 12) =N(t)+VN(t)—dN(t) = N(t) {1 + ﬁ(b — d)} (80)
. - . . , . d
Se queremos saber em dias, entdo temos que reajustar nossas taxas para dias (b’ = 365 ed = 365 e
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reescrever nossa equacao para:

N (14 555) = MO+ NG - N0 = N0 [14+ 50— 0) (81)

Ja podemos perceber que dependendo da unidade de tempo do nosso modelo, podemos converté-lo

em outra unidade de tempo, que nesta caso podemos expressa de forma genérica como:
N (t+ At) = N(t) [1 + At(b— d)] (82)
N (t+ At) — N(t) = At(b— d)N(t) (83)

N (t + At) — N(t)
At

— (b dN(t) (84)

Como fizemos na equagdo 66, podemos tomar o limite para uma variagdo de tempo muito pequena
(At — 0) e chegamos novamente na definigdo da derivada da nossa fungdo, sé que agora em relagdo ao

tempo:
_ N(t+AH —N(t) dN(t)
lim =
At—0 At dt

= (b—d)N(t) (85)

Se chamamos(b — d) de r, nés temos que em um tempo conticio, variagdes muito pequenas no cresci-

mento populacional em relagao ao tempo pode ser descrita no nosso caso como:

AN (t)
dt

=7rN(t) (86)

4.2 Equacgao logistica diferencial e outras variagoes

Seguindo o mesmo raciocinio anterior, podemos alterar a equagao logistica do tempo discreto para tempo
continuo, ja que a idéia de que as populagoes crescem com taxas cada vez menores quanto menos recursos
(ou mais competigdo) em um dado tamanho populacional também funciona para populagoes que se re-

produzem, morrem e sobrepoem geragoes. Originalmente, para tempo discreto temos, a seguinte equagao

logistica:
N(t
N(t+1)=roN(t) {1 — I(()] (87)
Se quisermos saber em relacado quanto de N(t) a nossa popula¢do aumenta em ¢+ 1, podemos quebrar
N(t
a taxa de crescimento para ry = 1+ r(1 — %), e podemos entender qual é a diferenca de crescimento
de N(t):
N(t+1)=r(N(t) (88)

N(t+1) = N(t) + rN (1) [ - N(ﬂ (90)

E portanto, podemos fazer com que a variacao no tempo seja entao de At, e que nosso novo r, r’, seja
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convertido de acordo com essa nova variagdo no tempo (r’ = rAt)

N(t+ At) — N(t) = rAtN(t) [ - Nf(ﬂ (91)

N(t+ At) — N(1) N<t>] (92)

N = rN(t) {1 - =

Ao tomarmos o limite para uma varia¢do muito pequena no tempo (At — 0), temos a nossa definigdo

de derivada novamente e a descricao da equagao logistica em tempo continuo:

i YA =N g {1 - (t)] (93)

At—0 At

P v {1 - K} (94)

A forma como calculamos o equilibrio passa a ser diferente. Ao invés de avaliarmos o valor da nossa

variavel em um tempo e em outro, nds queremos saber se nossa variavel estd mudando com o tempo
dN (t) dN (t)
0) ou nao
(5 #0) (—

mais, para encontra-lo, podemos igualar nosso

=0). Como o equilibrio é aquele ponto em que nossa varidvel ndo se altera
N(t
®) a 0.

Portanto, para o modelo que descreve os crescimento logistico de uma populacdao em tempo continuo

N N N ~
possui dois equilibrios: 7N =0, ou seja N =0 ou 1 — ' 0 e portanto N = K.
Podemos encontrar os pontos de equilibrio da dindmica de uma populacao por meio de seu gréfico
de plano de fases. No nosso caso, a funcdo logistica é uma fun¢do quadritica em N(t). A constante

(e T . . ~ ‘
que acompanha o termo quadratico é 5 e o termo que acompanha o termo linear é . Nao hd nenhum

termo independente. Essa fun¢do é uma pardbola convexa, que tem o méximo em N(¢) = —, onde a

)

rK ;
dlgt(t) = Se desenharmos como NN varia com o tempo

(N(t) x t), teremos este ponto de velocidade méxima de crescimento exatamente no ponto de inflexao

velocidade com que essa populacao cresce é de

da curva de N(t) (quando a velocidade de crescimento da populagdo muda sua aceleragio). No plano de

fases, podemos ver que os pontos de equilibrio sdo aqueles que cruzam eixo x (neste caso, N), zerando o

AN (t)
dt

N(t) e como eles se relacionam.

valor de derivada . Veja na Figura 17 abaixo como podemos avaliar o plano de fases e o grafico de

Assim como no caso discreto, podemos avaliar se nossos pontos de equilibrio sao estaveis ou instaveis.

Como a estabilidade do ponto de equilibrio estd relacionado com o comportamento da nossa derivada
dN (t)
dt

ao ponto de equilibrio. Graficamente, veremos que os pontos de equilibrio instaveis sao aqueles que

em relagdo a nossa varidvel N(t), podemos avaliar pelo plano de fases, como nossa curva é préxima

préximo ao ponto de equilibrio tem uma curvatura crescente. Os pontos de equilibrio estdveis sao aqueles
que préximo ao ponto de equilibrio tem uma curvatura decrescente. Analisemos graficamente o nosso
plano de fases.

Podemos notar que o ponto de equilibrio N =0 é um ponto de equilibrio instavel e o ponto de
equilibrio N =K éum ponto de equilibrio estdvel. (note que consideramos r > 0 e K > 0).

Algumas populagoes sofrem do chamado efeito Allee. Este efeito ocorre quando uma populagdo nao
é viavel abaixo de um tamanho minimo ou limiar. Algumas das causas do efeito Allee sao por exemplo
o fato de quando a densidade populacional é muito baixa, individuos nao se encontram em tempo habil
para a reproducao ou porque sob densidades baixas ou sozinhos este individuos sao mais atacados por

predadores, sobrevivendo menos. Ou ainda porque algumas populagoes cagam em grupos e nao hé grande
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N(t) 4

K2

dN/dt,

rK/4

0 K/2 K\ N

Figura 16: Gréfico de N(t) x t e sua relagido com plano de fases da equagdo logistica em tempo continuo.

dN/dt,

0 K\ =N @

Figura 17: Plano de fases da equacdo logistica em tempo continuo e as curvaturas proximas aos pontos
de equilibrio
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sucesso a caga solitaria, decaindo rapidamente a sobrevivéncia se na ha um tamanho minimo populacional
a partir do quals grupos se formam.

Podemos estabelecer entao um certo limiar a partir do qual a populagao cresce de acordo com a equagao
logistica. No entéao, abaixo desde limiar (aqui usamos a letra a), a populagao tenderd ao desaparecimento.
Uma forma de representarmos isso é através da seguinte equagao:

dN(t)  roN(t)

= (N () - a) [K - N ()] (95)

Portanto, os equilibrios que essa populagdo possui sdo tais que TOJI\;@) (N(t) —a)[K — N(t)] =0, ou
seja,N:O,N:aeN:K.

Outro modelo que também é uma modificagao do crescimento logistico é o modelo em que consideramos
uma taxa de retirada dos individuos de uma populacao por meio de caca ou pesca, Seja uma populacao
de peixes, por exemplo, que cresce de forma logistica em tempo continuo. Se a pesca ocorre em uma taxa

H e é proporcional a quantidade de peixes, entao temos a seguinte equagao descrevendo essa populagao

de peixes:
dN(t) roN(t)
= K—-N(t)]—-HN(t 96
2 = B K - N () - HN (1) (96)
Os pontos de equilfbrio neste caso sdo N =0 e N = (1-H)K.

5 Aulas de 04/04 e 06/04

5.1 Estabilidade do equilibrio

Usaremos agora de alguma formalidade, assim como fizemos para o caso discreto, para entender como

podemos avaliar analiticamente a estabilidade de um certo ponto de equilibrio. Usemos a funcao f(z)

~ o . . . dx(t .
como nossa fungdo que representa nossa dindmica em tempo continuo, isto é, f(x) = 355)' Anlisemos

entao como nossa fungdo varia com a variavel x.

Portanto vamos analisar a curva da fungao préxima ao ponto de equilibrio. Como fizemos uma pequena
perturbacao, iremos aproximar a curva a uma reta tangente a ela no ponto de equilibrio e entender como
estd esta reta. Veja a figura abaixo representando essa reta tangente e nossos pontos de interesse aqui:
(5, £(2)) € (48, H@+5,)).

T ‘ v
® —7% #46x >

Figura 18: Representacao da tangente no ponto Z.

A tangente que passa no ponto de equilibrio pode ser estimada pela inclinacdo m da reta vermelha:

_ f@+6:) — f(2)
Sy S (o7)

Se tomarmos um 4, muito pequeno em m (ou ainda, se tomarmos o limite de m com §, — 0), temos
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a definicdo do que é a derivada de f(z) em relacdo a x avaliada em Z.

f@+6) - f(@)  df(x)
Loy 5y T Tdr lu—s (98)
Como 6, é muito pequeno, podemos aproximar da seguinte maneira:
f(@+6,) = f(@) _ df(x)
d
f(@+6.) — f(2) = (@) Oz (100)
dr lz=z
(101)

Como f(Z) é a derivada de x em relagdo t avaliada no equilibrio, sabemos que ela vale 0 pela prépria

d
definigao do equilibrio, isto é, J;(;) = f(#) =0). E portando temos que:
. df (x)
= 1
f(&+d;) I w:iéz (102)

O que fizemos aqui foi aproximar a curva de uma reta no ponto de equilibrio. Um dos métodos ma-
tematicos que podemos utilizar mais formalmente ¢é utilizar a expansao de Taylor no ponto de equilibrio,
tomando apenas a expansdo em primeira ordem. Agora queremos avaliar se uma perturbagao faz com
que eu me aproxime ou se afaste do equilibrio com o passar do tempo.

Substituindo a funcao da derivada no tempo do lado esquerdo a nossa fungao dada em 102, temos

que:
d(z + 9. df (x
(@+0:) _ dfm)) s (103)
dt dr lz=z
Como a derivada é uma operacao linear , podemos derivar os termos entre paréntesis em relacao o
. ) .o dT diy @ ) o -
tempo independentemente e somé-los (isto é T + E) Como i 0 (que é a prépria definigdo do
, R . . - . O
que é equilibrio em tempo continuo, entao no lado esquerdo da equagao acima ficamos somente com T

Se usarmos um ponto em cima de J, para indicar a derivada da perturbacdo em relagdo ao tempo (0,

podemos escrever:

: df (z

0y = j;(x) ;p:ﬁéz (104)
A solugdo da equagao acima é 0, (t) = Doexp (tcb;(xx)gj_i .
Portanto a perturbagao d, aumenta no tempo se % . > 0., definindo um ponto instével.
Por outro lado, a perturbacao 6§, diminui no tempo se J;(z ) - < 0, definindo um ponto estavel.

Quando me afasto do ponto de equilibrio com o tempo apds uma perturbacao préxima a ele, este ponto
de equilibrio é dito instdvel. A derivada em relagdo & minha derivada avaliada no ponto de equilibrio de

maior que 0.
Quando me aproximo do ponto de equilibrio com o tempo apds uma perturbagao préxima a ele,
este ponto de equilibrio é dito estdvel. A derivada em relagdo & minha derivada avaliada no ponto de

equilibrio de menor que 0.

Note que as perturbagoes devem ser préximas ao ponto de equilibrio pois sé nessa proximidade é que
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posso aproximar minha curva da func¢do f(z) de uma reta tangente e entender se sua curvatura cresce ou

decresce.

Portanto, voltando & equagao logistica, podemos avaliar seus pontos de equilibrio. Descrevemos a

logistica como:
dN (t)
dt

_ N(t)
=N - ) (105)

Vimos que os pontos de equilibrio sao N=0eN =K.

N{(t
Vamos avaliar como é a derivada de dt( (que é nossa f(IV)) nesses pontos de equilibrio. A derivada
dN (t
de % (ou f(IN) — evitarei o t para facilitar a escrita) em relagdo a N é:
df (N) 2rN
=r— 106
N K (106)

Portanto, para o ponto de equilibrio N = 0, substituirei 0 onde houver N:

df (N)

— 107
N ’N:O " (107)
o ) df (N) _ o
Portanto, £ = 0 é um ponto de equilibrio estavel se N =r < 0. Portanto, N = 0 é instavel
N=0
se r > 0.
- df (N 2rK
O outro ponto de equilibrio, N = K, é estavel se f(N) ’ < 0, ou seja, se r — il —r<0,0
dN IN=K K

que implica que este ponto serd estavel se » > 0 e portanto, N = K ¢é instavel se r < 0.

6 Aulas de 11/04, 18/04 e 20/04 e 25/04

6.1 Modelos populacionais com mais espécies: Equagao de Lotka-Volterra

O modelo classico de Lotka-Volterra procura entender como uma populagao de presas e predadores
inferem na dindmica uma da outra. Se considerarmos que presas (vitimas, V') crescem a uma taxa r e
proporcional ao seu tamanho populacional na auséncia de predadores e que a populacao de predadores
(exploradores, F) descresce a uma taxa d também proporcional ao seu tamanho na auséncia de presas,

podemos descrever que essas populacao possuem as seguintes equagoes:

dVv
dE

Se vocé notar, essas equagoes sao totalmente independentes uma da outra, isto é qualquer alteragao
na populagao de presas nao altera a populagao de predadores e qualquer alteragao na populacao de
predadores nao altera a populacao de presas. No entanto, se considerarmos que presas diminuem sua
densidade com a predacao de predadores que as comem e que predadores aumentam sua densidade com a
alimentagdo (comer presas), podemos acoplar essas duas equagoes acima. Consideremos que a predagio
de presas por predadores ocorre proporcionalmente & densidade de presas e predadores (ou seja, VE).

Consideremos que existe uma conversao em pem predadores para cada presa comida (isto é, quanto

a alimentacao/predacdo se converte em novos individuos de predadores). E digamos que existe uma
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remocao de b presas por meio da predagao por cada predador. Podemos entao reescrever as equagoes

acima da seguinte forma:

av

o =TV =V (E®) (110)
W — —aB) + V() (111)

Agora sim as equagoes estao ligadas por meio da interagao de predacao. Essas populagoes passam a
constituir um sistema, ja que alteragoes e perturbagbes em uma populagao interfere também na outra

populacao.

6.2 Modelo de competicao, mutualismos, hospedeiro-parasita

Outras interacGes ocorrem na natureza. Interacoes podem trazer beneficios para ambas as espécies que
interagem (interagao +,+), como no caso de polinizacao em que o polinizador tem o beneficio em adquirir
polen ou néctar e a planta tem o beneficio da reproducgao. Essas interagoes sao chamadas genericamente
de mutualismos.

Interagoes também podem trazer prejuizos para ambas as espécies que interagem (interagdo -,-). Este
é o caso da competicao, por exemplo, por recursos ou alimentos, em que ambas espécies competidoras se
dao pior na presenga da outra espécie por usarem recursos similares.

Assim como no caso de presa-predador, interagdes também podem trazer prejuizo para uma e beneficio
para a outra espécie quando ambas interagem (interagao -,+). Este também o é o caso da interagao entre
parasitas que se beneficiam de seus hospedeiros por conseguirem se reproduzir neles e seus hospedeiros
sao prejudicados com doencas ou menor aptidao em sobreviver com parasitas em seu corpo. Plantas e
herbivoros também funcionam como um tipo de interacao -,+.

Estudaremos aqui alguns exemplos desses tipos de interacoes dados acima:

Interacoes mutualisticas

Interagoes competitivas
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