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Capitulo 1

Propagacao da luz

1.1 Ondas harmonicas
Seja a expresao geral de uma onda harmonica

a(x,t) = cos(kx — wt)
O(P) = kx — wt

(1.1)

(1.2)

onde ¢(P) representa a fase associada a um ponto "P” da onda que se propaga junto com
ela. Para calcular a velocidade de fase dessa onda é s6 calcular a velocidade desse ponto ”P”.
Considerando que a derivada total da fase desse ponto deve ser zero pois a fase do ponto é

invariante temporalmente, podemos calcular

46(P) _ 00(P)dz _ 96(P)

dt oz di P
d¢(P)  dax _

Definindo a velocidade de fase como

e
I
=&

concluimos que
v=w/k k=2r/\ w=21/T

onde A é o comprimento de onda e 1" o seu periodo.

1.1.1 Representacao complexa

A onda em Eq.(1.1) pode ser escrita numa formulacao complexa assim

(e, 1) = R{A(r, 1)
A1) = Aellbr —wl) 4 ) ) ¢i

onde A é a amplitude complexa que inclui o termo de fase ¢,.

3

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)
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Figura 1.1: Onda harmédnica

1.1.1.1 Onda harmonica plana em 3 dimensoes

A expressao da onda no item anterior refere-se ao espaco unidimensional. Em trés dimensoes
deve-se formular assim

ek.f’— wt (1.9)

onde o vetor propagacao k esta indicando a direcao e sentido da onda e 7 e o vetor posicao.
A fase é

¢:E.F—wt:kxx+kyy+kzz—wt (1.10)

dé  d¢dr 9sdy 0o dz

d¢ _0¢de  0pdy 0pdz 111

it ordt Toayar Tasar 0 (1.11)
(1.12)
(1.13)

kyvg + kyvy + kv, —w =0

—

ki =w= 0=

ESl N

=|E&

1.2 Operadores Vetoriais

Utilizaremos bastante os operadores vetoriais

V= %% + 3}% + 2% operador “nabla” (1.14)
0
V¢ = grad¢ = %% + g)g—z + 28—f gradiente (1.15)
. - 0A A A
V.A=divA = 68.; + aayy + aazz divergéncia (1.16)
VxA=rotA= 2 (% 2 rotacional (1.17)
A, A, A,



1.3. VELOCIDADE DE GRUPO Y

1.2.0.2 Operacgoes freqiiéntes

A formulacao vetorial da onda pode facilitar a execusao de algumas operacgoes como ser:

aag, b _ m{aA( Dy _ Qi iwA(z. 1)} (1.18)
a"‘(gr’ D ikA( 1)} (1.19)
< a(w, )b fo/ bz, t)dt 2 R{< Az, t)B(a, 1) >) (1.20)

A dltima desigualdade resulta do fato que o operador "média temporal” é linear mas o
produto nao o é. Para realizar a média temporal de um produto temos entao que voltar as
definicoes

<ab> = <R{AIR{B} >=< AQB [cos(2kz — 2wt + ¢q + @) + cos(p, — dp)] >

= < AQB cos(p, — ¢p) > (1.21)

onde
a(z,t) = R{ASET W)y 4]l (1.22)
bz.t) = R{BelhT—wyr g _ g it (1.23)

Em resumo podemos entao escrever

< alr b(a, 1) >= SR{AB') (1.24)

1.3 Velocidade de grupo

1.3.1 Batimento

Sejam duas ondas harmonicasde igual amplitude mas com freqiiéncia e comprimento de onda
levemente diferentes assim

Alz,t) = aell(E+0k/2)z— @+ 0w/2)t] |, Jil(F - 0k/2)z — @ — dw/2)1]
_ a[ei(ék/2x —ow/2t) y —i(0k/2T — dw/2t) ] ei(%z — wt)

= [2acos(dkx — dwt)] ei(Eﬂ’j —wt) (1.25)

O primeiro fator a direita na Eq.(1.2) representa a amplitude enquanto que o segundo repre-
senta a fase da onda resultante. Ambos termos representam formalmente ondas propagantes,
o que significa que tanto a fase quanto a amplitude desse batimento se propagam. Suas re-
spectivas velocidades calculam-se na forma usual

v=w/k (1.26)
v, = 0w/ok (1.27)
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Figura 1.2: Batimento resultante da soma de duas ondas com freqiiéncias e comprimentos de ondas
pouco diferentes. A velocidade de fase estd indicada como v e a de grupo como vy



1.4. ONDAS ELETROMAGNETICAS 7

Podemos induzir entao que a velocidade da amplitude, que é chamada de ”velocidade de
grupo” calcula-se assim:

v, = li—‘;L (1.28)

1.3.2 Pulso

Vamos generalizar o resultado acima, para o caso de uma distribuicao continua de ondas
descrita pela integral

T+Aw,
Az, t) = / A(w) el(kr —wt) g,
w—Awo
_ w+Aw,
_ ilkr —t) / Alw) JAw[(dk/dw)zr — 1] gA L
w—Awo
para Aw,/w < 1 (1.29)

O fator entre parenteses retos representa a amplitude desse conjunto de ondas (pulso) e,
como no caso anterior, representa uma onda que se propaga com a chamada velocidade de
grupo que esta formalmente indicada na exponencial dentro do termo de amplitude e vale

vy = (dw/dk)z (1.30)

1.4 Ondas eletromagnéticas

1.4.1 Da formulacao integral a formulacao diferencial das equacoes
do eletromagnetismo

As leis basicas do eletromagnetismo na formulacgao integral como aparecem nos textos basicos
de Fisica sao:

e Lei de Gauss

€0 % E.d3i=¢q carga contida (1.31)
Js

e Lei de Gauss para campo magnético

7{ B.d§=0 “carga” magnética contida (1.32)
s

e Lei de Ampere

L d
75 Bl = pofi + 20928 (1.33)
Jo dt
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e Lei de Faraday

junto com as leis complementares

e Lei de Ohm

e Definicoes

(1.34)

(1.35)

(1.36)

Para chegar as Equacoes de Maxwell que necessitamos para formular a equacao de onda para
a luz, podemos partir das leis de Eletromagnetismo na formulagao integral
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dv/"v |

divA S

e

Figura 1.3: Teorema de Gauss

1.4.1.1 Lei de Gauss

Pelo Teorema de Gauss

7([1’11;:/ v.A dv
S 1%

aplicado & Lei de Gauss na formulacao integral em Eq.(1.31) resulta

o 7{ Ed;
S

SU/V.EdU = /pdv
% v

resultando a formulacao diferencial da Lei de Gauss:

Il
S

50V.E =p

(1.39)

(1.40)
(1.41)

onde p é a densidade volumetrica de carga elétrica. Similarmente pode-se chegar a formulacao

V.B=0

para a inducao magnética.

(1.42)
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+
R C
+
dl —>
rot A

N > 2
~S 7

Figura 1.4: Teorema de Stokes

1.4.1.2 Lei de Ampeére

Aplicando o Teorema de Stokes
7{ Adl= /(v x A).d7 (1.43)
c s
a formulacao integral da lei de Ampeére na Eq.(1.44)

Bdl = —
%c Mot + [Logo 5
Y

— — a —
/(v x B).ds = o / .45 + poso— / E.d7
Js Js ot /s

TN . OF |
/(V x B).ds = / [tog + poco——1.d3s
Js Js ot

resulta a formulacao diferencial:

VxB= Mo.;+ Mo%%é (1.44)

1.4.1.3 Lei de Faraday

Seguindo 0o mesmo procedimento com a formulacao integral da lei de Faraday na Eq.(1.45)

e dp
Bal = -208
§B4 = -
U
— 0 —
/S(VXE).dS - fa/sB.ds
U
. OB
/S(VXE).dS = [ 5d5
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resulta a formulacao diferencial

—

VxE=-2B (1.45)

Slo

1.4.2 Equacoes de Maxwell

As equacoes de Maxwell propriamente ditas sao

. 0B
VxE=-—— 1.46
BT (1.46)
- . 9D
VxH=j+"— 1.47
I+ (1.47)
V.B=0 1.48)
V.D = 1.49)
que se complementam com as chamadas equacoes materiais
D=¢cyE+P=c(1+x)E (1.50)
P =eoxE (1.51)
B = po(H+ M) (1.52)
j=0E (1.53)
Vamos nos restringir ao caso em que
p=0 M=0 (1.54)

supondo também que o meio seja isotropico, isto é, o e x independente da direcao de propa-
gacaao. Lembrando a propriedade

VX VxA=-V2A+V(V.A) (1.55)

e aplicando-a a Eq.(1.46) resulta

. 0B
. . o - 0D
V°E+V(V.E) Ho, (7 + 5 ) (1.57)

lembrando que V.(e(1 + X)E) = p = 0 entao a equagao acima se reduz a expressao de uma
onda amortecida

0 E OF q

1 —— — —V’E=0 1.59
fog0(1 + x) o2 + oo 5 (1.59)

Comegando a partir da Eq.(1.47) uma equacao de onda formalmente idéntica pode ser obtida
para H.

0> H OH .

~ _V?H=0 1.60

oz 17 (1.60)

togo(1 + x)
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E interessante comparar as expressoes nas Eqs.(1.59) e (1.60) com a de uma oscilagao
mecanica amortecida

0z Oz
- = 1.61
mat2+’yat+k:r 0 (1.61)

Comparando as Eqgs.(1.61) com as (1.59) e (1.60) concluimos as seguintes relagoes:

termo de inércia: oo(1+x) = m
termo de amortecimento: HoO = v (1.62)
termo de restituicao: —V? = k

1.4.3 Equacao da onda eletromagnética

Para o caso de uma onda harmonica plana en trés dimensoes representada na formulacao
complexa como em Eq.(1.9) encontramos as seguintes relagoes:

8 .
2 = —jw
o1
2, 2 (1.63)
qua aplicadas a Eq.(1.59) resulta em
(K — mozo(1 + x)w? — iwpeo) E = 0 (1.64)

que é a chamada formulacao de Helmholtz para a equacao da onda para o caso de uma onda
harmonica. Como a expressao dentro do parentesis deve se anular para qualquer E, entao
podemos, a apartir dela, achar a expressao para a constante da onda e para o indice de
refracao

w? o
c? o
n* = ﬁ:1+x+iw—60 (1.66)

Das equacoes acima fica claro que o vetor de onda e o indice de reafracao sao quantidades
complexas que podemos, em geral, escrever assim:

k = f+ia (1.67)
n+ ik (1.68)

A expressao da onda do compa eletrico fica entao de seguinte forma

ouseja E = K ¢ QT (BT~ wt) (1.70)

Se os vetores @ e (3 sao paralelos, isso significa que o amortecimento da amplitude ocurre ao
longo da direcao de propagacao da onda e essa onda chama-se "homogénea”. Caso contrario,
¢ uma onda inomogénea.



Capitulo 2

Natureza vectorial da luz

2.1 Equacoes de Maxwell: relacoes vectoriais
Correspondéncias numa onda harmoénica:
L9
V =ik — = —iw
ot

E as equacoes de Maxwell ficam assim:

eV.E = p= ik.E 0
uV.H = 0 ik.H = 0
— o BI:I‘ :> fd — . —
Vxlg = W zﬁx@ = ﬂzwqu
VxH = j+e% ikx H = j—iwek
2.2 Polarizacao
2.2.1 Polarizacao linear
ik.E 0
ik.H = 0
ikx E = iwuﬁ
ikx H = j—iweE
kE = wpH
kH = —(we—i0)E
U
F*(we —io) = wpH?
Y
TR o= g
H we — 1o
i niio condutor: | = | p_ 1
mel1o nao condutor: — = - = —
H £ &
E Ho
acuo: —| = — = 37700
vacu | T | MEO

—_
w
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ik.E 0
ik.H = 0
ikx E = iw,u[:j
ikx H = ,;— iweE

A luz esta polarizada

7] 78]

= E =

2 2 E
=t =

— R

3 3

~— ~—

£ S

5] [2.e

o) o

= =

polarizacao vertical polarizacao horizontal

luz polarizada a 30°
Qual das polarizagoes acima passa (por esse polarizador) e qual nao? Por que?

2.2.2 Polarizacao eliptica

Suponhamos que os eixos principais de uma lamina de retardo estejam alinhados com os
eixos - e y de um sistéma de coordenadas. Suponhamos também que uma luz linearmente
polarizada, com amplitude A, incide normalmente sobre a lamina, com a direcao da polar-
izacao fazendo um angulo 6 com o eixo z. As expressoes das componentes da amplitude ao
longo dos eixos s x e y na saida sao

T = xysin(wt+ @) = x,sinwtcos d + x, coswt sin @ (2.1)
Yy = Y,sinwt
com z, = Acosf and y,= Asinf

onde w é a freqiiéncia da luz e ¢ é o atraso de fase entre ambas componentes (onda répida e
onda lenta) na saida da lamina. Somando os quadrados das expressoes em Eq.(2.1) e (2.2)
e rearranjando os termos resulta

1‘2 2

T
—2+y—2—sin2¢—2—£cosq§:0 (2.4)
t/L‘O yo :Eo yo
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que representa uma elipse rotada, que pode ser transformada numa elipse nao-rotada por
meio de uma rotacao do sistéma de coordenadas. Para isso usamos a matriz de trasnformacao

y | | cosa sina Y (2.5)
x| | —sina cosa x! '

Com as correspondentes transformacoes x — z' e y — ¢/, a Eq.(2.4) transforma-se em

y'” . ' _ , 22y, €08 2 €08 ¢ + (y2 — x2) sin 2« (2.6)
Zz —— T .
b2 a? Y 22y? sin® ¢
com
1 x2y? sin?
= oo SN0 (2.7)

a2 y2cos?a + x2sin® a — 7,4y, sin 2a cos ¢
1 222 sin? ¢
s 070 (2.8)

b2 yZsin® o+ 22 cos? a + .y, sin 2a cos ¢

Fazendo zero o iltimo termo da direita na Eq.(2.6), encontramos o angulo de rotagao o
necessario

TolYo

2 _ 92
o Yo

tan2a = 2

cos ¢ (2.9)

T

para que o novo sistema de coordenadas mostre uma leipse centrada.

./L'IQ 12

Y
St =1 (2.10)

2.3 Vector de Poynting

Uy Uy

Equacoes de Maxwell

q AvxE - .
V x E: = —u%—?# N EVxH = E_‘.:')-I- Esa—f
VxH = j % V.(ExH) = —(uH.2 +cE%) _Fj
O (lep? v LuH?) - Ej
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L o 1 1 L
(ExH) = —=(zeF*+ -uH?*) - Ej
V.(Ex H) 51 (5eE" + guH") — E.j
U
- o1, 1 L
V(ExH)dv+ — [ (zeE*+ -pH*)dV = — | E.jdv
v ot Jv 2 2 v
g e a 1 1 - -
%(ExH).dswr— (zeE? 4 —pH)AV = — [ Ejdv
Js ot Jv 2 2 Jv

FLUXO de POTENCIA: S =FE x H

2.4 Vetor de Poynting e Intensidade

S = ExH
E = Eycos(k.7— wt)
H = Hycos(k.i — wt)
S = Ex H = Ey x Hycos* (k.7 — wt)
média temporal:
- 1 7T 5 - -1 /7T -
<§>= _/ Sdt = E,x HO—/ cos? (K7 — wt)dt
T Jo T Jo
— 1 — —
<S> = §E0 X HO
- 1 - -
<S> = iEU X H[]
. . OH N
Lei de Faraday: V x F = —Hop ik x B =ipwH
5 R > 1 - 1 - =
< S >= —E()XHO = —EOX —(k}XEo)
2 2 W
Teorema: @ x (bx @) = (a.0)b— (a.b)¢
U
Eg X (k X Eo) = (E()Eo)k} — ( O.k)Eg
U
. 1, o = k
<S> = -(Fy.Ey)—
2( ‘ U)wu
I=|<8>=1e|By 2| 5] v
. . o [
densidade de energia de um campo elétrico constante: wg = EEE
1

densidade de energia de um campo magnético constante: wy = §/LH2
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I=|<§>=LE2|E| o
E
Wy = 1%5E222> ‘ﬁ‘:\/g = we _£B2 _ep_q
wy = spH meio nao condutor wa - pH e
1 1 k
I= (ngﬂL ZMHS) | & | v
2.5 Angulo de Brewster
1 I
It | :
10
0
|
|
|
|
Il '
8"
angulo de incidéncia: 6 reflexao: ¢’ refragao: 6"
0 +60" = /2
sin fp
= n
sin 0"
sinf”" = sin(g —#') = sin g cos ' — cos g sinf = cosf' = cosfp
angulo de Brewster: % =tanflg =n
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2.5.1 Energia

Calcule a amplitude do campo elétrico da onda de luz nos seguintes casos:

1. Uma lampada de 1000W a 1metro

2,2
2. Um laser de He-Ne (A=0.633nm) de 1mW, de forma gaussiana (tipo e~ /To) com
um raio r, = 0.5mm, em r=0.

3. Uma onda luminosa harmonica e plana se propagando no ar, com uma intensidade de
10mW /em?.



Capitulo 3

Interferencia e Coeréncia

A pureza espectral ou grau de monocromaticidade da luz, indica o quanto ela esta proxima
da condicao ideal de uma onda harmonica pura, e pode ser medido usando um espectrometro.
Ja a coeréncia, que esta relacionada com o comprimento dos trens de onda que formam a
radiacao luminosa sob estudo, determina a capacidade de produzir franjas de interferéncia
e, conseqilentemente, deve ser medida em experimentos de interferéncia. Esses conceitos
de pureza espectral por um lado, e coeréncia por outro, aparentemente tao distintos, estao
estreitamente relacionados fisica e matematicamente. Veremos que, se conhecendo um deles,
podemos calcular o outro.

3.1 Interferéncia

Analisaremos a interferéncia da luz, em termos mateméaticos primeiro, e depois a partir de
dois arranjos experimentais classicos: o experimento das fendas de Young, e o interferometro
de Michelson. Este ultimo sera extensivamente utilizado para estudar o efeito Doppler e
sobretudo para estudar a coeréncia da luz.

3.1.1 Formalismo matematico

Seja uma onda €(7, t), formada pela soma das duas ondas harmonicas de freqiiéncias angu-
lares wy e wy e vetores de propagacao k1 e k2 respectivamente

E(Ft) = @ (Ft)+e(F 1)
e (rt) = Ey COS(EI.F— wit + ¢1) = %{gl(_’; t)}
&(7t) = Eycos(ky. 7 — wt + ¢o) = R{E(7, 1)}

onde

&i(F,t) = E; (125(7) ¢t O, (F) = k;.7+¢;  E;=éE,

R{ } representa a “parte real”, 7" é o vetor de posi¢ao e é; é o vetor unitdrio no eixo 7. A
intensidade resultante é:

I = |<8>|x<| & P>=<| & (F 1)+ &7 t) °>

19
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Figura 3.1: Figura de interferéncia produzida Figura 3.2: Figura de interferéncia produzida
por um cristal de miobato de litio com o eizo  por um cristal de niobato de litio com o eizo per-
optico no plano da figura, observado com luz pendicular ao plano da figura, observado com luz
branca convergente, entre polarizadores cruza-  branca convergente, entre polarizadores cruza-
dos dos

No que segue convencionaremos trocar o sinal de “proporcionalidade” pelo de “igualdade”,
ficando entao a expressao da intensidade na forma

I = <|er(Ft) |2+ | ea(7t) | 426, (7, 1).8(F 1) >
1 1
sendo Il = <| 61(77, t) ‘2>: 5 | E1 |2 12 :<| 62(77, t) ‘2>: 5 | E2 ‘2
e 2< (7 1).6(F 1) > = < Ej.Eylcos(® + By — (w4 wa)t) + cos(By — By — (wy — wy)t)] >

onde o simbolo “< >” representa a média temporal’.

Para o caso de um detector com resposta maior que w; — w9 € muito menor que w; + ws,
o primeiro termo a direita da igualdade nao serd detectado dando um sinal nulo, resultando
entao:

1 - =
< gl(F, t)gQ(F, t) >= EEl.EQ < COS(‘Pl — dy — (w1 — L(JQ)t) > (31)

onde F; 5 sao constantes. Para o caso que w; = ws, a expressao da intensidade fica

I =14 I+ é1.65 2/ [ Iy cos (k.7 — ko. 7+ ¢y — o) (3.2)

que é a expressao mais conhecida para descrever a interferéncia de duas ondas.
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Figura 3.3: Ezperimento de interferéncia das duas fendas de Young

3.1.2 Fendas de Young

Utilizando a Eq.(3.2) para descrever a formacao de franjas de interferéncia no experimento
das fendas de Young, esquematizado na Fig.3.3, podemos supor que, por razoes de simetria,
as duas ondas tém a mesma fase nas fendas, mas ao chegar no ponto A a diferenca de fase
entre elas corresponde a diferenca de caminho D sin «;, ou seja:

27D sin «

¢1—¢2+(E1—EQ)-F: \

o que substituido na Eq.(3.2) resulta em

I =1+ 1)+ é.65 24/ I, cos(2r D sin a/ \)

dando origem a franjas brilhantes nas posi¢oes onde sinaw = NA/D e franjas escuras onde
sina = (2N + 1)A/(2D), onde N ¢é um numero inteiro. Note-se que o vetor 7 representa
a posicao de observacao que pode ser arbitrariamente escolhida como sendo o centro de
coordenadas sendo entao 7= 0.
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Figura 3.4: Interferéncia numa lamina de faces paralelas

3.1.3 Interferéncia numa lamina de faces paralelas

A Fig.3.4 mostra esquematicamente um experimento onde a onda luminosa refletida na
primeira interface (ar-vidro) interfere com a onda refletida na segunda interface (vidro-ar).
Mostre que para o caso do angulo de incidencia ser muito pequeno (« < 1), a espessura da
lamina D pode ser calculada assim [?]:

An
D=—"" (3.3)

2 2

a5 — of
onde n é o indice de refragao do vidro e A é o comprimento de onda da luz (suposta coerénte).
O angulo a4 é o angulo de incidéncia do feixe onde pode-se ver um minimo de interferéncia.
O angulo «y corresponde ao préoximo minimo de interferéncia. Num experimento realizado

em aula, foram obtidos os seguintes dados:

e a lamina utilizada foi um porta objeto de microscopio com espessura aproximada de
Imm

Y

e iluminacao com um laser de He-Ne de A\ = 0.6328m,

e posicao angular da lamina para incidencia normal («a = 0): 3°41"' + 1/,

INa verdade a onda luminosa é uma funcao aleatéria e ela, assim como as quantidades derivadas dela
(intensidade, por exemplo) devem ser descritas pelas suas “esperancas matemdticas” e nao pelas “médias
temporais” indicadas pelo simbolo “<  >” [?]. A relacdo entre “esperanca matemética” e “média temporal”
(mais facil de calcular) é bastante complicada e assunto especializado da matemaética dos processos aleatérios.
Nés adotaremos um critério simples: se o processo (fungdo temporal) aleatdrio é estaciondrio (o que significa
que suas propriedades estatisticas ndo dependem do tempo) sua esperanca matemadtica e sua média temporal
sao equivalentes [?, 7].
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e posi¢ao angular da lamina para uma franja escura: 2°58',

posicao angular da lamina para a franja escura seguinte: 1°48'

indice de refracao estimado para o vidro: 1.50 £ 0.005.

Com os dados acima calcule a espessura da lamina e estime a precisao dessa espessura.
Resposta: D = 1.02bmm e AD/D =~ 3% devido bdsicamente aos erros de medida dos

angulos.

3.1.4 Interferometro de Michelson

[

Al
i 15 tu

|2 '
cER ; ;DIHISDR

» '_d"' »

-p"# ---------- » H

I\ EeprLHO
Ezxt+t) **Ei(t) Fl
0

DETECTOR

Figura 3.5: Interferometro de Michelson.

Neste caso interferem duas ondas, uma que se reflete no espelho E1 e percorre uma
distancia 2[; e a outra que se reflete no espelho E2 e percorre uma distancia 2l como indicado
na Fig.3.5. Ambas provém da mesma onda inicial que é dividida no “beam-splitter” (divisor)

quando deslocamos o espelho E2 de uma distancia Al. O problema pode ser analisado de
duas formas:

Analisamos a expressao da intensidade da luz (vide Eq.(3.2) com 7 = 0) no estado inicial
e no final quando o espelho F5 desloca-se uma distancia Al. Verificamos a variacao na fase
ocorrida entre esses dois estados e sabendo que cada 27 radianos representa uma franja,
podemos calcular o que queremos, assim:

(01 — D2)final — (P1 — P2)iniciar 2 Al

nimero de franjas: =
2m A

3.2 Coeréncia e Espectro de Poténcia

A coeréncia e a pureza espectral da luz estao diretamente relacionadas entre elas e o carater
aleatorio das ondas de luz é fundamental para se compreender estes conceitos. Veremos



24 CAPITULO 3. INTERFERENCIA E COERENCIA
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Figura 3.6: Sucessao de pulsos emitidos por uma fonte incoerénte

que as idéias de “coeréncia” e de “espectro de poténcia” nao tém sentido em termos de
pulsos isolados e que se aplicam apenas as sucessoes de pulsos que formam ondas ditas
“estacinarias”.

3.2.1 Introducao

As diferentes fontes de luz (lampadas incandescentes, lampadas de descarga de gases, arco
elétrico, lasers, etc.) emitem trens de ondas ou “pulsos” com determinadas carateristicas
médias (freqiiéncia, amplitude, etc.) incluindo o comprimento do pulso. Os dtomos contidos
na “lampada” sao excitados de alguma maneira e por isso algum elétron no atomo passa para
um nivel energético maior. A decaer ele emite um foton com a energia correspondente a da
diferenca entre o nivel excitado e o de repouso aonde o elétron cai no final do processo. Entre
um pulso e o seguinte tudo fica mais ou menos igual exceto sua fase, que varia aleatoriamente
devido a estar associada aos diferentes instantes em que cada pulso é emitido. Isto se repete
continuadamente dando uma sucessao de pulsos com as caracteristicas médias determinadas
pelo processo de decaimento mas sem nenhuma relacao de fase entre eles como ilustrado na
Fig.3.6

Em lampadas de gas de alta pressao, a densidade de dtomos é muito grande e por isso o
numero de colisoes entre os atomos aumenta muito. Conseqiiéntemente o processo de decai-
mento pode ser interrompido mais rapidamente que se ocorresse sem colisoes. O resultado
sao pulsos mais curtos ainda que com a mesma freqgiiéncia (cor) média, dada pela diferencga
de niveis energéticos no atomo, que nao muda pelas colisoes, obviamente. O caso de radiacao
laser é bastante diferente: Por causa de um mecanismo especial, o decaimento de um atomo
fica sendo “estimulado” ou “iniciado” pelo pulso emitido pelo seu atomo vizinho e isso faz
que exista uma “sintonia” de fase entre ambos os pulsos (o estimulante e o estimulado). O
resultado disso é uma sucessao de pulsos todos em fase uns com os outros. E como se os
pulsos sucessivos estivessem “emendados” sem discontinuidade de fase como ilustrado na
Fig.3.7.

Em algum momento essa sintonia ¢ interrompida e tudo recomeca. Por causa desta sin-
tonia os lasers podem emitir pulso de centimetros, metros ou kilémetros enquanto que as
fontes ditas “incoeréntes” emitem pulsos de micrometros ou milimetros como maximo. O
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Figura 3.7: Sucessao de pulsos sincronizados emitidos por uma fonte laser, dita coerénte

comprimento dos pulsos é uma variavel fundamental nos fenémenos de interferéncia da luz.
Num experimento de interferéncia sempre estamos superpondo dois raios de luz provenientes
da mesma fonte mas percorrendo caminhos um pouco diferentes ou superpondo dois feixes
provenientes de um mesmo feixe que foi dividido em dois por um “beam-splitter”. O resul-
tado é sempre a superposicao de dois feixes um atrasado em relacao ao outro, como ilustrado
na Fig.3.8.

Ao superpormos esses dois feixes atrasados, ha uma regiao onde se superoem apenas
um pulso com ele mesmo (atrasado) (marcada como “constante” na figura) e outra onde
se superpoem um pulso com o seu vizinho e que estd marcada como “variavel”. Como a
relacao enter pulsos sucessivos é aleatdria, aleatoria é tambem a relacao de fase na super-
posicao nessa regiao. Essa variacao rapida de fase nao permite visualizar a interferéncia
desses feixes pois 0s nossos instrumentos de observacao sao muito mais lentos. Na regiao
marcada como “constante” em cambio, a posicao espacial das franjas de interferéencia nao
muda pois a diferénca de fase entre os pulsos em questao é sempre a mesma (verifique isso
qualitativamente na figura). As franjas de interferéncia observadas sao apenas originadas
nessas regioes. A medida que vamos aumentando a diferénca de caminho entre os dois feixes
no experimento de interferéncia, a percentagem de luz que contribui efetivamente a visual-
izacao das franjas dimimui e o contraste dessas franjas diminui também por conta do fundo
de luz que nao contribui a formacao das franjas e que esta aumentando. Quando a diferenca
de caminho é da ordem do comprimento dos pulsos, nao veremos mais franjas.

3.2.2 Coeréncia

O termo de interferéncia na Eq.(3.1) pode ser também escrito em funcao da formulagao
complexa assim:

< @(t).a(t) >=R{< & (t).E:(t) >}

e a intensidade resultante tera entao a seguinte formulacao:

IT=1 +1,+¢é.65 2 S\R{< gl(F, t)gg(F, t) >}
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I —|
| constante‘

amplitude (ua)

Figura 3.8: Superposicao de dois feixes (formados por pulsos) mutuamente defasados. Na
regiao indicada por “constante” a diferenca de fase entre os dois pulsos que se puperpoem é
constante sempre pois se trata sempre do mesmo pulso. Na regiao indicada por *
diferenca de fase é sempre distinta para cada vaez, pois se trata sempre de 2 pulsos diferentes.

‘variavel” a

No caso do interferometro de Michelson, as duas ondas que estao interferindo sao as mesmas,
uma atrasada em relacao a outra, de forma que a expressao acima pode ser escrita

I =1+ Iy + é1.65 2R{D(r)} (3.4)
D(r) =< & W)EL(t+7) > (3.5)

onde I'(7) é a funcao de correlacao (auto-correlacao para o caso de & (t)e & serem
a mesma onda, mesmo que com amplitudes diferentes) e 7 é o atraso entre as duas ondas
(1 = 2Al/c). A Eq.(3.4) mostra claramente que o interferémetro de Michelson é um “cor-
relémetro” ; isto ¢, um medidor de funcao de auto-correlacao. Definido o “grau de coeréncia”
da luz como

a expressao da intensidade fica

I = Il + IQ + él.éz 2\/[1]2%{’}/(7')} (36)

A fungao y(7) é complexa e periddica em 7 (de fato ela corresponde ao coseno da expressao
na Eq.(3.2), e os valores maximos e minimos para a intensidade (as franjas) correspondem
a0s €asos

Iy =1 + Iy + é1.69 24/ 1 1y | y(7) |

Ly=T+1I — é1.65 2/ Iy | (1) |

:IM_Im :é é 2\/[1[2")/(7')‘
Iy +1, % I+

(3.7)
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O parametro V ¢ a chamada “visibilidade” das franjas e é claro que ela depende de | y(7) |
sendo:

maxima para | y(7) | = 1 luz totalmente coerente
zero para | y(7) | = 0 luz incoerente
intermedidria para | y(7) | < 1 luz parcialmente coerente

E interessante destacar que, ao escrever a expressao de I'(7) na Eq.(3.5), estamos implici-
tamente supondo que ela nao depende do instante ¢ em que o calculo (ou a medida) é feito:
isso significa admitir o cardter estacionério da £(t). Ou seja que, para definir sua fungao de
auto-correlacao, a funcao envolvida deve ser necessariamente estacionaria.

3.2.2.1 Tempo de coeréncia e comprimento de coeréncia

Vamos calcular a expressao de (7) para um modelo simplificado de luz. Seja uma luz do
tipo [7]
E(t) = B, e~ Wt 09(8) o< g(t) < 2r (3.8)

onde ¢(t) assume aleatoriamente e com igual probabilidade quaisquer valores dentro do
intervalo [0,27], ficando constante por um tempo 7,, como ilustrado na Fig.3.9.

D
tempo
T
o 2T, 3T 4T, 5T, 6To
Dit+1)
| Db
Tl & e S
lernpo
0 TO 21:0 31:0 41:0 51:0 61:0

Figura 3.9: Grdfico superior: Evolugao da fase para o modelo de luz descrito na Eq.(3.8). Grdfico
inferior: superposicao de ¢(t) com ¢(t + 1) (levemente deslocada na vertical para facilitar a visu-
alizagao) .
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Para calcular o grau de coeréncia complexo

(r) = = g(t)ng) > _ wr _ i(g(t) — bt +T) o
< 2>
o B =St +T) o fim L [ o—il0() = bt +7) gy

t—oo T 0

Ao formular a média temporal acima estamos supondo, como indicado na sec.3.1, que esta-
mos tratando com uma onda estacionaria. Para isso vamos considerar nao apenas um pulso,
mas uma sucessao deles, cujo conjunto constitui a onda estaciondria em questao. Para cal-
cular a integral acima podemos supor que 7" inclui um nimero inteiro de intervalos 7, e fazer
entao o calculo

e i) —ot+T) o — L [T i) gt T) gy s

T, J0
< %/Ta eii(qs(t) o ¢(t + 7—) dt >

Considerando (vide a Fig.3.9) que no intervalo [0,7, — 7| a diferenca de fase é sempre zero, e
que no outro intervalo [1, — T, 7,| ela é aleatdria (resultando numa integral nula), o resultado
sera

1) = UTAC) (3.9)
To
-
()= A) (3.10)
Onde “A” é a funcao “triangulo”

Az) = 1+x para —1<x>0 (3.11)

= 1l—2 para 0 <z >1 (3.12)

= 0 para |z |>1 (3.13)

Fica evidente que 7, representa o comprimento (em termos temporais) da coeréncia da luz.
Para tempos maiores que ele, o termo de interferéncia desaparece e a soma ¢é incoerente.
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Figura 3.10: Parte real do grau de coeréncia complexo para
o modelo de luz da Fig.3.9
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A figura mostra R{vy(7)}, que
representa o termo de inter-
feréncia, ficando evidente a pre-
senca de maximos e minimos
na intensidade da luz, ou seja,
mostra as franjas de interferéncia
com freqiiéncia angular w, cuja
visibilidade vai diminuindo a me-
dida que aumenta 7, até 7 = 7,, a
partir de onde fica constante em
7ero.
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Capitulo 4
Difracao

Estudaremos a difracao da luz utilizando o formalismo classico para o cédlculo da difracao
como é apresentado no textos de Optica [?].

4.1 Introducao

O primeiro registro do fenomeno da difracao apareceu num trabalho de Leonardo da Vinci
(1452-1519), mas a descri¢ao rigorosa so apareceu num livro (1665) de Grimaldi. Na época
dominava amplamente a teoria copuscular que nao podia explicar a difracao. O primeiro
a propor uma teoria ondulatoria foi Huygens, em 1678, que aparentemente desconhecia o
trabalho de Grimaldi. Em 1818 Fresnel publicou um trabalho mostrando que a difracao
poderia ser explicada com a construcao de Huygens para a propagacao da luz, junto com
o principio de interferencia das ondas. Em 1882 Kirchhoff colocou o assunto sobre bases
maatematicas mais solidas e desde entao o assunto foi evoluindo permenentemente.

4.2 Formalismo classico

4.2.1 Principio de Huygens-Fresnel

4.2.2 Difracao por uma fenda

Antes de nos aprofundar num formalismo matematico mais complexo vamos estudar a
difracao com a abordagem ondulatéria mais simples. Vamos supor uma onda luminosa
plana de amplitude Ej incidindo perpendicularmente no plano da fenda. Queremos calcular
a amplitude das ondas que chegam ao ponto P no anteparo, vindas da fenda. Para isso vamos
decompor a fenda em pequenos segmentos de comprimento a (o da fenda) e de largura dz,
suficentemente pequena para poder supor que a amplitude é uniforme em cada segmento.
Somamos todos os segmentos para dar a amplitude total. Calculemos primeiro a amplitude
dF, que chega ao ponto P no anteparo, vinda do segmento na posicao x medida apartir do
centro da fenda como indicado na Fig.4.2:

Eyad:
dE, = 22 Tr sin(kr — wt + kA) (4.1)
onde A=uzxsinf e r>0b (4.2)

31
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Segundo Huygens, cada ponto de uma frente de
onda pode ser considerado, por sua vez, como
um centro gerador de uma onda esférica (secun-
daria) centrada nele. A frente de onda principal
num tempo posterior esta determinada pela envol-
vente, num dado instante, da todas essas ondas
secundarias. onda. As amplitudes e fases dessas
ondas secundarias teriam que ter determonadas
propriedades matematicas para descrever correta-
mente o fenomeno e fazer com que, por exemplo,
a onda se propagasse para frente e nao para tras.

Figura 4.1: Teoria de huygens para a propagacao da luz

onde A é a diferenca de caminho em relacao ao centro da fenda. A expressao simétrica a
mesma distancia x mas para acima é

dE,- = E;(:r sin(kr — wt — kA) (4.3)

e a soma dos dois fica
dE = dE, + dE, = Eoi% sin(kr — wt) cos(kA) (4.4)
porque sina + sin § = 2sin a ;— b cos & ; b (4.5)

Para calcular a contribuigao da fenda toda, sobre o ponto P, integramos de 0 até b/2 assim

w=b/2 2F b/2
E = / dE = T 0 sin(kr — wt)/ cos(kx sin f)dx (4.6)
=0 T 0
: : /2 : :
2F, . sin(kx sin 0) ’ 2F, . sin(k(b/2) sin 6)
. sin(kr — wt) [ P L . sin(kr — wt) sin 0 (4.7)
Ey . sin(k(b/2) sin 6)
E = —sin(kr —wt 4.
r sin(kr = wt) k(b/2) sin (48)

Para calcularmos a intensidade correspondente a essa amplitude, devemos calcular a média
temporal do mdédulo quadrado dessa amplitude assim

1(0) =< | B >= (%) (Si”;é“b(/bz/ )222;9)> < sin’(kr — wt) > (4.9)
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fenda

anteparo

bl‘

A= X sin{0)

vy
[

antep

Figura 4.2: Difracao por uma fenda de largura b e comprimento infinito, observado num anteparo
a uma distancia muito grande.

sabendo que < sin®*(kr — wt) >=1/2 concluimos que (4.10)

oo (YL

Podemos escrever o resultado acima de forma simplificada chamando ® = kbsinf, que
representa a diferenca de fase dos dois raios saindo dos extremos da fenda, e substituindo na
férmula acima

(4.11)

sin @ /2 ?
1(0) =1(0 4.12
=10 (5707 ) (112)
. sin®/2
lembrando que })13% 52 (4.13)

4.2.3 Fenda dupla

Para o caso das duas fendas ilustradas na Fig.4.3 o procedimento é similar excepto que x
¢ medida apartir do centro de simetria das duas fendas e a integracao deve estar de acordo
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A= X sin{0)

)
(]

antepgr

Figura 4.3: Difracao por duas fendas de largura b e comprimento infinito, separadas de uma
distancia L e observada num anteparo a uma distancia muito grande.

com este novo esquema. Partindo da Eq.(4.6)

25, 2=L/2+b/2
E = “sin(kr — wt) / cos(kz sin f)dx (4.14)
br =L/2—b/2
o8, L/2+b/2
= sin(kr — wt) lwl (4.15)
br ksin 6 L2 b9
E i L/2 2) si — si L/2—b/2)si
_ —Usin(kr—wt)sm(k( /2 +b/2)sin ) s'ln(k( /2 —b/2)sin0) (4.16)
r k(b/2)sin®
E sin(k(b/2) sin 6
E = 2Z0 (ke — wt)2 cos(h(1/2) sin o) S/ sin f) (4.17)

2r k(b/2)sin @

Com o mesmo raciocinio desenvolvido para a fenda tnica, calculamos agora a intensidade

total como
' sin(k(b/2) sin 6 ?
1(0) = 21(0)2 cos®(k(L/2) sin 6 4.18
) = 2102002 (1(1/2) sin) (T (418
sabendo que 2cos’a = 1+ cos2a que substituimos acima, resulta (4.19)

1(0) = 21(0) (S”;((’Z%/)?iii; 9) [1 + cos(kL sin )] (4.20)
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I1(0) = 21(0) (Si;c/l;/Q)Q 1+ cos(kLsinf)] onde @ = kbsind (4.21)

(4.22)

Note que o termo entre parentéses retos representa a difracao por duas fendas infinitamente
finas (Experimento das Fendas de Young) separadas de uma distancia L enquanto que o
primeiro termo representa a difracdo por uma fenda larga (largura b). Assim o resultado
pode ser interpretado como sendo a difracao de duas fendas finas, modulada pela difracao
da largura real de cada uma delas.

4.2.3.1 Outra forma

Podemos chegar ao resultado na Eq.(4.21) de uma outra forma, escrevendo a amplitude total
no ponto P como

A=a+ae (4.23)
d =kLsind (4.24)
sendo que ¢ é a diferenca de fase entre as ondas chegando ao ponto P a partir de cada uma

das duas fendas e a é a amplitude (complexa) de cada uma das fendas. A intensidade total
serd entao

|AP=AA =[a (1+ )1+ e 0)=2]a?(1+cosd) (4.25)

Substituindo o valor de a acima pela expressao calculada para uma unica fenda temos a
expressao final

[ =1(0)2 (Singb(%fi;i; 9)> (1 + cos kL sin 0) (4.26)

4.2.4 Multiplas fendas: Rede de difracao

Para o caso de um numero grande de fendas, igualmente espacadas. podemos escrever a
amplitude total resultante como

: : : : 1 NG
At = a(l+ e 4 120 4 (N -1)8 aﬁ (4.27)
— e
d=2nLsinf/\ = kLsinf (4.28)

onde L é a separacao entre as fendas (periodo espacial) e 6 é o angulo de observagao, como
indicados na Fig.fig-diffend2. Para calcular a intensidade, multiplicamos a expressao acima
pela sua complexa conjugada

| _ NS | _ ,~iN§

10 2 2 _ 2

Ix| Ae”™ ["=A"=a PR Ba— (4.29)
1 —cosN§

[ xa®—— 4.30

T ose (4:30)

e substituindo 1 — cosa = 2sin?(a/2) resulta (4.31)
m?(NG§/2

oo A2 = 25 (NO/2) (4.39)

sin®(6/2)
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Pifragdo por um conjunto de N=2,3,10 fendas

4, 9 400
! ﬁ o
o
%3 300
= &
o
L z00
-
b
e 3
B 1 100
H
-0,z ~0.1 0 0.1 0.z

g2in 8 (rad)

Figura 4.4: Difracio de uma rede (ua) en funcdio de sin@ (rad) para uma rede de N=2,3 e 20
fendas iguais e igualmente espagadas com periodo L=10um

Substituindo o valor de a pela sua expressao calculada para uma unica fenda

a2 = I(0) (Sin]fé(/bg/ )2 iiiigg)) (4.33)

resulta

(4.34)

sin(k(b/2) sin 9))2 sin?(Nk(L/2) sin )

TocAT=1(0) ( k(b/2)sin 6 sin®(k(L/2) sin 0)
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4.3 Problemas

4.4 Difracao

3

(sempre em unidades arbitrarias), por duas
fendas retangulares infinitamente finas e sep-
aradas de uma distancia a, em funcao do
angulo em radianos. A segunda figura da
a mesma informacao, mas para trés fendas,
também infinitamente finas e com o mesmo
espacamento a entre as fendas. A terceira
5 figura mostra a difracao de uma tnica fenda
de largura igual a a/2. A quarta e ultima

§ figura mostra a superposicao das figuras se-
gunda e terceira.
i)

De cima para baixo: a primeira figura mostra
um grafico da intensidade da luz difratada
i)

e Como seria o grafico mostrando a
difracao de 3 fendas de largura a/2 e
igualmente separadas de uma distancia
a (centro-a-centro) I' Guarde as pro-

porcoes.

e Alguma das franjas de difracao seria
mais intensa que as outrasl’ Quall’

e Algumas das franjas desapareceriaml’
Quaisl’

e Quanto vale a em termos do compri-
mento de onda A da luz difratadal’
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Capitulo 5

Relatividade Especial[?]

5.1 Cinematica classica

Figura 5.1: Sistemas referenciais inerciais, sendo S o da esquerda, em repouso e¢ S’ o da
direita se afastando com velocidade V' em relacao a S ao longo do eizxo x.

Um ponto P com coordenadas (z,y,2,t) no sistema referencial inercial S tem coordenadas
(z’,y’,2’,t") no sistema S’. As coordenadas de um evento em um sistema estao relacionadas
com as coordenadas no outro, pelas Transformacoes de Galileu:

=Vt r=a+Vt
y' = y=y
0z =2 z=2z (5.1)
t =t t=t
=7Vt F=r+Vt
com
F=it+jy+kz (5.2)

A soma de velocidades resulta ser

dF  drl -
T_T V

dr _ dr! 5.4
@ oar (5-4)

e a aceleracao fica invariante

41



42 CAPITULO 5. RELATIVIDADE ESPECIAL|?]

Az
de2 — di?

O enunciado da Relatividade Cldssica fica assim:

a—=

(5.5)

‘As leis da natureza sao iguais em todos os sistemas de referéncia inerciais‘

5.2 Experimento de Michelson-Morley

O
= =]
+ F
L . -
i L ]
¥ s -H g
. ol -1
raio de Uz e Y ]
B3 * =
| . > i
—_—
L
'lr'|r

Figura 5.2: Interferometro de Michelson: BS semiespelho, C' e B espelhos fizos.

Trata-se de um experimento de interferometria (cujo resultado final foi anunciado em
1887) que se destinava a medir a velocidade da luz que na época acreditava-se se propagar
num “éter” que preencheria o espaco todo. Seja V' a velocidade (conhecida ja na época) com
que a Terra se propaga no Espaco e seja ¢ a velocidade da luz no “éter”. Pela cinematica
classica, a velocidade resultante da luz na direcao do movimento da Terra, na direcao oposta
e na direcao perpendicular (Fig.5.3) seriam, respectivamente,

c—V, c+V e Ve2-V? (5.6)

e os tempos para um feixe de luz percorrer ABA e ACA seriam respectivamente

oL L _ 2L 67
ABATL YV T eV T 1V '
2L/c
/ # tana (5.8)

tach = ——
V1 —=V2/c?

Os calculos acima mostram que ambos os tempos deveriam ser diferentes mas nunca se
observou diferenca algumal!
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V v —

A B C

Figura 5.3: Velocidade total da luz calculada na direcdo do movimento da Terra (A), na
dire¢do oposta a do movimento da Terra (B) e na dire¢ao perpendicular ¢ do movimento da

Terra (C)

5.2.1 Contracao de Fitzgerald

Frente ao resultado surpreendente do experimento de Michelson-Morley (M-M), pensou-se
numa solucao: Um objeto ao se mover numa dire¢ao no “éter” (ainda o éter !!) devia sofrer
uma contracao (na dire¢cao do movimento) assim:

L= L\/1-V2?/¢ (5.9)

pelo que o tempo taga, no experimento de M-M, seriam agora

2ALy1-V2/))e  ar/c (5.10)

t = =
ABA 1—V?2/e? 1-Vv2/c?

enquanto que o outro braco do interferometro nao sofreria contracao nenhuma e continuaria
tendo o valor indicado em Eq.(5.8), sendo assim typy = taca como indicado pelo experi-
mento.

5.3 Relatividade Especial

A teoria de contracao de Fitzgerald nao se mostrou consistente e resultou ser insustentavel.
Uma formulacao mais geral para explicar os resultados do experimento de M-M, foi elaborada
mais tarde por Einstein, que estabeleceu os seguintes postulados:

1. As equacgoes da Fisica sao as mesmas em todos os referenciais inerciais.
2. A velocidade da luz é a mesma em todos os referenciais inerciais.

Uma conseqiiéncia direta destes postulados foi que

4

0 espaco e o tempo nao sao absolutos mas relativos
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t
boprge.. 72
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e
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Figura 5.4: Sincronizagao de relégios num mesmo referencial

5.3.1 Relatividade do tempo

Em decorréncia dos postulados de Einstein foi necessario definir de forma precisa a nocao
de “tempo”. Isso envolvia o problema de como se comparar tempos medidos em diferentes
sistemas inerciais, ou, dito de outra forma, como sincronizar rélogios em diferentes sistemas
inerciais. Como se pode sincronizar 2 relégios colocados em dois pontos distantes P e () I’
Para isso vamos utilizar a ferramenta mais adequada a mao: a luz, que pelos postulados de
Einstein, tem a mesma velocidade en todos os sistemas inerciais. Vamos mandar um raio de
luz de P para @) que vai ser refletido e re-enviado a P. O experimento esta esquematizado
na Fig.5.4. O evento 2P que é simultaneo com 2Q ocorre no tempo calculado assim

PQ = L= (tQQ - tlp)Ul == (t3p - tQQ)UQ (511)
U

l3pva + t1pvy
t = == - - tho =1 5.12
2P v T Uy 2Q 2P ( )

No caso particular v; = vy temos

tsp +t

t2p = % — tQQ (513)

Mas o que acontece agora se os pontos P e () estao em referenciais inerciais diferentes,
se afastando um em relagao ao outro ao longo do eixo x — z' como indicado na Fig.5.5I" Na
Fig.5.6 o ponto @ fixo ao referencial S” “vé” o ponto P no referencial S se afastar para a
esquerda. O ponto () envia um raio para P, no instante tg; (medido no relégio de @) que
atinge o ponto P no instante tps (agora medido no relégio de P) que é refletido de volta e
chega ao ponto ) no instante tg3 (no relégio de (). O instante tqo se calcula a partir dos
tempos tq1 e tg3, medidos no ponto )

_tgs Hitog

tor = 2 (5.14)
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v S g
—_—/

i !

0 o '

Figura 5.5: Referencial S’ se afastando do referencial S

Figura 5.6: Sincronizacao de relogios desde o referencial S’

O

Figura 5.7: Sincronizacao de relogios no referencial S
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que por definicao deve ser simultaneo com o tpy; medido em P:

tQQ :tpg. (515)

Ou seja, o evento P2 no referencial S que se move em relacao ao S’ é simultaneo com o
evento Q2 medido neste tultimo. A linha tracejada na Fig.5.6 representa os eventos, em
outros referencials em movimento em relacao ao S’, que sao simultaneos com o evento Q2
medido neste referencial.

Vejamos ahora o mesmo experimento visto no referencial S em repouso que “vé” o ref-
erencial S’ se afastar para a direita como indicado na Fig.5.7. Neste caso, o calculo anterior
que conduz ao valor tgy continua sendo obviamente o mesmo:

tgs + tor

; (5.16)

tQQ —
o que significa que, visto de () em movimento para a direita, P2 e )2 sao simultaneos. Mas
visto de P em repouso,

tpg - tQ4 7£ tQQ (517)

ou seja, P2 é simultaneo com Q4 e nao com ()2. A linha tracejada na Fig.5.7 representa os
eventos simultaneos (curva isotempo) com Q2 medidos em um referencial S’ em movimento
e a linha pontilhada representa os eventos simultaneos (curva isotempo) com P2, medidos
num referencial fixo S. Os isotempos em um e outro referencial sao diferentes.

5.3.2 Conclusoes

O experimento de Michelson-Morley levou primeiro a idéia de que o espaco teria que se
contrair num referencial em movimento: a contracao de Fitzgerald. Essa idéia veio depois
a ser substituida pelo postulado da constancia universal (em todos os referenciais inerciais)
da velocidade da luz (relatividade especial) cuja conseqiiéncia imediata foi:

4

o tempo nao é absoluto mas depende do referencial em que esta sendo medido. ‘

Essa relatividade do tempo (note-se que a nogao de espaco ja era relativa ao sistema de
referéncia, mesmo na cinematica cldssica) é o elemento basico da Teoria de Relatividade de
Einstein.

5.4 Transformacao de Lorentz

Trata-se de estudar a propagacao da luz vista em dois referenciais inerciais diferentes: o
S={z,y,2,t} em repouso e o S’={z’, y’, z’,t’} se deslocando com velocidade V' para a direita
ao longo do eixo x como ilustrado na Figh.1. Supomos que inicialmente as origens dos dois
sistemas coincidem:
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Podemos escrever as coordenadas de um evento em um sistema em funcao das coordenadas
no outro sistema mediante uma transformacao linear do tipo:

2=z (5.20)
y =y (5.21)
o =k + It (5.22)
t'=xm +nt (5.23)
que para o caso de focalizarmos a origem do sistema S’ (2’ = 0) teremos
=0 ax=Vt (5.24)
o que substituido na Eq.(5.22) resulta em
0=Vthk+1t 1= Vk (5.25)
que permite re-escrever as Eqs.(5.22) e (5.23)
' =k(x — Vi) (5.26)
t'=xm +nt (5.27)

Supondo que estamos estudando a propagacao de uma onda esférica de luz originada na
origem no momento em que as origens dos dois sistemas S e S’ coincidiram, teremos as
equacoes da frente de onda representada nos referenciais S e S°, que, em funcao do postulado
da constancia das leis da Fisica e da velocidade da luz, devem ser escritas assim

Py + 2P =0=2" P =0 (5.28)
2?4y =0=2" - Pt? =0 (5.29)

respectivamente. Substituindo as Eqs.(5.26) e (5.27) na Eq.(5.29) temos

E(x — V) = (am +nt)> =0 (5.30)
U
22 (k* — *m?) — 22t(k*V + mn) — *(c*n® — kK*V?) =0 (5.31)

Comparando a Eq.(5.31) com a Eq.(5.28), e levando em conta que ambas devem representar
o mesmo fendmeno, concluimos que ambas equacoes devem ser idénticas, e para isso deve
ser
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k> —c*m? =1 (5.32)
E*V + ¢*mn = (5.33)
n® — KV = ¢ (5.34)

Das Eqgs.(5.32-5.34) resulta
1
n= - (5.35)
V1—V?2/c?
1
[ (5.36)
V1—V?2/e?
Vv 2
S (5.37)

V1 —=V2/c?

Substituindo os valores de n, k£ e m no sistema de Eqs.(5.22-5.23) resultam as

Transformacoes de Lorentz

$
= y(x -Vt (5.38) r = "+ Vi) (5.42)
2 =z (5.39) z = 72 (5.43)
y o=y (5.40) y =y (5.44)
t' Yt —aV/c*)  (5.41) t = (' +2'V/?)  (5.45)
sendo que ! (5.46)

" e

5.4.1 Diagramas x-t

No sistema de coordenadas ¢t — x do referencial S da Fig.5.7, vamos calcular, usando a
Eq.(5.38), o lugar dos pontos onde z' é constante (equi-espaco):

x' = ~(x — Vt) = constante (5.47)
U
1 x

l=20—— 5.48

Ty~ (5.48)

E da Eq.(5.41), o lugar dos pontos onde ¢ é constante (equi-tempo):

t' = 7(t — 1V/c?) = constante (5.49)

.
t=z— 4 — (5.50)
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Figura 5.9: Contragao do espaco

Na Fig.5.8 aparece o sistema de coordenadas ¢ —x com varias linhas equi-tempo (pontilhadas)
e equi-espaco (tracejadas), incluindo os casos especiais para ' = 0 e t' = 0 (linhas continuas
pretas), que corresponde ao sistema de coordenadas t' — x’ visto desde o referencial S. As
linhas paralelas ao eixo Oz’ correspondem aos eventos simultaneos vistos desde S’. As linhas
paralelas ao eixo Ot correspondem as posicoes espacialmente invariantes em S’.

5.4.2 Contracao do espaco

Trata-se da medida de um tarugo fixo no referencial S’ e de como esse comprimento seria visto
desde o referencial S. Sejam 2 eventos, inicial 2 e final T', que representam o comprimento L,
de um tarugo colocado ao longo do eixo Oz’ como indicado na Fig.5.9, com as coordenadas

Q= (0,0,0,00s = (0,0,0,0)s (5.51)
T = (L, 0,0,0)s (5.52)

A ponta do tarugo medida em S, simultaneamente com €2, tem que estar ao longo de ¢ = 0.
A linha tracejada (iso-espaco) que passa pelos pontos T' e M representa o lugar dos pontos
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Figura 5.10: Ezpansao do tempo

com a mesma posicao espacial, do ponto de vista de S’, isto é, representa a distancia [,
nesse referencial. Do ponto de vista de S porém, o ponto que estd na mesma posicao que o
T é o R (colocado na sua propria linha iso-espaco) e n ao o M. Isso quer dizer que, visto no
referencial S, o comprimento em questao é xp = L. Assim podemos calcular, utilizando as
Transformacoes de Lorentz e, em particular, as Eqgs.(5.42) e (5.45):

L=uxp=n~(2y+Vth) (5.53)

tr =ty + 2%, V/c?) =0 =t = 2, V/c (5.54)
que substituida na primeira equacao fica:

L =vah(1 - V?/c?) (5.55)

mas como, no referencial S, os pontos R e T" representam a mesma posicao, podemos sub-
stituir o', por 27, = Lo na Eq.(5.55), resultando assim

L=Lyy(1—-V?/c?)

[sso mostra que, o comprimento L, (no referencial S”), quando visto no referencial S, é menor
e igual a

L=Ly/1—V2/e (5.56)

5.4.3 Expansao do tempo

Um raciocinio similar ao desenvolvido acima para o comprimento, pode ser realizado para
o tempo. Na Fig.5.10 estd indicado um intervalo de tempo entre os eventos {2 e 7" medidos
em S’

Q= (0,0,0,0)s = (0,0,0,0)s (5.57)
e T =1(0,0,0,t)s (5.58)
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Tracando a linha equi-tempo que passa por T no sistema S’, cruzamos o eixo Ot no
ponto N. Todos os pontos sobre a linha N — 7" sao simultaneos no sistema S’ o que significa
que ao considerar o intervalo de tempo €2 — N em S, estarei medindo o intervalo em S’ no
meu sistema S. Mas o evento que eu preciso considerar nao é qualquer um simultaneo com
T em S’ mas somente aquele que ocorre na mesma coordenada em S’, ou seja apenas 1" que
equivale a R e nao a N no sistema S. Por isso o evento que ocorre em S’ num intervalo 2 — N
(medido em S) na verdade corresponde o intervalo {2 — R que é maior. O tempo préprio em
S’ maior quando visto em S.

N = (0,0,0,ty)s (5.59)

que é simultaneo com T no sistema S’. Mas os eventos T e R = (0,0, 0, tg)s sao simultaneos
em S, e por isso:

tr = y(thy +0V/c?) = vt (5.60)

ou escrito de forma geral chamando 7 ao tempo “proprio” e t ao tempo visto do outro
referencial

4

t=nT1 (5.61)

5.4.4 Efeito Doppler

No esquema da Figb.11 uma fonte luminosa estd fixa em S e emite um raio na direcao
de S’ no instante ¢, (evento D) que atinge o referencial S’ no instante ¢ (evento G). Ao
transcorrer um periodo T, da onda luminosa, no instante tg = tp + Tionte (evento E),
emite outro raio que atinge S’ no instante tp (evento F). Nessas condicoes se verifica

c(tg—tp)=L+Vtg  cltp —tg) =L+ Vig (5.62)
Tionte =tr —tp  Tops =tr — tg (5.63)

Y
Tops = Tfonte# (5.64)

1-V/e

onde Ty, representa o tempo transcorrido entre o primeiro e o segundo pulso atingirem o
referencial S’ em movimento, visto desde S. Em funcao da expansao do tempo representada
pela Eq.(5.61), o periodo medido no préprio referencial S’ serd entao

1-V/e

’ ’
YTobs = TObS = Vybs = Vionte
V1+V/e

O mesmo experimento se pode repetir considerando-se agora a fonte em movimento (se
afastando) em S e o observador fixo em S’. Os cdlculos sao semelhantes

(5.65)
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O

Figura 5.11: Efeito Doppler: fonte em
repouso e observador se afastando com
velocidade V

tl

Ol

Figura 5.12: Efeito Doppler: fonte se
afastando com wvelocidade V e obser-
vador em Tepouso.
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ety —t,) =Vty + L' c(th—ty) =Vt, + 1 (5.66)
Tone =t —tp  Tops =1p — g (5.67)
Y
Tobs = Thonse (1 + V/0) (5.68)
Y
YTtonte = Ttonte = Tons/ (1 +V/c) (5.69)

4
, %ch (570

Vionte = Vg
1-V/e

5.4.5 Efeito Doppler Transversal

Este efeito nao existe na teoria classica mas sim na Teoria da Relatividade. Apesar de
nao haver variacao nos comprimentos neste caso, existe a transformacao do tempo préprio
representada pela Eq.(5.61). Isso significa que

YTtonte = Tops (5.71)
i3

Vobs = Vtonte\/ 1 — V2/ ¢ (5.72)

5.4.6 Soma de velocidades

Qual é a transformacao de velocidades na Teoria de Relatividadel' Isto é: Como se faz a
transformacaol’

v, = Uy
!/
Yy = Yy (5.73)
v, = v,
S = S
Sejam os eventos
X1 = (21,91, 21, t1)s = (21, 91, 21, 1) s (5.74)
Xy = (22,9, 22, ta)s = (Th, Yy, 25, 1y) (5.75)

Utilizando as Transformacoes de Lorentz, descritas nas Eqgs.(5.38-5.45), teremos

r =z + Vi) (5.76)
y=1y (5.77)

z=2 (5.78)

(5.79)

t =t +Va'/c?)
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Figura 5.13:  Colisao en-
tre duas particulas de igual
massa e igual wvelocidade,
vista de um sostema de re-
feréncia em repouso.

Calculando os intervalos
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Y

.v/‘“

Figura 5.14: Colisdo descri-
ta na Fig.5.13 mas agora
vista de um sistema de re-
feréncia S se movendo para
a esquerda com a mesma ve-
locidade que a da compo-
nente horizontal da wveloci-

dade da massa de cima na
figura anterior.

S!

Figura 5.15: Colisao descri-
ta na Fig.5.183 mas agora
wvista de um sistema de re-
feréncia S’ se movendo para
a direita com velocidade u =
V cosa wisto do referencial

S.

Ar = x4y — 1 Az’ = ai, — 2 etc. (5.80)
A !
Az = ~(ah+ Vi) —y(@) + Vi) ZV(A:Z +V)AY (5.81)
Ay = Ay (5.82)
Az = A (5.83)
Ax' V Az’
At = At =v(14+ =—)A?Y .84
YA+ VT — s 52D (5.84)
onde o resultado final é
v+ V vV
, = i 5.85 _
v 1_*_,0;‘/‘/02 ( ) 'UII = m (588)
v v
— . 5.86 = — % (5.89
W= Saruvie 050 R 7 Bl
v, = —— 2 (5.87) v, = s (5.90)
z (1 + v V/e?) : Y(1 — v,V /c?)

5.4.7 Massa Relativista

Vamos calcular a expressao relativistica para a massa Sejam duas massas de igual valor
colidindo no plano como representado na Fig.5.13. Essa colisao é agora representada no
sistema referencial S na Fig.5.14, que se move a esquerda com a mesma velocidade que a
da componente horizontal da velocidade da massa vinda de cima. Neste caso é obvio que a
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quantidade de movimento linear se conserva na coordenada x. Mas, o que ocorre ao longo
de yI. Para isso precisamos calcular a componente de V na direcao y

(5.91)

Se mudamos para um outro referencial S’, illustrado na Fig.5.15, e que se move, em relagao

a S, para a direita e com velocidade u, teremos a nova representacao na Fig.5.15. Por

questao de simetria, o que era w no referencial S agora é utan a neste novo referencial S’.

Podemos assim utilizar a transformagcao relativistica da velocidade v, = w no referencial S

para v, = utana no referencial S’ utilizando a Eq.(5.89) onde a velocidade do referencial
utana = — = w

S’ em relacao ao S é u:
=wy/1 —u?/c?
Y
utana = wy/1 — u?/c? (5.92)

Escreveremos entao a conservacao da quantidade de movimento linear no eixo y no referencial
S igualando os valores antes e depois da colisao respectivamente assim:

utana = V sin o

w

MW — My utan o = —myw + myutan o (5.93)
2my,w = 2mywy/1 — u?/c? (5.94)
My = myy/1 — u?/c? (5.95)
Considerando que
V: = w4+ (utana)? = v® + w?(1 — u?/c?) (5.96)
lim V? = o (5.97)
w—0
a Eq.(5.95) fica
mo = myy/1 —u?/c? (5.98)
ou seja
— mo
M = \ 1-u?/c?
5.4.8 Energia Relativista
Supondo uma particula se movendo ao longo do eixo z com velocidade v
- dp dmyyv
F = —= 5.99
dt dt (5.99)
- d
energia cinética: dE, = F.d¥ = d(m,ﬁv)d—ij (5.100)
v MV v vdw
EC:/ d 0 :0/—5.101
. ( T Mo | (1 — v2/c2)32 ( )
1
= Ml (———e— 1) = myc?y — myc (5.102)
/1 —v?/c?
energia total: E = m,yc? (5.103)
energia em repouso: E, = m,c’ (5.104)
momento linear: p = my,yv (5.105)
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Podemos achar as seguintes relagoes entre as quantidades acima

pict = #‘2’/620202 (5.106)
E? = m2ct (5.107)
4
m3 2 9 9 41— U2/C2 m304
T 2/ 1)2/027) € +mec T e =1 ey (5.108)
U

E* = E? + (pc)? (5.109)




Capitulo 6

Fisica Quantica: Os primeiros
experimentos e o modelo atomico de
Bohr

6.1 Os primeiros experimentos

6.1.1 Efeito foto-elétrico: Einstein (1905)

1
Ia \/D ."
I S
1 + Vv N e .
f— e /__/__,—ff I 'J'
) y :
|_—|__ ya v v
VTD *" VEI

Figura 6.1: Efeito fotoelétrico: A figura da esquerda mostra o esquema simplificado do experimen-
to. Aplica-se uma diferenca de potencial elétrico V entre catodo e anodo, sendo aquele primeiro
luminado com luz de frequiéncia v e intensidade I. Mede-se a corrente elétrica i que circula no
circuito, em fun¢do de V. A figura no centro mostra o grifico da corrente elétrica no circuito
em fungao do potencial aplicado, para diferentes intensidades I; da luz de freqiéncia v. Todas as
curvas mostram o mesmo potencial de “corte” Vy. A figura da direita mostra o grdfico do potencial
de corte Vy para iluminagoes com diferentes frequéncias v, onde aparece a “frequéncia de corte” 1

Em 1905 Einsten propos o “quanta de luz” ou “féton” com energia
E = hv

onde h é a constante de Planck. O momento do fé6ton poderia ser calculado a partir da
expressao acima e da relagao relativistica [?]

2 _ 2 2
B = Ej + (pc)
onde E é a energia total e Fy é a energia em repouso, associada a massa em repouso.
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Colocando Fy = 0 na equacgao acima, porque o foton nao tem massa, fica a expressao

E=pc E=hv=|p=h/\ (6.1)

Essa proposta foi originada nos experimentos de efeito fotoelétrico, esquematicamente ilustra-
dos na Fig.6.1, que mostraram que, para arrancar um elétron de uma superficie, é necessario
que ela seja iluminada com luz de freqiiéncia maior que um dado limiar vy, independente-
mente da intensidade I dessa iluminacao. Os resultados podem ser resumidos assim:

e A corrente ¢ aumenta quando aumenta a intensidade da luz [
e LExiste um potencial reverso —Vj que corta a corrente ¢ para um dado v e qualquer 1
e Existe um limiar vy abaixo do qual nao ha mais corrente 7, para qualquer I.

e Nao ha qualquer atraso entre a iluminacao da superficie e a circulacao da corrente :
a energia nao se acumula para chegar ao limite necessario para arrancar um elétron

Os resultados acima podem ser descritos pela equacao

hv = ¢ + Vj (6.2)
funcao de trabalho da superficie: ¢

energia cinética dos elétrons ejetados: Vj

6.1.2 Efeito Compton (1923)

raios X 3
espalhados 2

/ ¢, foton
\
. raios )% foton . N)

grafite ’-\)2 ©

eléton

fonte de

Raio

anteparos de chumbo

Figura 6.2: Esquema do experimento de Compton (figura da esquerda), onde os raios X espalhados
pelo bloco de grafite tém o mesmo comprimento de onda A que o do feixe incidente, mas também
apresentam raios de um comprimento de onda menor N'. A figura da direita mostra a representacao
da colisao do foton com um elétron livre.

Para explicar a presenca de 2 picos (em A e em X' sendo que X' é funcao de ¢) no feixe de
raios X espalhados no angulo ¢, no experimento de Compton ilustrado na Fig.6.2, podemos
imaginar a colisao de um féton de raios X com um elétron ligado ao atomo (para o caso
de \), e com um elétron livre dentro do material (para o caso de \'). Neste ultimo caso,
aplicando as leis de conservacao, a comecar pela da energia:
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hv 4+ myc® = hv' + S — (6.3)
V1 —v?/c?
Pela conservacao do momento linear
h h 0
—z—cosgﬁ—l—Lcose (6.4)
AN 1-—v2/c?
h . MoV :
0:ysm¢+msm9 (6.5)
Das Eqs(6.3-6.5) resulta a relacao
, h
N — A= (1 —cos¢) (6.6)

m,C

onde h/(m,c) é o chamado “comprimento de onda de Compton”. Para o caso de um elétron
ligado ao atomo, a massa do conjunto fica muito grande e assim

2

— 0 eentao N — A —0 (6.7)

M€
0 que explica a presenca de luz espalhada também com o mesmo comprimento A do feixe

incidente.

6.1.2.1 Exercicio

Prove que, no vacuo, um féton nao pode se desintegrar espontaneamente em outros dois.
Dica: verifique a conservacao da energia e do momento neste processo.

6.1.3 Radiacao do Corpo Negro

Trata-se do estudo da radiacao do chamado Corpo Negro, isto é, um objeto que absorve
toda a radiacao que a ele chega. O modelo pratico é uma cavidade com um pequeno buraco
por onde sai a radiacao. As paredes da cavidade sao mantidas a uma temperatura constante
T'. Podemos imaginar que se trata de uma cavidade ressonante unidimensional com ondas
eletromagnéticas estacionarias, com nés nas paredes, da forma

E(z,t) = E,sin(kx) sin(wt) (6.8)
Os comprimentos de onda possiveis nessa cavidade de comprimento a sao:

E(z,t) = E,sin(kx) sin(wt) (6.9)
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Figura 6.3: Corpo negro: cavidade com um
pequeno buraco e paredes a temperatura con-

Figura 6.4: Corda vibrante: Cavidade resso-
stante T

nante unidimensional

e o ninero de comprimentos de onda possiveis nessa cavidade sera:

nA/2 = a= \=2a/n (6.10)
c  c
ou v T = 9a" (6.11)

O numero de ondas estacionarias possiveis num intervalo de freqiiéncia entre v e v + du:
N(v)dv sera

c
dv = —d 6.12
v 5o dn (6.12)
dn 2a
— = — 6.13
dv c ( )
2a
portanto  N(v) = 2— (6.14)
c

onde o fator “2” é devido ao fato que cada onda tem duas polarizacoes possiveis para o
campo elétrico (ou magnético).
6.1.3.1 Caso 3D:

Para o caso 3D, N(v) toma a forma:

8V
= T 1/2

3

N(v)

(6.15)

sendo que V = a® é o volume da cavidade. Se utilizamos o Teorema de Equiparticio da

Energia (teoria classica da Fisica Estatistica) para este sistema formado por multiplos estados
em equilibrio térmico (temperatura 7), temos que a energia cinética média (dos osciladores
nas paredes da cavidade) por unidade de volume na cavidade e por unidade de intervalo de
freqiiéncia deve ser N(v) vezes kT /2. Mas a energia total dos osciladores é o dobro da
energia cinética média e por isso temos que multiplicar também por 2. Assim:

812

3

Sr(v) =2x N(v) kgT/2 = N(v) kgT = kgT férmula de Rayleigh-Jeans (6.16)
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onde kg = 1.38 x 1072*J/K ¢ a constante de Boltzman. A radiagao saindo da cavidade tem
uma formulagao algo diferente e pode se descrita pela poténcia radiada por unidade de area
na Fig.?? assim:

2712

ST(Z/)E = kT (6.17)

c2

6.1.3.2 A constante de Planck (1900)

Por volta de 1900 foi medida experimentalmente a radiacao do Corpo Negro e os resultados
estavam em total desacordo com a Eq.(6.16), para as altas freqiiéncias de onda. Planck
propos entao outra formula

8rv? hv
eh,l//k}BT -1

(6.18)

O resultado de Planck se baseou na idéia de que a energia poderia ser calculada como
soma de valores discretos AFE. Para se ajustar com a curva experimental, esse AF deveria
ser

AFE < kgT para v pequeno
AFE > kgT para v grande

e ele entao verificou que poderia ser escrito assim:
AE=hy  h=6.63x10""J/s (6.19)
onde essa constante h (que vem da palavra alema “Hohlraum” que significa recinto vazio ou

oco) foi um mero recurso matematico sem maior significagao fisica (na épocall). Verifique
que o limite da Eq.(6.18) para v — 0, efetivamente corresponde a Eq.(6.16).

Hipdéteses de Planck As paredes da cavidade podem ser representadas por conjuntos de
osciladores harmonicos com todas as freqiiéncias v possiveis.

e O oscilador de freqiiéncia v s6 pode ter valores discretos de energia
E, =nhv com n=1,23.. (6.20)
o que significa que a energia é quantizada.
e Os osciladores nao irradiam continuamente mas pulando de um estado estaciondrio
para outro (E; — Es). Nessa transicao liberam ou absorvem energia discretamente no

valor

E2 - El =AF = (77,2 - nl)hy (621)
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Exemplo: Oscilador harménico classico Seja o caso de uma massa m = 1Kg, se
movimentando sobre uma superficie plana e horizontal, sem atrito, sob a acao de uma mola
com constante eldstica de k = 16/N/m. Vamos calcular a energia desse sistema quando a
mola for inicialmente esticada de 1 metro:

mi + kx =0 (6.22)
Y
1
x = x,co8(2mvt + @) V=g k/m ~ 0.64H z (6.23)
s
1
E = §kx§ = 8J = nhv = n ~ 1.89 x 10* (6.24)

A conclusao 6bvia é que para este sistema macroscopico, o nimero de “quanta” de energia
¢ tao grande que o carater discreto da energia é de dificil detecgao.

6.2 Estrutura Atémica: Atomo de Bohr

Em diversos experimentos ao longo do tempo foram medidos os espectros de emisao e de
absorcao de diferentes tipos de atomos. O atomo de hidrogénio foi particularmente bem
estudado, e seu espectro revelou-se formado por linhas discretas, agrupadas em séries que
foram denominadas segundo os pesquisadores envolvidos nesses trabalhos assim:

e Série de Balmer: luz visivel e UV (1885)
que satisfaz a seguinte equacao geral:

1 1

1

e Série de Paschen: luz IV (1905)
que satisfaz a equacao

1 1 1
e Série de Lyman

1 1 1
e Série de Brackett

1 1 1

Onde R = 1.097 x 107/m ¢ a constante de Rydberg. Todas as séries acima tém a mesma
formulagao geral

— = R(— — —) m < n, naturais (6.29)
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Esses resultados levaram a pensar que haveria elétrons em Orbitas definidas ao redor do
nucleo, e que a emissao de um féton de um dado A ocorreria quando um elétron decaisse
espontaneamente para um nivel orbital de menor energia. Da mesma forma, a absorcao de
um féton de uma dada energia poderia fazer o elétron “ascender” a uma dérbita de energia
correspondentemente maior.

6.2.1 Atomo de Bohr(1913)

O problema com o modelo atomico de um elétron orbitando em torno de um nicleo (posi-
tivo) é que os elétrons carregados eletricamente estariam constantemente acelerados em seu
movimento e, de acordo com a teoria eletromagnética classica, deveriam perder energia sob a
forma de radiacao eletromagnética. Com isto a energia mecanica do elétron diminuiria con-
stantemente e seu movimento orbital acabaria colapsando até o elétron atingir o nicleo. Este
problema da estabilidade do atomo levou a formulagao de um modelo simples da estrutura
atomica, baseado em dois postulados de Niels Bohr:

1. Estados estacionarios

O elétron orbitando estd num estado estaciondrio onde nao emite radiacao nenhuma.
Sé emite ao passar de um estado estacionario para um outro. Por exemplo, ao passar
do 2 para o 1, emite um féton cujo valor é:

EQ—Elth

As energias nesses niveis podem ser calculadas das leis do eletromagnetismo. A energia
total no nivel “n” (no atomo de H) serd

E, = K+U (6.30)
2
e
ja E, = muw?/2 - ——— 6.31
ou seja mev”/ Trer, (6.31)
2 ¢’
F, = e n=——> 6.32
mev/r Ame,r? (6:32)

onde F,, K e U sao as energias total, cinética e potencial, respectivamente, e m, é a
massa do elétron. Das equacoes acima resulta que

2

E, = (6.33)

8me,ry,

Por existirem evidéncias experimentais de que a radiacao de um atomo estda formada
por linhas discretas, os raios orbitais r,, teriam que assumir valores também discretos.

2. Quantizacao do momento angular orbital L. do elétron
Bohr admitiu que L s6 poderia assumir valores discretos dados por
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E

n h
n=>=5 L = ng- com n= 1,2,3... (6.34)
H s ,r_’]_ Entao:
h
L = moyr, =n— (6.35)
n = 3 2m
e mad (P, &
c - — = nh =
n= 2 T'n mers Ame,r?
Y
1 B mee’r 1 (6.36)
r,o h2e, n? '
h?e, .
r = 5~ ~ 0.5A( estado fundamental)
mee?m
I - ez mee’m 1
n=1 o 8ne, h?c, n?
4
Niveis de energia para um elétron E, =-— m;e i - —13.66Vi (6.37)
no dtomo 8z5h* n? n’?

E interessante notar que a quantizacao do momento angular no modelo de Bohr deriva
diretamente do modelo ondulatério para o elétron, como formulado por De Broglie e descrito
no Capt.7. De fato a 6rbita de comprimento 27r para o elétron tem de comportar um nimero
inteiro de comprimentos de onda, pois do contrario a média temporal de sua funcao de onda
findaria por se anular. Assim

27r = nA A=h/p (6.38)

= 27pr = nh = (6.39)

que é igual & Eq.(6.34)



Capitulo 7

Fisica quantica: Particula ondulatéria

A partir das relacoes

E = hv =pc (7.1)

p=hv/c=h/\ (7.2)

que ja eram universalmente aceitas para o foton, De Broglie postulou, em 1924, que a
particula também tinha natureza ondulatéria e seu comprimento de onda também satisfazia

a relacao na Eq.(7.2). Vejamos os valores que resultam da aplicacao destas idéias para alguns
casos reais:

e Elétron com energia cinética de 120 eV:

K = mv?*/2=p=mv=V2mK (7.3)
= \/2 x (9.11 x 10731) x 120 x (1.6 x 10~'9) = 59.1 x 10" *Kgm/s (7.4)
Y (7.5)
A = h/p=6.63x10/59.1 x 107 =1.12 x 10" "m (7.6)
e Bola com m=1 Kg e velocidade v=1 m/s:
p=1Kgm/s = X\ =6.63 x 10 */1Kgm/s = 6.63 x 10 *'m (7.7)
Momento de um féton: Qual seria a poténcia de um feixe laser (A = 514.5nm)

focalizado num proton, capaz de levantar ele contra o campo gravitatorio na Terral’

7.1 Carater ondulatorio do elétron

Dois experimentos confirmaram as idéias de De Broglie sobre a natureza ondulatoria das
particulas:

e O experimento de G.P. Thomson em 1927

Thomson fez um experimento de difracao de aluminio em pé utilizando raios X e depois
outro utilizando um feixe de elétrons com uma energia tal que o comprimento de onda
fosse igual a dos raios X do experimento anterior. A figura de difracao resultou idéntica
em ambos 0s casos!
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65°  65°
e & & e o @
o

Figura 7.1: Ezperimento de Davisson-Germer, usando um cristal de Ni, com d = 0.91A.

e Experimento de Davisson-Germer

Fizeram um experimento de difracao em um cristal de Ni, utilizando um feixe de
elétrons. Quando a energia do feixe era de 54 eV e o cristal estava posicionado com
os planos cristalinos fazendo 65° com o feixe de elétrons, como indicado na Fig.7.1, o
comprimento de onda medido pela difracao de Bragg

Amedido = 2d sin 65° = 1.65 x 10~ '%m (7.8)

e o calculado pela formula de De Broglie

6.63 x 10 34
V2% (911 x 10731) x 54 x (1.6 x 10-19)

)\calculado — =1.67 x 10710m (79)

resultaram muito proximos.

7.2 A funcao de onda

Observemos o caso de ondas estaciondrias numa corda presa pelos dois extremos, como
ilustrado na Fig.7.2. Imaginando o mesmo caso para a luz, podemos obter resultado semel-
hante, como ilustrado na Fig.7.3, formado pela soma de duas ondas de luz contra-propagantes
do tipo:

E — %{Eoei(k‘x—wt+<p) +Eoei(kx+wt)} (7.10)

= FE = E,cos(kx —wt+ ¢)+ E, cos(kx + wt) (7.11)

= Emax cos(wt — ¢/2) (7.12)

onde FEy.. = 2FE,cos(kx+ ¢/2) (7.13)

com as seguintes condicoes limites:
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Figura 7.2: Modos de vibracao de uma
corda presa nas extremidades. Somente
ondas estaciondrias podem se instalar
na corda nesse caso, e elas estao carac-
terizadas por um conjunto discreto de
comprimentos de onda A = 2L/n com
n=1,2,3...: quantizacao
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Figura 7.3:  Amplitude do campo
elétrico da luz numa cavidade resso-
nante, onde, como no caso da cor-
da, podem-se estabelecer ondas eletro-
magnéticas estaciondrias. O caso aqui
representado corresponde ao modo de
oscilacao com a frequéncia mais baiza.

Fuax = 2E,cos(kx+ ¢/2) =0 para x=0= ¢/2=17/2 (7.14)
= cos(kx +¢/2) =0 para v =L = kL =mnn (7.15)

A probabilidade de detectar um féton em qualquer ponto da cavidade é proporcional a

2

max’

intensidade, ou seja a E

(Ema)2

a2
TE
o

-3

Figura 7.4: Intensidade do campo
elétrico da luz numa cavidade resso-
nante, correspondente a Fig.7.35.

7.2.1 Funcao de onda de um elétron

como ilustrado na Fig.7.4

U:oo U=OO

Figura 7.5: Funcao de onda de um
elétron num poco de potencial infinito,
correspondente a n=1.

Seja um tnico elétron confinado num poco de potencial infinito como ilustrado na Fig.7.5.
Podemos generalizar as conclusoes sobre o caso das ondas eletromagnéticas, para o caso
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do elétron, cuja natureza ondulatdria permitiria definir uma fun¢ao de onda associada 1 (z).
Como no caso do féton, a probabilidade de se encontrar o elétron em algum lugar entre x=0 e
x=L, estaria relacionada com a densidade de probabilidade |¢(x)]?. Essa fun¢ao geralmente
se escreve em forma normalizada, o que significa que deve satisfazer a condicao:

/__UL W (z)Pdz = 1 (7.16)

7.2.2 Estados permitidos para o elétron confinado

A energia total neste caso é apenas cinética e se calcula em funcao do seu momento linear p

E=— 717
. (7.17)
Pelo postulado de De Broglie temos que
h
= — 7.18
P= (7.18)

sendo que por se tratar de uma cavidade limitada, teremos ondas estacionarias com valores
discretos para A:

E

1
n=>5
2L
A= — 7.19
n=4 n (7.19)
U
p = %n (7.20)
n= 3 )
, B
n = 1,2,3..

Niveis de energia para um elétron

confinado num poco de potencial
infinito

Fazendo n = 1 obtemos a energia do estado fundamental do elétron, que é também a

h2
8mL?

energia do ponto zero FE; = (7.22)

Conclui-se disto que a energia do elétron no po¢o nao pode ser nula e, portanto, o elétron
nao pode estar em repouso dentro do poco.
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7.3 Equacgao de Schrodinger (1925)

A equacao de Schrédinger descreve a funcao de onda de uma particula de massa m sujeita
a forgas originadas de uma energia potencial U(z,y, z). Ela se origina da relacao geral de
conservacao de energia, das hipoteses de De Broglie sobre o carater ondulatério da particula
e da formulacao da funcao de onda, como descrito embaixo.

Conservacao da energia: A formulacao de Schrodinger é nao relativistica, razao pela qual
a energia total E corresponde a soma da energia cinética K e da energia potencial U

E = K+U (7.23)
2

K = — momento linear: p
2m,

Hipéteses de De Broglie (vide Eqs.(7.1) e (7.2)):

E=hv=hv
p=nh/\=hk
h
onde k=21/\ e h=—
2m
Formulacao da fun¢ao de onda:
W(7 1) = o) BTy (i) = () e IR (7.24)

Substituindo F = hw e K = p?/(2m) = h*k*/(2m) na Eq.(7.23) temos

h2 k>
hw = U 7.25
w=—_—+ (7.25)
Podemos escrever também
1 0w

= —— 7.26
AT (7.26)

1
k* = —EVQ\IJ para Vo(r) < k (7.27)

onde a condi¢ao imposta na Eq.(7.27) significa que a amplitude deve variar muito mais
lentamente que a fase. Substituindo agora as Eqs.(7.26) e (7.27) na Eq.(7.25) resulta:

h_, .
<%V + U) U(z,y,z,t) = —zhaql(x,y,z,t) (7.28)

A Eq.(7.28) pode ser escrita também em termos da parte independente do tempo ¢ (7) assim

(720)
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onde o operador Hamiltoniano do sistema é:

h2
H= —%V2+U (7.31)

A Eq.(7.29) tem solucao apenas para alguns valores discretos de F que sao os

il

‘m’veis de ' quantizados ou autovalores de energia

Para que |¢)(z)]? continue tendo o significado de “densidade de probabilidade” é necessério

poder normalizar essa funcao de onda, ou seja, deve ser possivel fazer

/ () |2dz = 1 (7.32)

em todo o espago onde () esta definida.

7.3.1 Estados estacionarios

7.3.1.1 Elétron livre num pogo de potencial infinito

U = infinito Lo
U = infinito

T
x=-L72 x=0 x=L/2

Figura 7.6: Poco de potencial infinito com os limites —L/2 e +L/2.

Vamos repetir o cdlculo da funcao de onda para um elétron confinado num poco de
potencial infinito, agora utilizando o formalismo derivado da equagao de Schodinger, que
neste caso assume a forma:

o (x) = By(o) (7.33)

com U = 0 dentro da cavidade. Uma solucao possivel seria

v = Asinkx (7.34)
Y
h2
—5 (k) Asinkr = EAsinks (7.35)
m
Y
hk?
E = (7.36)
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Deve ser
() = 0 para |z| > L/2 (7.37)

e por continuidade deve ser também

p(=L/2) = ¢(L/2)=0 (7.38)
Y
kL/2 = nm n=1,23.. (7.39)

O valor n = 0 nao nos convém pois leva a solucao trivial ¢» = 0 para qualquer x. Substituindo
a Eq.(7.39) na Eq.(7.36) temos os niveis de energia permitidos:

2h% 2 h? n
E,=——n" = —(=)*(2n)? A
= (7Y (om) (740
Outra solugao possivel
Y(xr) = Becoskx (7.41)
\
nk?
E = (7.42)
2m
com as condicoes de contorno
cos(kL/2) =0 = kL/2=(2n—1)1/2 (7.43)
\
kL = (2n—1)w (7.44)
Substituindo a Eq.(7.44) na Eq.(7.42), resulta:
o1y (7.45
" om L " '

Solucao geral Considerando as duas solucoes achadas nas 2 secoes anteriores temos uma
solucao geral

(xr) = Asinkx + Bcoskx (7.46)
2 2 U’
TS = Bul) (7.47)
|3
E = k;: (7.48)

Considerando as condicoes de contorno:

W(=L/2) = (L/2) =0 (7.49)
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x=-Lf2 0 x=L/2 =L2 g X=L/2

Figura 7.7: Simetria das solu¢oes paran =1 en =2 : Par para B cos kx a esquerda e impar
para Asin kx a direita.

Y
Asin(—kL/2) + Bcos(—kL/2) = 0 N 2Bcos(kL/2) = 0 (7.50)
Asin(kL/2) 4+ Bcos(kL/2) =0 2Asin(kL/2) = 0 '
Temos assim 2 grupos de solucoes possiveis, sendo que uma é
A=0=kL/2=2n—V)r/2=k= %(271— 1) (7.51)
enquanto a outra é
B:0:>kL/2:n7r:>k:%2n (7.52)
Considerando os dois casos possiveis, acima, temos a solucao geral:
Y
k=ZIn

para qualquer n (par ou impar). A energia quantizada possivel para o elétron confinado sera
entao

22
hms

L = WTI com n=123.. (7.53)

em acordo com o resultado anteriormente achado na Eq.(7.21).

Simetria das solugoes A solucao geral encontrada para o elétron confinado, na sec.7.3.1.1,
tem uma parte com simetria par e outra com simetria impar, como ilustrado na Fig.7.7

Exemplo Seja um elétron confinado numa cavidade L e no estado par de energia mais
baixa. Ache a constante de normalizacao B e determine a probabilidade de que o elétron se
encontre entre —L/2 e L/4.
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| |
|L|,()(} Figura 7.8: Cdlculo grdfico da
/ | probabilidade do elétron se encon-
0 : / /l trar entre —L/2 e L/4, para uma

da)/ (drea total) = 0.75, igual ao

»;i/_/ | solugcao impar no nivel de ener-
///// , | gia mais baizo: (Area hachura-
|
| |

x=-L/2

W=L/2 calculo analitico.

0

Pelos resultados da sec.7.41 temos que deve ser

kL = (2n — 1)n (7.54)
Para o nivel de energia mais baixo (n=1) = kL= 7.55)
U
Y(x) = Beos(mz/L) (7.56)
L/2
Condicao de normalizacao: / / () Pde = 1 (7.57)
—L/2
U
L/2
B? / cos(nz/L)2de = 1 (7.58)
J-1)2
Mas
L/2 1 L . 2rx)"?
cos’(mx/L)dxr = ~ |x + — sin il =L/2 (7.59)
—L/2 2 2m L 1 rp

L2
Portanto / W(2)|2dz = B’L/2 =1 = |B = /2/L (7.60)

J-1)2

A probabilidade entao sera calculada assim

L/4
pP= / o) =34+ 1/(2m) % 0.909 (7.61)

J-1)2

7.3.1.2 Outro exemplo

Verificar que para o problema anterior, no caso de uma solucao impar, teriamos:

e B = 2/L

e P=(.75

como se pode verificar graficamente na Fig.7.8.
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—— |a = D

Figura 7.9: Interferéncia de elétrons no experimento das Fendas de Young, mostrando a
densidade de probabilidade |1|* em funcdo da posicio sobre o anteparo depois das fendas: A
esquerda, com uma $o fenda; a direita, com as duas fendas abertas.

7.3.1.3 Superposicao e interferéncia

No experimento das Fendas de Young com elétrons, as fungoes 14 e ¥g sao solucoes difer-
entes representando estados diferentes. A primeira representa a funcao de onda do elétron
(relacionada com a densidade probabilidade de o elétron ser achado numa posi¢ao no plano
de observagao) correspondente a fenda A. Idem para 1z em relacao a fenda B. A solugao
geral seria a combinacao linear

Y =Capa+ Cpip (7.62)

A intensidade (ou densidade de probabilidade) com as 2 fendas abertas seria entao:

In = |Ya]* s6 afenda A aberta (7.63)

Iz = |¢p|*> s6 afenda B aberta (7.64)

I = W =a+ sl (7.65)
1 1 . .

= §WA\2 + §\¢B\2 + [Yap + VL] (7.66)

sendo o termo entre colchetes o “termo de interferéncia”.

7.3.1.4 Tunelamento

Para calcular a funcao de onda de uma particula com energia total E, colidindo contra
uma barreira de potencial U, > E como indicado na Fig.7.10 utilizaremos a equacgao de
Schrodinger

h? d2y
*%w—f—Uoﬁ/) — Ew (767)
U
R A%y
(Vo =By = 53 (7.68)

Para U, > E a solucao nao é mais oscilatéria, mas da forma:
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barreira de
U, potencial

! x I/-.
D] EETTTEERREE : < K\f\\) \hﬂf“ux

0 [ 0 L

) ) ‘ Figura 7.11: Particula atravessando uma
Flgu'ra 7‘19' Particula nur/na Abarrezm. de PO~ parreira de potencial maior que a sua propria
tencial maior que a sua propria energia total.

energia total.

b(r)=Ae ™ £ Be™ o= \2m(U, - E)/I (7.69)

Ou seja, de cada lado da barreira de potencial teremos uma solucao oscilatéria para
Y(z), e apenas dentro da barreira a solucao serd amortecida. Nas fronteiras deve haver
continuidade e por isso a solucao tera a forma ilustrada na Fig.7.11, com um coeficiente de
transmissao em intensidade, isto é em |¢(z)|?, dado por

M‘z ~ €—2aL

=150

para al > 1 (7.70)

Exercicio

Demonstre que, quando nao se verifica a condicao aL > 1 indicada na Eq.(7.70), o
coeficiente de transmissao pela barreira de potencial responde a expressao

_ Y(L) 2_ 1
¥(0) = oL —al (7.71)
1+
16(72/Uo)(1—F/Uo)

7.3.1.5 Tunelamento da luz: Reflexao total frustrada

Io

It

L3

Figura 7.12: Tunelamento da luz num ex-
perimento de reflexao total frustrada (FTR):
Quando a separacao d entre os dois prismas
de vidro € da ordem de, ou menor que 1/,
Vd na Eq.(7.80), algo de luz se transmite, devido
d as ondas evanescentes que se formam do lado

do ar, na reflexao total no primeiro prisma.

Ir
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As ondas evanescentes [?] sao um bom exemplo de tunelamento, desta vez da luz numa
interface no fenomeno de refexao total. As luzes incidente, refletida e transmitida na interface
da Fig.7.12 escrevem-se, respectivamente

B, = B ki — i) (7.72)
B, = B2 ik T~ wt) (7.73)
Et Eo Z( tf'—u)t) (774)

A expressao para a luz transmitida sera

ki.7” = kuwsing + k;ycos o (7.75)
= kwsing + kyy/1 —sin® ¢ (7.76)
= kwsing + kyy/1 —n2sin®6 (7.77)

onde ¢ é o angulo de refracao (que na Fig.7.12 corresponde ao ar) e 6 é o angulo de incidéncia
que neste caso corresponde ao vidro. Para o caso de 8 > 6. onde 6. é o angulo critico de
reflexao total, teremos

ky.7 = k,x sin ¢+ iky\/n?sin®h — 1 (7.78)
!
B =E’¢ i(kie —wt) ,—alyl (7.79)

ki =k;sing =k;sinf e a=+n2sin?6 —1 para 6 >0, (7.80)

Aplicando os resultados das Eqs.(7.79-7.80) ao caso da Fig.7.12, e considerando que
I,=|E/? I, =|E/? (7.81)

calculamos o coeficiente de transmissao neste caso como sendo

T = ¢ 20d (7.82)

Exemplo de tunelamento: Uma emenda defetuosa entre dois cabos de cobre, no
vacuo, deixou um pequeno espacamento D entre ambos. Sabendo que a funcao de trabalho
(energia necessdria para arrancar um elétron do metal) para o cobre é de 4.6eV, calcule o
valor méaximo de D para que, ao se aplicar uma diferenca de potencial de 4V nessa emenda,
99% dos elétrons possam atravessa-la. Para o caso presente é necessario utilizar a férmula
exata (verifique que estd corretal)

z/)((]) 2m(U, — E)

sendo o =
—abD h
1+ E/Uo BT

que relaciona as fungoes de onda para o elétron no inicio ¥(0) e no final (D) da barreira,
sendo que E é a energia do elétron e U, é a altura da barreira.
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7.3.2 Estados nao estacionarios

Para o caso de uma particula se propagando livremente no espaco, sua equacao de onda é
da forma

U(z, 1) = Aetlks —wi) (7.83)

cuja velocidade de fase e de grupo sao respectivamente

u=uw/k (7.84)
dw
= 7.85

Sabendo que w = E/h, E = p*/(2m) e p = kh podemos escrever

k*h
w=— (7.86)
2m
Substituindo a expressao acima na Eq.(7.85) obtemos

kh
ug = =p/m=v=2u (7.87)
onde v é a velocidade da particula. O resultado acima significa:

e A funcao de onda apresenta dispersao, isto é, sua velocidade varia com k, como no
caso da luz se propagando num meio material

e A velocidade da particula nao é a mesma que a velocidade de fase de sua onda associada
mas a da velocidade de grupo que, neste caso, é o dobro da velocidade de fase.

e A existéncia de u, # u significa que nao estamos em presencia de uma onda harmoénica
mas de um pulso, formado por um conjunto grande de ondas harmonicas com diferentes
ks ao redor de um valor central.

Em conclusao podemos dizer que uma particula esta associada a um pulso e nao a uma onda
como a representada em Eq.(7.83.

7.3.2.1 Densidade de corrente de probabilidade

O que significa entao a Eq.(7.83)I" Se escrevemos a probabilidade na forma usual

|A\2/Oo W2de — \A|2/°° dz =1 (7.88)

temos que concluir que |A|?> = 0, o0 que nao faz muito sentido. Temos entao que encontrar
outra formulacao para este caso. Vamos escrever

)= U (7.89)
ap ov  ov*
A Pt
ot ot T ot
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Mas da Eq.(7.28) podemos concluir que
ov  —i. KO

— = —|-— =+ VU 791
ot h ! 2m Ox? + U] (7.91)
que substituida na expressao acima resulta em
dp h 0? 02U h 0 ov ov*
r P — = — (U — — 7.92
ot iQm[ Ox? Ox? 2m 8x[ ox ox ) ( )
0
= ——3j 7.93
e (7.93)
h 0 ov ov*
= —— [ — — 94
J i2m8m[ ox ox ] (7.94)
A expressao acima pode ser escrita como
dp | 9j
—+—==0 7.95
ot Ox ( )
que é a formulacao unidimensional de expresao geral
dp S
—+V.;=0 7.96
5 TV (7.96)

e que representa a conservacao da “probabilidade” onde p = ¥ % ¥ é a densidade de proba-
bilidade e “5”7 é a “densidade de corrente de probabilidade”.

Densidade de corrente de probabilidade para uma fung¢ ao de onda monocromatica
Para o caso de uma onda propagante como representada na Eq.(7.83), a expressao de j em
Eq.(7.94) resulta ser

J = ‘\Ij(xat)

kh
— =pu (7.97)
m

7.4 Principio de Incerteza

Quanto mais curto o pulso de luz, mais policromatica (menos pura fica sua freqiiéncia) a luz
fica. Um laser emitindo em \ = 850nm é “choppado” com uma freqiiéncia de 10'YHz para
formar pulsos a com propdsitos de telecomunicagoes. Qual vai ser a largura espectral (A\)
aproximada desses pulsosI’

7.5 Poco de potencial infinito

Um elétron num po¢o (monodirecional) de potencial infinito, de 10nm de comprimento, esta
no seu estado de energia mais baixo. Qual seria a energia do féton necessario para excita-lo
até o proximo nivel de energia no pogol’

7.6 Principio de Incerteza

Veremos que, em decorréncia do carater ondulatério das particulas em geral, existe uma
relacao de incerteza envolvendo certas grandezas da particula, tais como a posicao e o mo-
mento linear, ou a energia e a localizacao temporal dessa particula.
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Figura 7.13: Principio de incerteza na difracao de um elétron

7.6.1 Incerteza no momento linear

Na Fig.7.13 ¢ descrito um experimento de difracao de um feixe de elétrons cujo comprimento
de onda esta dado pela Eq.(7.2): A = h/p. Ao difratar pela fenda de largura Ay forma-se
um feixe divergente onde a irradiancia da luz difratada ¢ funcao do angulo 6 (vide Fig.7.13)

: 2
s 2 2
I = Iax <91;/¢2/ ) onde ¢ = ;Ay sin (7.98)

(7.99)

Podemos considerar que toda a energia da onda esta praticamente limitada a regiao entre os
dois primeiros minimos, isto é entre —7 < ¢/2 < 7. Conseqiientemente, a largura angular
sera

A(sinf) ~ Af = A (7.100)
Ay
A
Conseqiientemente 2P Al ~ L = Ap, Ay = h (7.101)
p p Ay ‘

A Eq.(7.101), que deriva diretamente da difracao, estabelece que existe uma relagao de
incerteza entre a posicao e o momento linear ao longo do mesmo eixo, no caso o eixo y. Isto
é, nao podemos determinar com total precisao, ao mesmo tempo, a componente (vertical)
do momento e a posigao (vertical) do elétron ao longo da mesma coordenada espacial. Isso
vale para qualquer outra dire¢ao. Considerando que o termo a esquerda na Eq.(7.101) tem



80 CAPITULO 7. FISICA QUANTICA: PARTICULA ONDULATORIA

dimensao de momento angular e que unidade desta quantidade é h, podemos re-escrever
aquela expressao como

Apy, Ay > h (7.102)

7.6.2 Incerteza na energia

Seja f(t) uma funcao de onda e F(v) sua Transformada de Fourier (TF) que estao rela-
cionadas assim

£(8) = /+OOF(I/) 121Vt q,, (7.103)
Fw)= [ T p) o120t gy (7.104)

onde F(v) representa uma onda harmonica de freqiiéncia v. A fungao f(t) pode ser consid-
erada um pulso temporal cuja largura At pode ser calculada segundo [?]

S f ()]

At = (7.105)
£ (0)]
E similarmente para a largura espectral Av desse pulso
S F(v)dv]
Ay = —=2 - — (7.106)
[F(0)]

Podemos mostrar facilmente [?] que At e Av nas Eq.(7.105) e (7.106) verificam a relagao
AtAY ~ 1 (7.107)

Substituindo Av = A(hv)/h = A(hE)/h na Eq.(7.107) obtemos a relacao

(7.108)

0 que mostra que existe uma relacao de incerteza entre a energia da particula F e sua
localizacao temporal determinada pela duracao At do pulso. O sinal de “aproximado” nas

eqs.(7.101) e (7.108) aparecem nem tanto porque essas equagoes sejam aproximadas mas
porque as larguras das quantidades envolvidas quase nunca sao calculadas de acordo com a
definicao matematica correspondente.

Funcao de onda de um elétron: A funcao de onda de um elétron, se propagando livre-
mente no espaco, tem a forma de um pulso de aproximadamante 2.8nm de comprimento e
um comprimento de onda A = 86.8pm. Calcule o valor medio de sua energia e a incerteza
desta.



Capitulo 8

Equacao de Schrodinger e o novo
Modelo Atomico

A equacao de Schrodinger e o advento da nova mecanica quantica levou a um novo modelo
para o atomo, bastante diferente do modelo de Bohr. Preliminarmente, para levar em conta
a massa finita M do nucleo, podemos imaginar um sistema formado por um ntcleo de massa
infinita ao redor do qual orbita um elétron cuja massa reduzida é de

mM
m+ M

p= (8.1)

onde m é a massa do elétron. A energia potencial U desse sistema tem origem na atracao
elétrica entre o nicleo e o elétron e esta dada pela expressao

Ze?

Ame, B2+ P 22

onde Z é o numero atomico. A energia cinética pode ser escrita em funcado do momento
linear

Ulx,y,z) = (8.2)

P t+p, D

K 8.3
2 (8.3)
Substituindo as quantidades acima na Eq.(7.29), resulta a equacao
h2
f2—v2w + Uy = Ev (8.4)
1

Para aproveitar a simetria esférica do sistema, podemos utilizar a expressao de V2 em coor-
denadas esféricas [?, 7]

10 0 1 0 0 1 52
o L O (L0 1 o f. 0 0
V= r2or (T 87“) + r2sin 6 06 <sm989> + 2 sin? § 0p? (8.5)
e tentar achar uma solucao da forma [?]
b(r.0.¢) = R(r)O(0)3(0) (5.6)

81
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A
z
G
ro
Py

Figura 8.1: Coordenadas esféricas

que substituida na equacao de Schrodinger resulta em trés equacoes diferenciais indepen-
dentes

20 )
1 d de m?e
sin g df (Sm d0> Tonzg © (G 8.8)
1d (,dR\ 2 R
- i — (F — ) = 1)—= .
B (T dr) + 2 ( U(r)) R e+ )7“2 (8.9)

onde my e ( sao constantes que por razoes histdricas foram colocadas na forma m? e

(\e(t+1) )>. A Eq.(8.7), onde deve ser ®(p) = ®(¢ + 27), ¢ s6 tem solucio univoca-
mente definida para o caso

Img| = 0,1,2... (8.10)

onde my é chamado de nimero quantico magnético. Da mesma forma a Eq.(8.8) s tem
solucao finita e continua para

l = ‘md,‘md—i—l,‘md—i—?,.... (811)

onde ¢ é chamado de niimero quantico orbital. Finalmente a Eq.(8.9) sé tem solugao finita
e continua para valores discretos da energia
pZ?et 1 13.6eV _,
E, = ——-2 — __— —_ Z 8.12
(47e,)22h° n? n? (8.12)
para n = (+1,0+2,0+3, .. (8.13)

onde n é chamado de niimero quantico principal. Os niimeros acima podem ser escritos de
uma forma mais conveniente assim

= 1,2,3.. (8.14)

(= 0,1,2,3,.n—1 (8.15)
me = —b,—C+1,—0+2,...,0,...L—20—11 (8.16)
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8.1 Momento angular

8.1.1 Numero quantico orbital

Enquanto o significado de n é claro no sentido de que determina a quantizacao da energia
total do atomo, é possivel demonstrar [?] que [ na Eq.(8.11) representa a quantizacao no
valor do momento angular L, assim:

L=\l(t+1)h £=0,1,2,....(n—1) (8.17)

A Eq.(8.17) leva a resultados diferentes dos obtidos no modelo de Bohr, representados pela
Eq.(6.35)

L =nh

onde L nao pode ser zero pois n # 0. Nao obstante, para n = 1, temos [ = 0 e nesse caso a
Eq.(8.17) nos leva a L = 0, em contradi¢cao com o modelo simples de Bohr!!

8.1.2 Numero quantico magnético

z| B

Na presenca de um campo magnético que
quebre a isotropia do espaco, a componente
de L ao longo desse campo (vamos dizer que
seja 0 eixo z) também estd quantizada e es-
sa quantizacao sera dada justamente pelo
nimero quantico magnético my

L. = mh (8.18)
mg = —0,—C+1,..,0,..0—1,¢

Momento angular L e sua compo-
nente L, na direcao da inducao
magnética B.

8.1.2.1 Incerteza na posicao angular

[}

Escrevendo a Eq.(7.101) em termos da coordenada “x”, resulta

AzAp, =h (8.19)

A
S Ap, = AOAL, = h (8.20)
.

especificando my, sabemos exatamente que AL; = 0 e
entao nao sabemos mais nada sobre a posicao de L.
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ZhB

ALZ

Mz l\ H

Figura 8.2: Momento angular Le magnético orbital iy de um elétron e~ numa orbita com niumero
quantico orbital I, e o dipolo magnético equivalente levando em conta a drea A e corrente i equiva-
lentes (esquerda). Componente do momento magnético orbital yu , na direcao da indu¢do magnética
B (direita)

v K

8.1.2.2 Momento dipolar magnético orbital

Seja um elétron de massa m se movendo com velocidade v e raio r numa 6rbita de um modelo
atomico de Bohr. Isso equivale a uma corrente
e ev
== =— 8.21
T 2nr ( )

sendo que o momento do dipolo magnético orbital correspondente seria

pe = iA= %WT2 = evr/2 (8.22)
e evr 1 e B
L = — g = 8.23
L > mor  2m  Uh ( )
h
com iy = 26— —9.27 x 10 *(Am?) e g, =1 (8.24)
m

onde pp é o “magneton” de Bohr e g, é o “fator orbital” que corrige o valor do momento

magnético para érbitas que se afastem do modelo circular ideal. Podemos escrever entao
[ = —W;‘BE (8.25)

A relacao acima é muito geral, independente do raio, da freqiiéncia e da forma da érbita e

entao
e = —QZSBL - fgéiff’*h\/e(u 1) = —guupy U+ 1) (8.26)

geHt geHt
Hez = =% 2L, = - n Emgh = —geptBMy (8.27)
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Valores de ¢ e m, para cada n

n 1 2 3

l 0]0 1 0 1 2

me 0 1,0,1 1,01 | 2,1,0,1,2
N¢ de estados 171 3 1 3 5}
para cada /¢

nome do orbital | s | s p s p d
estados de spin | 2 | 2 6 2 6 10

N¢ de estados 2 8 18

para cada n

8.1.2.3 Precessao do dipolo

O torque do dipolo num campo magnético B
é

F=mxB (8.28)

e a energia potencial

—

U=—pm.B=qgupmB (8.29)

e a freqiiencia de precessao do dipolo ao redor A
da direcao de B ¢é

W = QZ;LLB B (8.30)

onde wp é paralelo com B. Das Egs.(8.29) e
(8.30) resulta

hwp = goupB = AU para Am, =1 (8.31)

Eq.(8.30) mostra que, para um dado campo magnético B, wp é uma constante que independe,
em particular, do valor de my, isto é, do valor da energia U. Isso significa que estamos em
presenca de um oscilador (quantico) cuja energia s pode variar por valores discretos de
hwp. E neste caso é exatamente o que ocorre pois o numero my; nao varia em mais de
uma unidade por vez (Am, = +1), emitindo (ou absorvendo) um quanta de energia hwp.
Esta é a fundamentacao tedrica da espectroscopia de ressonancia paramagnética eletronica
e, extendendo o raciocinio para os prétons no nicleo dos atomos, também da ressonancia
magnética nuclear.
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8.1.3 Numero quantico de spin

As evidéncias experimentais (experimento de Stern-Gerlach) obtidas na década de 20 do
século XX, indicaram que o elétron possuia um momento de dipolo magnético intrinseco,
independente de seu movimento orbital. Poderiamos pensar num elétron girando sobre ele
mesmo e por isso tendo um momento dipolar magnético de spin u,, devido a existéncia de
um momento angular intrinseco S e que, como no caso de L e iy, esses parametros estejam
quantizados

S = hy/s(s+1) (8.32)
S, = hm, (8.33)

onde s e m, sao o momento quantico de spin e o momento quantico magnético de spin,
respectivamente. Como no caso do movimento orbital podemos escrever também

I ::-—%535 (8.34)
Hsz = —GsiBIMs (835)

onde g, é o fator “g,” de spin. Experimentalmente concluiu-se que

s = 1/2 (8.36)
m, = —1/2,+1/2 (8.37)
gs = 2 (8.38)

Tudo o que foi dito sobre a precessao de um dipolo magnético em relacao ao momento angular
orbital, pode ser repetido em relacao ao momento angular de spin.

Spin e momento dipolar magnético: O proton também tem momento angular de
spin e por causa do seu spin, um préton num campo magnético B tem, como no caso do
elétron, um movimento de precessao com uma freqiiéncia angular caracteristica wp que vale

w?’ = gsu_BB gs = 2

h
, » eh
magneton de Bohr para o préton: pup = —
2m,,

Como exemplo compare, para um mesmo campo magnético, as freqiéncias de precessao para
o spin de um elétron e de um proton:
wp(elétron)  mp  1.67 x 10~*
wh(préton)  m,  9.11 x 103

~ 1833 (8.39)

A energia potencial para o dipolo magnético de um préton no campo magnético é
U=—ut.B

onde ;;Z ¢ o momento dipolar magnético de spin para o proton. Calcule a freqiiéncia da
radiacao absorvida ou emitida pelo proton, quando ele inverte a orientacao do seu spin, para
um campo B=1Wb/m?. Este sistema, como no caso do elétron, também é um oscilador
quantico no sentido que ele tem uma freqiiéncia de oscilagao fixa (wh) com diferentes estados
de energia quantizados.
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Figura 8.3: Momentos angulares
de spin e orbital, acoplados e
precessionando ao redor do vetor
momento angular total f, que por
sua vez precessiona ao redor do

eiro “2”.

Exemplo

Os dtomos excitados de sédio emitem duas linhas muito préximas (o dupleto de sédio)
cujos comprimentos de onda sao 588.995nm e 589.592nm.

e (Calcule a diferenca de energia entre os niveis de energia responsaveis por esses duas

linhas

1 1
AE = he(—— — 8.40
o5 1) (8.40)
1 1

= 6.63 x 107** 3 x 10%( —
0.588995  0.589592

) 105 =3.41 x 107 % ] = 2.1 8N

e Essa diferenga de energia ocorre porque o momento de dipolo magnético de spin (que
vale 1 magneton de Bohr) pode estar orientado no mesmo sentido ou em sentido opos-
to ao campo magnético interno associado ao movimento orbital do elétron. Use o
resultado do item acima para calcular a intensidade desse campo magnético interno

AE =341 x107%2] =2ugB  pp=9.27x 10 *Am? = B = 18.4 Tesla (8.42)

8.1.4 Interacao spin-orbita

O movimento orbital do elétron e o seu spin, ambos produzem momentos dipolares magnéticos
associados, que podem interagir um com o outro. Se esta interacao miutua é mais forte que
a interacao de cada um deles com o campo externo, entao aquela predomina ficando ambos
(spin e momento orbital) precessionando ao redor do vetor soma que é o momento angular
total J

J=L+8§ (8.43)
Neste caso é o momento total que tem sua componente J, quantizada

onde o mdximo valor possivel para m; deve ser

(M) max = [+ 1/2 (8.45)
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8.2 Regras de selecao para as transicoes atdomica

Quando um atomo é excitado, e um elétron passa para um nivel energético mais alto, apés um
tempo caracteristico ele decai emitindo um foton cuja energia é a diferenca de energia entre
ambos niveis. Essas transicoes porém nao ocorrem entre quaisquer niveis mas obedecem a
uma regra de selecao, originada nas medidas experimentais e depois justificada pela teoria.
Essa regra estabelece que as transicoes s6 podem ocorrer quando

Am; =0,+1 e Amy = +1 (8.46)

Isso significa que ao ocorrer uma transicao atomica, ocorre também uma variacao no valor
de A no momento angular (ao longo do eixo z) total no atomo. Em funcao do principio de
conservacao entao, o féton emitido no processo devera ter um momento angular (ao longo
desse mesmo eixo z) no valor de h, o que foi efetivamente comprovado experimentalmente.
Isso significa também que os fotons resultantes sao, por conta do seu momento angular
intrinseco, circularmente polarizados. E bom lembrar que na Teoria Eletromagética Classica,
o momento angular do campo é uma quantidade que independe do sistema de coordenadas
[?] 0 que estd em perfeita harmonia com o féton ter um momento angular préprio.

8.3 Funcoes de onda nos atomos

Limitar-nos-emos a descrever algumas funcoes de onda para um elétron isolado num atomo.

8.3.1 Atomo de Hidrogénio para n =1

No modelo de Bohr para o datomo de H, a energia potencial é eletrostdtica e representada
por

2

U(r) = (8.47)

dme,r

Uma solucao possivel para a equacao de Schrodinger com uma energia potencial dada pela
Eq.(8.47) é [?]

W(r) = Ae~ T/ (8.48)

U
pela condicao de normalizacao: / [(r)2dV =1 (8.49)

v

4

A2 /Oo e 2/ yrp2dy = 4| A? /Oo e 21/t 24, — 1 (8.50)
0 0

(8.51)

A integral da equacao acima se calcula assim

['(n+1)

* _ax
/ e z"dx =
Jo an+1

sendo que ['(n+1) =n! para n=0,1,2.... (8.53)
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U
/ () Pdo = 47— =1 (8.54)
1Y) dv = ﬂ(2/a0)3 = :
U
1 1
A= = (r) = ——— e T/ (8.55)
\/mad \/mwad
A densidade de probabilidade radial para o elétron é entao
P(r)dr = |¢(r)*dv (8.56)
1
= — e 2/t yrp2ar (8.57)
ma}
U
4
Pr) = —r?e 21/t (8.58)
a

o

A Eq.(8.58) esta graficada na Fig.8.4, e esse resultado mostra que nao ha uma érbita classica

,P(r)l

|

|

|

|
l}'} a
0

Figura 8.4: Probabilidade radial para a orbita de um elétron no atomo de Hidrogénio, para
n=1.

e bem definida como poderia indicar a expressao dos niveis de energia calculados pela teoria
de Bohr. Em lugar disso existe uma regiao de probabilidade para a nuvem de elétrons, com
uma posicao onde a probabilidade de encontrar esse elétron ¢ maxima

dP(r) 8 9 ay 8 1% o g
B / Cane /a0 — g (8.59)

de acordo com o indicado na Fig.8.4.
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Atomos: As energias dos estados quanticos do elétron num atomo de hidrogénio estao
dadas por
4 4
me” 1 me
E,=——— —— = 13.6eV 8.60
" 8e3h? n? 8e3h? (8.60)
onde r é a coordenada radial e n é o nimero quantico principal. Sua funcao de onda para
n=1 ¢

v ﬁ;ﬂ e /Mo (8.61)

Calcule:

1. O comprimento de onda da radiacao capaz de ionizar o atomo de hidrogénio no seu
estado fundamental (de menor energia).

2. A probabilidade de que, no estado fundamental, o elétron se encontre numa casca
esferica de radio r = Ry = 0.1 Ry

Dica: num intervalo pequeno, podemos aproximar

/ P ) de & )20 (8.62)

To—0T

8.3.1.1 Energia

Substituindo as Eqs.(8.47) e (8.48) na Eq.(8.9), lembrando que para n =1 deve ser £ =0 e
reagrupando termos, chegamos a expressao

<h2 _ < )1— " _p (8.63)

ma, 4me, ) r 2ma?

Sabendo que E deve ser independente de r, chegamos aos seguintes resultados:

h2 2 4 th
( o )Z()zmo — Mol (8.64)

ma, 4ne, me?
h? m et
E = — = — 8.65
2ma? 8eih? (8.65)

onde as expressoes para a, e para E correspondem exatamente as formulacoes para r, e E,,,
no caso n = 1, no modelo de Bohr, como indicado nas Eqs.(6.36) e (6.37), respectivamente.

8.3.2 Atomocom Z+#1en=2

Para o casode Z # 1, n=2,1=0e my; = 0, a funcao de onda para um elétron (iinico) num
atomo de nimero atomico Z é da forma

I
oo = A2 — Zr/a,)e 200 (8.66)
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Normalizando a funcao, obtemos o valor de A assim

2

'/Om 2dV = 1= A = 4\/1% (g) (8.67)

Substituindo a Eq.(8.66) na equagao de Schrodinger onde a energia potencial é [7]

Ze?

U=- 8.68
dme,r ( )
chegamos a expressao
' [ 4z 57 ZPr Ze? Zr Zr
— | = — — 2— —)=FKE2-—- — 8.69
2m [ ra,  2a? 4a§] 4de,r Qo ) ( Qo ) ( )
Reagrupando termos escrevemos
272 5R*Z?) 1 [20*Z  Zé? A Z
S = ik r=E@2-2r) (8.70)
Adre,a,  Ama? r | ma, 27, 8ma3 g

e considerando que a energia E nao pode depender de r, chegamos as seguintes relagoes

2Z?  5h*Z?
— = 2F 8.71
[4#50% 4ma? ] ( )
207 Ze?
l - ] ~= 0 (8.72)
ma, 2me,
A Z
- g2 (8.73)
8ma3 a,
nz?
Da Eq.(8.73) se obtém a relagao E = — (8.74)
8ma?
. ~ 1 me?
e da Eq.(8.72) se obtém a expressao para a, : — = — (8.75)
a, dreyh
172m 1
que substituida na Eq.(8.74) ou (8.71) resulta em E = %?’ (8.76)

que é, por sua vez, idéntica a formulacao de Bohr para n = 2 na Eq.(6.37). Note que
a expressao de a, na Eq.(8.75) corresponde ao raio do nivel fundamental para n = 1 no
modelo de Bohr.

8.3.2.1 Probabilidade
Para calcular a fun¢ao densidade de probabilidade P(r) neste caso (n =2 e [ = 0), procede-

mos como indicado anteriormente para se chegar & Eq.(8.58), assim:
Ar

P(r) = 4;% (g) (2= Zr/a)e 200 [Mrr? (8.77)

= P(r) = %(2 —rfag)te T/ (8.78)

]
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P(r)

Figura 8.5: Densidade de
probabilidade radial para a
orbita de wum elétron no
atomo de Hidrogénio para
n=2el=0 (m=0).

A
a;z'a

que foi graficada na Fig.8.5.



Capitulo 9

Conducao em solidos

9.1 Solidos

Num sélido, as distancias entre os atomos é suficentemente pequena como para poder alterar
significativamente as forcas internas dentro de cada atomo e neste caso, as propriedades da
molécula ou atomo pode ser significativamente alterada pela resenca de atomos ou moléculas
vizinhas.

Nos chamados sdlidos moleculares todos os elétrons na molécula estao apareados e por isso
nao podem formar ligacoes covalentes ou de qualquer outro tipo com as moléculas vizinhas.
A forga de ligaccao intermolecular é fraca e é chamada de “van der Waals”, originando-se
em interacao entre dipolos. Mesmo que a molécula nao tenha momento dipolar permanente,
os momentos dipolares intantaneos sao suficentes para induzir dipolos na molécula vizinha e
assim produzir forrcas (fracas) de ligaccao. Estes sélidos sao facilmente deform’aveis porque
a forca de ligacao intermolecular é fraca e nao é direcional. Por nao ter elétrons livres, sao
pouco condutores de calor e de eletricidade.

Os chamados sdlido ionicos como no caso do NaCl, estao formados por uma rede tridi-
mensional de iones positivos e negativos alternados. A forca intermolecular é forte e por isso
sao duros e com alto ponto de fusao mas sao maus condutores térmicos e elétricos porque
nao tem elétrons livres.

Nos solidos covalentes os tomos estao ligados por elétrons ompartilhados na camada
externa (de valéncia) e como essas ligaccoes sao direcionais, sao dificeis de se deformar. Por
nao ter elétrons livres, também sao maus condutores térmicos e elétricos.

Nesta parte vamos nos concentrar nos solidos metdlicos onde os ions positivos estao
estreitamente empacotados e os elétrons externos, que estao mais fracamente ligados nos
atomos individuais, estao compartilhados pelo conjunto dos ions, circulando livremente entre
eles. A ligaccao entre os ions positivos é resultado da presenca dos elétrons entre eles. Sao,
obviamente, bons condutores de eletricidade e de calor.

9.2 Condutividade

Um atomo de metal tem um ou mais elétrons desapareados na camada mais externa (valéncia)
e quando N desses fomos se aproximam suficentemente, o orbital de um se superpoe e é
compartilhado com os dos vizinhos ao mesmo tempo que se subdivide em N subniveis ener-
geticamente muito prximos, para alojar (respeitando as regras de seleccao) os elétrons dos N

93



94 CAPITULO 9. CONDUCAO EM SOLIDOS

E

b

*—rp

Figura 9.1: Movimento de elétrons num condutor elétrico, sob a¢do de um campo elétrico E, onde
A € a distancia média entre colisoes.

atomos prticipantes da estrutura. No desenvolvimento matematico que segue veremos que
a largura de cada banda contendo os N subniveis nao depende do nimero de atomos mas
da distancia entre eles na estrutura. Como o ninero N pode ser muito grande (da ordem
do niimero de Avogdro, 10?* 4tomos/mol) e a largura da banda ¢ fixa (de uns poucos eV),
fica evidente que a estrutura de subniveis em cada banda ¢é praticamente energeticamente
continua.

A Fig.9.1 representa o movimento de um elétron sob a acao de um campo elétrico. Esse
elétrons téem uma velocidade média, com direcao aleatoria, por estarem em equilibrio a uma
temperatura 7. Sob acao de uma campo elétrico externo F, eles sofrem um aefeito de arraste
em conseqiiéncia do qual adquirem uma velocidade de arraste, pequena comparada com a
sua velocidade média (de equilibrio térmico), na direcao desse campo. Vamos definir as
seguintes quantidades:

aceleracao entre colisdes: a = Ee/m (9.1)

velocidade média dos elétrons: o
caminho livre médio entre colisoes A
velocidade de arraste vy = at =a\/v < v

tempo entre colisoes:

corrente i = Snevy (9.2)
ANE )
densidade de corrente j = i/s = nevy = neal/v = nec—< =" "p (9.3)
vm mu
. , ne’\
condutividade: 0 = j/E = — (9.4)
mu

S EETEXI 95

onde n é a densidade volumétrica de elétrons e s a area da secao transversal. Para os caso
de termos elétrons e buracos, a condutividade é somada assim

O = NeGelle + Npqnitin (9.6)
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Figura 9.2: Representacao simplificada (mod-
elo de Kronig-Penney) do potencial elétrico
periodico U numa rede cristalina formada por
ions fizos e elétrons movendo-se livremente: Es-
tado solido.

Figura 9.3: Representagdo do potencial exato
para uma rede cristalina

9.3 Elétron no campo peridédico de um cristal: Estado
solido

Numa estrutura cristalina onde os atomos estao estreitamente “empacotados”, os elétrons na
camada mais externa de cada dtomo (elétrons de valéncia) sofrem forte interacao dos dtomos
vizinhos. O presente modelo simplificado [?] destina-se a descrever justamente estes elétrons
mais externos. A Fig.9.2 mostra o modelo simplificado do potencial periddico num cristal,
onde se move um elétron. O potencial perddico estd indicado por barreiras de potencial de
largura b e altura U, separados de uma distancia a. Se levdssemos em conta que o potencial
elétrico varia como 1/r perto do nicleo atémico, a forma do potencial periddico seria a
da Fig.9.3, mas isso é demasiado complicado para calcular e, por isso, aceita-se o modelo
simplificado da Fig.9.2

9.4 Equacao de Schrodinger

Vamos escrever a equacao de Schrodinger nas duas diferentes regioes indicadas na Fig.9.2.
Na regiao I temos que

—h* d?
Uy=0= ——+ 00 =F 9.7
0 o da? + 09 (G (9.7)
Na regiao II temos
—h2 de
Up= - —— + Uy = B¢ (9.8)
2m daz?
Vamos definir as seguintes quantidades:
2m
o = ?E (9.9)
5 2m

v = —(Uy — E) (9.10)
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O sistema de equagoes Eqs.(9.7) e (9.8) foi resolvido por Bloch, que propds a solucao
¥(z) = u(z) etk —1Et/N (9.11)

A amplitude dessa funcao nao é constante, diferentemente do caso do poco de potencial
infinito, mas uma funcao u(z) que se supoe ser periédica com a mesma periodicidade da
rede. Explicitando a derivada segunda

d*¢ d*u . du 2 ikx

e substituindo essa expressao na Eqs.(9.7) e (9.8) teremos respectivamente

d%u du

. au . aw 2 9 _

na regiao [ Pl Zdem (k" —a®)u=0 (9.13)
. d*u  _ du 9 9

na regiao I1 FPoi Z%R — (k" +7)u=0 (9.14)

As solugoes das Eqgs.(9.13) e (9.14) sao vibra¢oes amortecidas do tipo:
regiao I u; = etk (A el Be_m‘r) (9.15)
regiao IT wu;; = etk (C e 1T+ De’m) (9.16)

Para eliminar as constantes A, B, (U, e D usamos as condicoes de contorno, considerando
que ¢ e dip/dx sao continuas na interface entre I e II:

1.
2.
d d
o = amo (9.18)
Y
Al — ik) + B(—ia —ik) = C(—ik — )+ D(v — ik) (9.19)
3.
U[(Cl) = uH(—b) (920)
!
Aelia—ik)a | p (—ia—ik)a _ o (ik+7)b | p(ik—7)b (9.21)
4.
dU] dU]]
a]l‘:a - d ]x—fb (922)
Y

Ai(a o k) eia(a — k) B Bi(a + k) e—ia(oz -+ k) _
—C(y +ik) R+ 4 Dy ik etk — )b (9.23)
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Utilizando as 4 equacoes acima podemos eliminar as 4 constantes, resultando a relacao

V2 a2

2ary

sinh(vyb) sin(aa) + cosh(vb) cos(aa) = cos k(a + b)
Podemos ainda fazer algumas simplificagoes:

e A barreira de potencial é finita

Uyb —  finito
e A energia da barreira é muito maior que a energia do elétron
9 2m
U0>>E:>’)/ 'R‘J?Uoja<<’y

e A largura da barreira é muito pequena

2
vb = ”h—rg\/ (Ugb)b — muito pequeno pois b — 0

U
sinh(vb) &~ vb
cosh(vb) ~ 1

e Os atomos estao estreitamente “empacotados”, ou seja

b<<a

Com as simplificagoes indicadas, a Eq.(9.24) fica assim

m .
e Uybsin aa + cos aa = cos ka
ah

4

sin aa maUyb
+ cosaa = coska P=—3—
aa h

P

(9.24)

(9.25)

(9.26)

(9.31)

(9.32)

A Eq.(9.32) estd resolvida graficamente na Fig.9.4, onde temos aa = ay/2mE/(h*) em

abscissas. A energia E s6 pode ocupar as bandas “permitidas” indicadas na Fig.9.4 pelas

flechas, e separadas pelas bandas “proibidas”.

9.5 Conclusoes

e A largura das bandas permitidas vai aumentando quando aumenta a o< Vv E.

e A largura das bandas depende de P = 23Uqb sendo que:

1. Se Upb é grande = P fica grande também, as curvas sao mais verticais e as

larguras das bandas permitidas ficam mais estreitas
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Figura 9.4: Bandas discretas para a energia num campo periddico de um cristal: A curva azul
oscilante representa a fun¢do 10(sin nz/mz) 4+ cos 7z onde zm = aa (proporcional a VE) e onde foi
arbitrariamente adotado o valor P = 10, que é proporcional a Uyb. Ela intercepta os valores +1 e
-1, sinalizndo assim a posicao das bandas permitidas para a energia, indicadas pelas flechinhas no

grafico

2. Se Uyb é pequeno = as bandas permitidas sao mais largas

3. Se

P —0=cosaa=coska=a=k (9.33)

4

h2k?
E= (9.34)

2m

4

2 2
- _ (WA
5 = o elétron livre (9.35)
4. Se
Pooom 0= aa=nr (9.36)
aa

U

5 nt\? 2mE
=(—) = 9.37
“ < a > h’ ( )

U

m2h?
E = 2 .

il (9.38)

que é a mesma equacao que descreve o movimento de um elétron num poco de
potencial infinito. Isso significa que temos as condic¢oes que descrevem um atomo
isolado.
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Figura 9.5: FEstrutura de bandas para o cobre onde estio representados os primeiros 3 niveis
quanticos principais ligados a cada um dos dtomos, e o nivel mais externo (n=4) compartilhado
com as dtomos vizinhos e por isso subdividido em numerosos estados quanticos formando a banda
de conducao

E (eV)
2
_ / A Eq.(9.32) pode ser graficada de forma de
mostrar a relagao entre o parametro k£ (em
15 abscissas) e a energia F (em ordenadas), co-
mo aparece na figura ao lado, que foi calcu-
lada para os seguintes parametros:
1
a=9.77x 10 ""m (9.39)
U
p=39x10"eVm (9.40)
05 q
Note a presenca de bandas “proibidas” na
faixa de 0.4eV e 1.6eV.
0
0 02 04 06 038 1k(1’(A]

estimativa da largura da banda AFE:

AE = (2x1— 1)#% ~ 3eV (9.41)
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9.5.1 Resumo

Elétrons fortemente ligados:
Uo — OO

4
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Elétron se movendo num
potencial periddico: Estado
sélido

Elétron nao ligado: livre

Elétron ligado num tnico
atomo ou ion I
Estrutura de bandas muito
estreitas com energias disc-
retas da forma

Usb — 0

Banda infinitamente larga
Bandas com larguras cres-

centes com a energia da
banda.

272
Th

= n
2ma?

E,

n=4

| =4

n=3

| =3

| =2 | | n=2

i =1 1 =1

9.6 Isolantes, metais e semicondutores

A Fig.9.6 mostra a estrutura de bandas de um isolante tipico como o diamante, onde o
ultimo nivel ocupado estd cheio e muito separado (energia de “band-gap” grande) do préximo
nivel que o elétron poderia ocupar. Isso torna impossivel movimentar um elétron da banda
ocupada, pela acao de um campo elétrico: Nao ha como lhe ceder um adicional de energia
(cinética) para movimentd-lo. J4 o caso do condutor na Fig.9.7 é diferente pois o dltimo
nivel ocupado esta na verdade semi-ocupado e assim é possivel que qualquer elétron adquira
um excedente de energia cinética (sob acdo de um campo elétrico por exemplo) para se
movimentar. A Fig.9.8 mostra a estrutura tipica de um semicondutor como no caso do
Ge. Neste caso o ultimo nivel ocupado esta cheio como no caso de um isolante, mas a
distancia (“band-gap”) até o préximo nivel superior disponivel para receber um eletron é
muito pequena: F, = 0.7 eV e pode ser facilmente superado, inclusive sob a¢ao da luz visivel.

A Fig.9.9 ainda mostra o caso de um semi-metal como o Mg que deveria ser isolante mas



9.7. ENERGIA DE FERMI
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Figura 9.6: Estrutura de ban-
das de um isolante tipico co-

vazio

Figura 9.7: Estrutura de ban-
das de um condutor tipico co-
mo o cobre onde Er = TeV,
mostrando a BC parcialmente
ocupada.
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Figura 9.8: Estrutura de ban-
das de um semicondutor tipico
como o Ge onde E;, = Ec —
Ey = 0.7 eV, onde Ec € o
valor da energia na base da
BC e Ey € a energia no topo
da BV

vazio

Ec

mo o diamante, mostrando
a banda de waléncia BV, a
de condugao (completamente
vazia) e a banda proibida en-
tre ambas.

3p

Figura 9.9: Estrutura de bandas de um semimetal como o Mg onde a banda superior (3p) se
superpoe parcialmente a banda inferior (3s), fazendo com que ambas fiquem parcialmente ocupadas.
Por isso o material apresenta um comportamento condutor apesar de ter 2 elétrons no nivel 3s e por
1850, o nivel estando completo, deveria apresentar um comportamento tipico de material isolante.

é condutor, devido a superposicao das bandas 3s e 3p, como ilustrado na figura.

9.7 Energia de Fermi

Queremos estudar como se distribuem os niveis de energia dentro de uma banda parcialmente
ocupada, o que caracteriza um condutor.

9.7.1 Densidade de estados quanticos

Vamos nos limitar aos elétrons da banda de conducao onde eles estao fracamente ligados e
por isso podem ser considerados praticamente livres. Assim esses elétrons livres podem ser
considerados confinados num poco de potencial infinito cujas dimensoes sao as do préprio
cristal. A energia de um elétron num poco de potencial infinito e largura L esta dada pela

Eq.(7.53)
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_= —h2 n2
" 8ml?

Para o caso tridimensional (cubo de arestas L x L x L) podemos escrever

h’Q 2 2 2
E, = — (ng +n, +n;) (9.42)
n’ = ni+n, +n (9.43)

Considerando que L > h/\/m, a quantizacao da energia é muito pequena (como no caso de
um oscilador mola-massa macroscépico) e nesse caso a expressao da energia E, na Eq.(9.47)
¢ praticamente uma funcao continua, mesmo que consideremos so valores inteiros para n,,
ny e n,. Cada ponto (n,,n,,n,) corresponde assim a um estado de energia £,. Uma casca
esférica de raio n é o lugar dos pontos que representam estados de energia E, e dentro da
esfera limitada por essa casca esférica estao inclusos os estados de energias menores que FE,,.
O numero de estados com energia igual ou menor que E,, é proporcional ao volume dessa
esfera. Como os numeros quanticos devem ser positivos, os nimeros n s6 podem ser definidos
no octante positivo. Assim o nimero de estados com energia igual ou menor que £ = E,
esta dado por

1
N(E) = g47m3/3 (9.44)
2L
da Eq.(9.47): n = - 2mkE (9.45)
8v2r L3

O ntimero de estados com energia entre E ¢ E + dF, por unidade de volume (L?) e por
unidade de energia (dF) chama-se de densidade de estados e vale

1 dAN(E) 3 =8/21 ., 8v/2m
Z(E) = 2— - VE 12 %9 ="YX 32/E 4
(B)=253—q5 =VESgm m' X PR (9-47)

onde o fator “2” representa os dois estados de spin possiveis:+1/2, —1/2. Assim cabem 2
elétrons em cada estado de energia.

9.7.2 Distribuicao de Fermi

A distribuicao de energias num conjunto de particulas de spin 1/2 como os elétrons e sua
dependéncia com a temperatura estd descrita pela distribui¢ao de Fermi-Dirac F(FE) (vide
Fig.9.12) que indica a probabilidade que o nivel de energia F esteja ocupado por elétrons

1
T 14 (B Ep)/ksT

F(E) (9.48)

onde E é a chamada energia de Fermi.

e Se o nivel E esta totalmente ocupado por elétrons entao F(E)=1, para T = 0.
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Figura 9.11: Grdfico da Eq.(9.52)

Figura 9.12: Fun¢do F(E) para T = 0
(curva vermelha) e para T > 0 (curva
preta)



104 CAPITULO 9. CONDUCAO EM SOLIDOS

e Se esse nivel estiver vazio, entao F(E) = 0 para T = 0.
e Para £ = Ep, F(E) = 1/2, para qualquer T > 0.

Qual é a probabilidade de que um estado 0.1V acima da energia de Fermi esteja ocupado
para T'= 800KT

1
F(E - Ep =0.1eV) = T e = 019 (9.49)

14 e 1.38 x 10-23800

E qual a probabilidade de um estado 0.1V abaixo de Fp estar ocupado, nessa mesma tem-
peratural’

1
F(E — Ep = —0.1eV) = T TE e = 08! (9.50)

1+ ¢ 1.38x 1023800

Qual é a probabilidade de um estado 0.1V abaixo de Er nao estar ocupadol: = 1 — 0.81 =
0.19, que é justamente a probabilidade de existirem buracos. O buraco é justamente um
estado vazio numa faixa de energia em que a maioria dos estados esta ocupada.

Das consideragoes acima fica claro que o nivel dado pela energia de Fermi representa o
nivel preenchido pelos elétrons na banda de conducao, para T = 0.

9.7.2.1 Calculo de Ep

O numero total de estados ocupados corresponde ao nimero total n de elétrons livres por
unidade de volume na banda de conducao

+o00o
n = / Z(E)F(E)dE (9.51)
Jo
Ep
~ / Z(E)dE (9.52)
0
e substituindo Z(E) pela sua expressao em Eq.(9.52) resulta
87T\/§ 2
n=— m3/2§E§’;/2 (9.53)
2/3 ;9
3 h
= Ep = —n?/8 9.54
o= (1) (9.59
Exemplo: O nimero de elétrons livres (por unidade de volume) no cobre é igual ao

numero de atomos de cobre:
6.02 x 10%*(at/mol)8900K g/m?

n= Nyd/A= 0.06357 g /mol = 8.4 x 10*elétrons/m?* (9.55)
A energia de Fermi (Eq.(9.59)) para o cobre serd entao
2/3 2 —68
3 6.632 x 10 1
= 8.4 x 10%)23 — — —70eV 9.56
r (16\/%) 011 x 107 A X W0 e g = 10 (9-56)

que estd de acordo com o valor indicado na literatura [?].
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Exemplo: Energia de Fermi e largura de banda O sddio ¢ um metal monovalente
com densidade 1.013g/cm? e massa molar de 22.99g/mol.

1. Calcule sua energia de Fermi
2. Estime a largura de sua banda de conducao no estado fundamental. Lembre que o
Na esta na primeira coluna da Tabela Peridodica dos Elementos. Se ele estivesse na

segunda coluna ele ndo seria, em principio, um condutor por ter o nivel atémico s
completo com dois elétrons.

Condutores

A figura ao lado representa a
densidade de estados ocupados
Z(E)F(F) em funcao da energia,
paral > 0K, sendo ésta energia
medida a partir da base da ban-
da de condugao (BC), num metal
que, como no caso do Cu, libera
1 elétron por atomo para a BC;
se em lugar de 1 fossem e elétrons

{unidades arbitrarias)
=

Zi{E)

por atomo, ele seria um isolante e
nao um condutor.

Calcule aproximadamente:

1. A energia de Fermi Er
2. A largura da BC

3. A fracao de elétrons na BC que estao acima da Fy nessa temperatura T > 0K. Voce
pode estimar as integrais graficamente, se auxiliando com os pequenos retangulos que
formam o fundo da figura.

4. Qual seria a forma do grafico para T=0KI Desenhe por cima da figura.

Pocgo de potencial e energia de Fermi

Considere um poco de potencial infinito onde colocamos 10 elétrons. Lembrando a regra
de exclusao de Pauli (em cada estado nao pode haver mas de um elétron com o mesmo
nimero quantico de spin), calcule:

e O nivel de Fermi

e A energia total desses elétrons

9.7.3 Semicondutor

Chamame-se intrinsecos os semicondutores puros e extrinsecos aqueles dopados com algum
tipo de impureza.
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9.7.3.1 Semicondutor intrinseco

Devido ao baixo valor da energia de separacao (band gap E, na Fig.9.8) entre a banda de
valéncia (BV) e banda de condugao, mesmo a temperatura ambiente, sempre temos alguns
poucos elétrons na banda de conducao (BC) e, conseqiientemente, o mesmo niumero de
buracos deixados para tras na banda de valéncia (BV). Vamos calcular primeiro o niimero
de elétrons livres na banda de conducao, isto é, tomando como referéncia zero para a energia,
o valor E¢ do nivel inferior da BC. Utilizando a integral na Eq.(9.56) e fazendo a aproximacao

E — By
F(E) = ~e ksl para E— Ep> kT (9.57)

1+ e ksT
escrevemos

E - Ep
8\/§7T 3/2 +oo - T
R /EC JE—Ege kT dE (9.58)

E
8\/§7T +oo -
= S mi Lr/(ksT) /E JE — Ece kT dE (9.59)

C

5 Er — Eo E  Eeo
8O L, — o [t T
= S Emire ksl /0 JE Ece k8T d(E—Ec)  (9.60)

Sabendo que
+o0 o 1
Vre “dr = —\/E (9.61)
0 2a V a

a equacao acima fica

Ep — Be

8v/2 kgT
;= %mzﬂ e kT % rkgT (9.62)
Er — Ec
- Arv/2 3/2k3/2
= Nge FksT Ny = %mgﬂjﬁ/? (9.63)
Para o caso de elétrons e T' = 300K podemos calcular
Ne =251 x 10 m™? (9.64)
Ec — Er
n; =251 x10%e kT m73 (9.65)

onde N¢ é a "densidade de estados equivalente” calculada na base da BC e que foi suposta

aproximadamente igual para o resto da BC. Procedendo similarmente para o nimero de

buracos no topo da BV, e sabendo que para os buracos temos que substitur F(E) por
E — Er

1-F(E)~e kT

E - Ep
8V2m 30 BV LT
po= =y /m JE, —Ee kT dE (9.66)
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E
8271 _ Ev PG
= il Ep/(kpT) ./m JEv — BEeksT 4B (9.67)

/3 Ey — Ep Ey - E

8v/2 — 5 [t -

= S Emie kel /0 JE, —Ee kT a(By —E)  (9.68)
Ey — Ep
_r 7 4y/2 3/2k3/2

= Nye FksT Ny = %miﬂjﬁﬂ (9.69)

onde Ny ¢ a densidade de estados no topo da BV, similarmente ao raciocinio acima para os
elétrons.

Fazendo o produto das Eq.(9.68) e (9.74) achamos

Eyv — Ec
4\/§7r3/2k%/2

ni =p; = \/np = T\/WWT?’/? e 2kpT (9.70)

Comparando Eq.(9.75) com (9.74) ou (9.68) e supondo my, &~ m, chegamos ao resultado

chEF ~ (Ec*Ev)/QZEg/2

O que significa que o nivel de Fermi esta aproximadamente no meio do gap.

Exemplo Calcular o nimero de elétrons livres na BC e a condutividade, do Germanio
puro a temperatura ambiente.

e Numero de elétrons livres na BC:

— Vamos utilizar a Eq.(9.75) supondo

mp ~me ~9.11 x 103" Kg (9.71)
— e utilizando o valor [?]
E, =0.66eV para T = 300K (9.72)
NRTIT ~0.33

S T32 00,0255 & 6 x 10%m P

h3

Note que num condutor metdlico n ~ 102 m—3

e Condutividade: Sabendo que para o Ge [?]: p, = 0.39m?s™ 'V "' e py = 0.19m?s 'V !
entao:

o = niepe + piepn ~ 6 x 10116 x 10717(0.39 + 0.19) = 5.57Q 'm*

Para metais temos o ~ 107 Q 'm~!



108 CAPITULO 9. CONDUCAO EM SOLIDOS

‘-n-l)_
‘-n-))_
)

T =

Figura 9.13: Representagao de um semicondutor de Si tipo P, dopado com Al. Os centros aceita-
dores de elétrons (Al*T) estao um pouco acima do nivel da BV (E, < E;) e o resultado disso é

um excesso de buracos na BV.
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Figura 9.14: Representacao de um semicondutor de Si tipo N, dopado com P. Os centros doadores

de elétrons (P5T) estio um pouco abaizo do nivel da BC (Eq < E,) e o resultado disso é um
excesso de elétrons na BC.
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9.7.3.2 Semicondutor dopado

Num material dopado, alguns dtomos do semicondutor (p.ex. Si) na rede cristalina sao
substituidos por atomos com menor (p.ex. Al) ou com maior (p.ex. P) nimero de elétrons
na camada de valéncia, como ilustrado nas Fig.9.13 e Fig.9.14, respectivamente. No caso da
impureza de Al** por exemplo, aparece o defeito (buraco) de um elétron numa das ligagoes
e isso faz com que aparecam buracos na BV, na mesma proporcao dos atomos de AT
adicionados no cristal de Si. A energia para aceitar um elétron nesse defeito é £, < E, e
por isso os elétrons se movem facilmente de buraco em buraco. O resultado é como se o0s
buracos se deslocassem pela BV. Uma situagao similar mas inversa acontece para a impureza
de P°* onde um dos elétrons do P nao entra nas ligacoes com os dtomos vizinhos de Si e
por isso fica muito fracamente ligado dando lugar a elétrons que passam facilmente a BC
com uma energia F; < Fg.
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Exemplo Para o caso de Ge dopado com As na concentraciao de Np = 5 x 10%em =3 e

sabendo que a energia necessaria para arrancar um elétron do As é de Fo — E;=12.7TmeV
[?], calcular, para a temperatura ambiente 7' = 300K

e O nivel de Fermi:
Podemos utilizar a Eq.(9.70) para descrever a densidade de elétrons livres na BC
Eo — Ep
n=N,e kT (9.73)
onde N, = 2.51 x 10?> m 3 para elétrons e para T=300K. Uma equacao similar pode ser

utilizada para descrever a densidade de doadores ionizados (N})), isto é, que liberaram
um elétron

Er — Eq
Ny =Npe  ksT (9.74)
onde Np =5 x 1022 m~? ¢ a densidade de defeitos (dtomos de As). Vamos supor que
o numero de elétrons intrinsecos na BC é desprezivel comparado com os (extrinsecos)

liberados pelo doador. Nesse caso e para garantir a neutralidade elétrica deve ser
n = N}, e entdao temos

Ec — Ep Er — Ey
Noe k8T = nNpe ksT (9.75)
Ec—E; kgT . N,
Ee— Ep = 1 9.76
c F 5 + 5 M N, ( )

A Eq.(9.81) mostra um resultado geral: que o nivel de Fermi encontra-se no meio entre
a BC e a energia do dopante (doador) a menos de uma correcao dada pelo dltimo
termo da direita que representa a relacao de densidade de estados entre a BC e o nivel
doador. Para o nosso caso concreto temos

0.0127 2.51 x 10%
Ee — Ep = 0255/2In == .
c — Eg +0.0255/2In =——— (9.77)
Ec—E
Ec — Ep = % +0.079 = 0.086eV (9.78)

o que significa que o nivel de Fermi estd a 86meV abaixo da BC e, conseqiiéntemente,
por debaixo do nivel Ey. Isso nao é possivel pois sendo Er — Ep < 0, a Eq,(9.79)
resulta em N5 > Np o que é impossivel. Nesse caso temos que reexaminar nossas
hipdteses: ja que os doadores poderiam estar acima do nivel de Fermi, poderiamos
entdo supor que estdo todos ionizados, isto é que N, ~ Np. Substituindo Np = n
(neutralidade elétrica) na Eq.(9.78)

Ec — By
n=Np=5x102=N,e ksT (9.79)
Ec — Ep = kgT'In(N,/Np) = 0.15¢V (9.80)

o que coloca Er a 0.15eV abaixo da BC. Precisamos ainda verificar a hipdtese de que os
elétrons na BC sao amplamente extrinsecos com contribuicao quase nula da excitacao
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intrinseca. Para isso calculamos a densidade de elétrons (n;) gerada intrinsecamente e
a comparamos com n = Np:

Ec — By
ni = Nye 2kBT (9.81)
n =~ Np (9.82)
0.33
N, —7 7
ni/n = ——e k8T ~12x1073 (9.83)
Np

o que verifica nossa hipotese.

e A condutividade:
Sabendo que para o Ge é i, = 0.39m?s 'V 1 [?]

o=neu ~5x10" x 1.6 x 107" x 0.39 = 3120Q 'm !

e A a probabilidade de que um estado na base da BC esteja ocupado, para os casos:

— o0 Ge dopado

1 1

F(Ep) g = _ ~ 2.8 x 1077
(Bc)dop . e(EC_EF)/kBT 14 60.15/0.0255

— o Ge puro

1 1

_ _ ~ —6
FBe) o = =B By haT — 4 03300255 ~ 2410

e A probabilidade de que um doador nao esteja ionizado

1 1

— ~45x 1073
1+ (Ba—Er)/ksT — 1 4 .(0.138)/0.0255

F(Ey) =

o que significa que praticamente todos os atomos de As estao ionizados e verifica nossa
hipitese anterior de que n = N} = Np.

9.7.4 Contatos ohmicos e contatos retificantes
9.7.4.1 Contato metal-semicondutor

A Fig.9.15 mostra um esquema de um metal M com funcao de trabalho ¢, (a energia
necessaria para arrancar um elétron desde o nivel de Fermi) e um semicondutor tipo N, com
funcao de trabalho ¢g, sendo que ¢ > ¢5. Ao se colocar ambos em contato elétrico, elétrons
fluem do semicondutor ao metal, deixando para atrds uma zona (de deplegao) com falta de
elétrons (e carga positiva) no semicondutor. No lado do metal, devido a grande quantidade
de elétrons livres nele, os elétrons que ingressam pela interface nao podem penetrar no
seu volume e apenas se depositam na interface: nao ha zona de deplecao no metal. Essa
distribuicao de cargas cria uma barreira de potencial AV & ¢, — ¢5 para levar assim o fluxo
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Figura 9.16: Comportamento do contato reti-
ficante da Fig.9.15 sob a¢ao de uma tensdo
elétrica: ao abaixar artificialmente o potencial
da barreira (linha vermelha) e o campo liquido,
usando uma bateria, por exemplo, jaig > Jdrift
e entao aparece uma corrente liquida na direcao
de jaig. Se a tensao aplicada for invertida, a
barreira aumenta e assim jJaig << Jdrift sendo
que nesse caso predomina uma corrente muito
pequena na dire¢ao de Jdrift-

Figura 9.15: Contato retificante metal-
semicondutor tipo N: Neste caso a funcao de tra-
balho do metal s € maior que a do semicondu-
tor ¢g e por isso, ao se por ambos elementos em
contato elétrico, os elétrons fluem inicialmente
do semicondutor para o metal até formar uma
barreira de potencial que compense a diferenca
de funcdao de trabalho. No equilibrio, a barreira
de potencial faz com que jair + Jariee = 0

de elétrons ao equilibrio, sendo que nesse ponto a corrente de difusao jgir dos elétrons (que
vém do semicondutor tipo N) e a de arraste jqn se equilibram. Esta ltima é a produzida no
interior da zona da barreira de potencial, devido a geracao térmica de pares elétron-buraco,
que nao depende do tamanho da barreira mas da temperatura e a natureza do semicondutor.
Ao aplicar um potencial externo sobre o conjunto metal-semicondutor, como indicado na
Fig.9.16, a barreira é modificada e, para valores positivos de V', jgig aumenta muito sobre
a Jari;- Para valores negativos de V', a barreira aumenta muito e por isso jgi¢ diminui de
forma que o termo predominante é jq.r, que é constante e muito pequeno. Trata-se assim
de um contato retificante. Se o semicondutor fosse do tipo “P”, a barreira se formaria na
interface igualmente sem, no entanto, se formar uma zona de deplecao no semicondutor. A
barreira seria muito fina e por isso facilmente tuneldvel para a passagem dos elétrons de
um lado para outro. Formar-se-ia assim um contato ohmico e nao retificante. O mesmo
aconteceria para o caso da Fig.9.15 no caso em que ¢, fosse menor que ¢g. Neste caso os
elétrons fluiriam do metal ao semicondutor mas, devido ao excesso de elétrons neste ultimo,
eles nao formariam uma zona de deplegao (carregada negativamente, neste caso). As cargas
(positivas no metal e negativas no semicondutor) ficariam apenas numa regiao muito estreita
na interface, para formar a barreira de potencial necessaria para contrabalancear a diferenca
de funcoes de trabalho de ambos materiais, mas a espessura dessa barreira seria muito fina e
assim, facilmente tunelavel pelos elétrons. De novo teremos entao um contato chmico. Com
0 mesmo raciocinio verifique que para o caso de um semicondutor tipo “P” e com ¢y < ¢g,
terfamos um contato retificante simetricamente invertido em relacao ao da Fig.9.16.
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9.7.4.2 Diodo retificante

E=0

< CoAL
Ed_]' ____________________ Er Figura 9.17: Contato retificante numa
¢P [ jungao NP entre um semicondutor tipo-N
Be L J‘E de um lado e tipo-P do outro. Neste caso
P € necessariamente ¢p > ¢n € por isso se
BY BY foma uma zona de deplecao e barreira de
potencial como indicado, para que jaig +
EE Jaritt = 0. Como no caso da Fig.9.15, ao
R N baizar a barreira de potencial com auzilio
P S N de uma fonte externa, aparece uma forte
e corrente direta jair > |jariet|; ao inverter
AV} E<«——r a polaridade predomina a corrente reversa

i |7ariet| > jaig que € muito pequena.

Se colocamos em contato um semicondutor dopado “N” com o mesmo dopado “P”, tere-
mos que ¢p > ¢y e assim os elétrons vao fluir do tipo-N para o tipo-P criando uma zona de
deplecao ( carregada positivamente no primeiro e negativamente neste ltimo) como indicado
na Fig.9.17, produzindo-se assim um contato retificante: Diodo retificante semicondutor.

9.7.4.3 Fotodiodos
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Figura 9.18: Fotodiodo tipo NP Figura 9.19: Fotodiodo tipo P-i-N

A Fig.9.18 mostra um diodo tipo “NP” utilizado como medidor de luz: os fétons caindo na
regiao de deplecao, na interface, produzem pares “elétron-buraco” que, sob acao do potencial
imperante nessa regiao se separam, produzindo uma corrente elétrica que pode ser medida.
Jéa os pares “elétron-buraco” gerados fora dessa regiao se recombinam facilmente e nao geram
corrente nenhuma. Se os materiais sao fortemente dopados, a barreira de potencial é grande
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mas a area (de deplegao) til na interface para detegao efetiva de fétons é estreita. Para
aumentar a sensibilidade temos que aumentar essa area e isso é feito com os fotodetetores P-
i-N ilustrados na Fig.9.19 onde ha uma regiao de material intrinseco entre o tipo-P e tipo-N,
que ¢é a regiao util para a detecao. Em ambos os casos, a equacao que controla a densidade
de corrente gerada no fotodiodo, no escuro, é a chamada equacao de Shockley

eV _op 9w
j=j(eksT 1) onde j,oxT?e kT (9.84)
eV
onde jaur = jseFBL e juun = j, (9.85)

9.7.4.4 Exemplo:

Para o caso de uma juncao NP, a corrente i, = 5nA o j;. Neste caso, vamos verificar o
comportamento retificante do dispositivo, calculando as correntes ¢ o< j para a polarizacao
direta e inversa onde V = 0.5V e V. = —0.5V respectivamente na Eq.(9.89). Assim para a
polarizacao direta temos

i =5x107°(9-5/0:0255 1) _ o gAmperes (9.86)
e para a inversa:
i=5x10"9(e 0500255 _ 1y — 5% 1079 Amperes (9.87)

Ao incidir luz de irradiancia I no fotodiodo, aparece um novo termo na Eq.(9.89), dado
pela geracao de pares elétron-buraco na regiao “intrinseca” e/ou na zona de deplecao, ficando
assim

eV
j=js(eksT" —1)—j, onde j,oc ! (9.88)




