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1. Introducao

1.1 Sistemas

Definindo um Sistema como um conjunto de elementos que se relacionam entre si de alguma forma e
gue dependem de parametros, podemos classificar Sistemas Dindmicos como Sistemas cujas variaveis
constituintes variam no tempo, seja ele discreto ou continuo [1]. Como a variacdo de uma determinada
varidvel no tempo pode ser descrita por uma derivada, em geral um Sistema Dindmico pode ser representado

por um conjunto de equacgdes, muitas vezes complicadas para se resolver analiticamente.

A ndo-linearidade de um Sistema se deve a ndo sobreposicdo de efeitos, ou seja, sdo Sistemas que
evoluem com um comportamento desequilibrado e aperiddico, extremamente dependentes das condicdes
iniciais.

Entende-se por espaco fdsico um espaco formado pelas varidveis do sistema, sendo um ponto no espaco
equivalente a um possivel estado do sistema. Assim, um conjunto de comportamentos caracteristicos em um
espaco fasico para o qual evoluiu um Sistema Dinamico, independentemente do ponto de partida, é

denominado atrator. De forma geral, podemos classificar os tipos de atratores:

e Pontos fixos sdo singularidades onde trajetédrias suficientemente perto convergem a medida que o
Sistema evolui.

e Orbitas fechadas ou ciclos limite, para sistemas com pelo menos duas dimensdes, s3o trajetdrias
fechadas no espago fasico para as quais nenhuma trajetdria préoxima é também fechada. Sendo
assim, trajetérias préoximas devem ser espirais para frente ou para longe do ciclo limite.

e Atratores estranhos sdo aqueles em que o Sistema flutua continuamente entre varios estados, mas

ndo caracteriza um movimento oscilatério ou fixo.

Outros elementos que aparecem na dindmica dos Sistemas sdo os repulsores (trajetdrias que passam
suficientemente perto divergem) e os pontos de sela (convergéncia ou divergéncia - dependendo da regido;

em casos de pelo menos duas dimensdes).



Atratores Repulsores FPonto de

Sela
| I
AN
— -
/T\ m«
(&) nd estavel (¢) nd instawvel (&) ponto de sela

=
« @)

= |

(b) espiral estavel | (d) espiral instavel

—‘j
Q{,/

I

@

N\

Figura 1.1: Classificagdo da estabilidade dos elementos dindmicos.

1.2 Expoente de Lyapunov

O trabalho do matematico russo Aleksandr Lyapunov no século XIX deu origem ao desenvolvimento da
teoria da estabilidade de Sistemas Dinamicos, onde é discutida a evolugdo de Sistemas e seu comportamento.
Podemos conhecer o carater divergente, dissipativo ou conservativo de um Sistema Dinamico através do
Expoente de Lyapunov (EL), que descreve a velocidade de fase com a qual dois pontos préximos no espago

fasico aproximam-se ou afastam-se. A seguir é introduzido o conceito associado.
Consideremos inicialmente Sistemas continuos com m equacdes diferenciais ordinarias.

Podemos representar um pequeno hiper-volume esférico de teste de estados iniciais vizinhos y; e

raio £y(xo) em torno de um ponto inicial xo de uma linha ao longo da trajetéria de evolugdo, isto &,
[yo — %ol < &o(x0)

A medida que o Sistema evolui no tempo o fluxo deforma a hiper-esfera num objeto hiper-elipsoidal

com eixos principais &, (t); k = 1,2,3, ..., m. Os expoentes de Lyapunov medem o crescimento exponencial

dos eixos principais e sdo definidos por

g()
Ai=lim lim -ln——; i=1,
t—oogg(x0)=0t  £9(xg)

ey



Figura 1.2: Evolugdo de um elemento de volume esférico de raio €o(xo)

em torno de um ponto inicial xo. (Caso Bidimensional)

Podemos concluir que a existéncia de um ou mais expoentes de Lyapunov positivos define uma

instabilidade orbital nas dire¢6es associadas, pois se 4; é positivo entdo no limite temos &;(t) > €5 (x,).

Percebe-se entdo que um expoente de Lyapunov positivo € um dos mais importantes indicadores do caos.

1.3 Mapas

1.3.1 Definicao

Mapas sdo relagdes matematicas que representam Sistemas Dindmicos no qual o tempo é uma

variavel discreta e a evolugdo temporal da variavel x..1 depende do seu valor no instante anterior x:. De forma

geral, escreve-se:
Xt+1 = M(Xt)

onde a sequéncia de pontos a partir de um ponto xo define uma trajetdria. Neste caso, o conceito de

ponto fixo apresentado anteriormente pode ser escrito como x* = M(x*).

Um tipico exemplo de Mapa discreto utilizado na introdugdo a Sistemas Dinamicos é o Mapa Logistico
[2], descrito pelo bidlogo Robert May em 1976 para representar um modelo populacional para insetos. A

equacdo do Mapa Logistico é:

Tpi1 =1x(1 — x,),

onde associa-se um nimero x, € (0, 1) a0 numero Xn+1, sendo r € (0, 4] um parametro.



O interesse por tal modelo reside no fato de que para certos valores de r a dindmica do Sistema muda

drasticamente.
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Figura 1.3: Atrator para qualquer valor do pardmetro r do Mapa Logistico.

1.3.2 Calculo do Expoente de Lyapunov para Mapas Unidimensionais

A definicdo dos EL’s para Mapas é bastante similar ao conceito apresentado anteriormente.

Seja o Mapa unidimensional
Xn+1 = F(Xn).

Escolhemos dois pontos iniciais ag e bo, sendo a distancia entre eles iguala § = by, — a,.

Apds uma iteragdo a nova distancia é da forma &; = b; — a4, tal que §; = el§.
Reescrevendo,
8, = F(bo) — F(ay)
8, =F(ag+6) —F(ay) = eks
|F(ao + &) — F(ap)| = |5le*"
Apés iterar o Mapa n vezes tem-se |FN (ag + 8) — FN(ay)| = |S]etN, onde FN(x) = F(F ...F(x) ...),
N vezes. Tomando o logaritmo natural dos dois lados da equagao podemos escrever:

L= 1l FN(ag+ 6) — FN(ay)
N 5




Agora consideremos uma distancia inicial infinitesimal, com § — 0, apds um nimero infinito de

iteracdes (N — o). Temos que:

FN(ay + &) — FN(ay)

1 ‘dFN(aO)
In|—————

AMap) = L(ay) = Al’i_r:rgo(lsi_r:r(l)ﬁln

5 N> N da,
Pela regra da cadeia sabemos que
L PV (ap) = = Fay—1) ~— F(ay—2) =~ F (o)
da, %o ~ da, -1 da, -2 dag %o
E simplificamos
Aa) = Jim 2| ] 4 Flao| = Jim 2515 0l (o) Equagio 1
ap) = lim =1n —y dag a)| = lim Z>=¢ In a; (Equacgdo 1)

Obtemos a expressdo que é por definicdo o expoente caracteristico de Lyapunov. A andlise de sinal é
analoga: a divergéncia exponencial é caracterizada por um A positivo e a contracdo por um A negativo,

enquanto um EL nulo pelo formalismo classico ndo fornece informacao.

Por envolver derivadas da fungcdo do Mapa no limite N — o, o calculo do EL é de dificil execucdo na
maioria dos casos, onde a expressao nado pode ser simplificada. Mesmo utilizando métodos computacionais
para o calculo estaremos sempre proximos do valor real, mas nunca realmente nele devido as limita¢des nas
precisdes e por se tratar de uma soma infinita [3]. Dai surge a necessidade de um estudo sobre os EL’s
calculados a tempo finito, tornando o cdlculo mais pratico e atil para Sistemas em que se deseja conhecer o

comportamento.

Um dos poucos casos em que o expoente de Lyapunov pode ser calculado analiticamente é o do Mapa

Triangular [4], definido por

F(x)=3(1—2|§—x|), 0<x<1 0<B<1.
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Figura 1.4: Exemplo de Mapa Triangular para 8 = 1.

Em vermelho a func¢do inicial e em verde a primeira aplicacdo F"(x).

Observa-se que |F'(x)| = |a| para qualquer valor de x, pois as derivadas da fun¢do que define o Mapa

Triangular sdo os coeficientes angulares das retas, que em mddulo sdo iguais e constantes. Através das

relagdes
In|a| + In|b| + In|c|...=Inla-b - c...|
dF" (x,)
F'(xp_1)F' (xp_3) .. F’ F' = ——
(Xn-1)F (xp—2) (x1)F'(x0) d(xg)
Chegamos a conclusdo que para o Mapa Triangular
RS 1 |dFN(x)
g = fim 7 0, P G0 = fim in [ =]
i=0 X=Xo
drFN (x) N N
Sendo |T = (2B)", temos In|(2B)"| = NIn(2B) e portanto A = In(28).




1.3.2 Calculo do Expoente de Lyapunov para Mapas Bidimensionais

Em mapas bidimensionais tem-se 2 expoentes de Lyapunov que correspondem as duas dire¢ées
linearmente independentes no espaco de fases, onde o elemento de volume inicial pode se expandir ou

contrair. Um ilustre exemplo de mapa bidimensional é o Gato de Arnold, transformacao definida por:

Gu) =G DG
Xn+1 = 2Xp + Y (mod 1),
Yn+1 = Xp + Yp (mod 1),.

Generalizando a Equacdo 1 (pg. 6) para m dimensdes, definimos o espectro de expoentes
caracteristicos de Lyapunov, ou seja, a evolucdo exponencial para cada direcdo linearmente independente,

como
/N

N-1 1
(et1,e’2, ..., eMm) = Al]im moédulo dos autovalores de | |](xl-) ,
—00
i=0

onde J(xi) é a matriz Jacobiana do mapa calculada em x; = Fi(xo), ou

_ aF _ a(FllFZI'“)
Je = oxly,  0(xy,xy...) .

Assim, podemos definir os EL’s para mapas m-dimensionais como:
A; = lim lln|/1N| i=1,..,m;
i — Nesoo N i1 — Ly ey ]

onde |AY| sdo os médulos dos autovalores de [T J (x)).

O determinante Jacobiano para o mapa do Gato de Arnold é constante e independe das variaveis x e y.

Similar ao demonstrado no célculo analitico do EL no Mapa Triangular, podemos reduzir lim Y lnlAIivl para
N—-oo

In|A;], visto que J(x,) é constante.



Os autovalores associados sao dados por:

2—Xx 1

det( 1 1«

)=x2—3x+1 - X

Al == ln =~ 0.962 ey /12 == ln

3+4/5
2

A soma dos Expoentes de Lyapunov é nula, indicando que o Sistema é conservativo, ou seja, uma
regido de condic¢des iniciais no espaco de fases de area A tem sua area preservada, independentemente do
numero de iteragcdes no mapa.

Entretanto, sdo poucos os casos em que o determinante da matriz Jacobiana é constante.
Normalmente essa matriz é de dificil determinacdo para N grande, de modo que é necessario introduzir um
método [5] de aproximagdo para o elipsoide J, N que evolui a partir de uma hiper-esfera unitéria que torna o

calculo dos EL’s mais vidvel do ponto de computacional.

Seja J,, = Df™(x,) a matriz da primeira derivada da enésima iteragdo da fungdo f que define o mapa.

Visto que J,U = Df(x,_1) - Df (x¢)N, podemos calcular uma iterada por vez.

Comegamos com uma base ortonormal {wf, ., w,%} de R™, e calculamos os vetores zy, ..., zm, tal que

Zy = Df(xo)Wf' sl = Df(xO)WT?l'

Estes vetores residem no novo elipsoide Df(x,)N, mas eles ndo sdo necessariamente ortogonais. Para
contornar essa situagdo criaremos um novo conjunto de vetores ortonormais {wi, ..., w;,} que geram um

elipsoide com o0 mesmo volume de Df(x,)N, através do processo de ortogonalizagdo de Gram-Schimidt [6]:

Yi=2,

R A e

Yo =z — N, L Im Y1,
m ™l lI? ! |lym-111? m-t



onde “-” denota o produto escalar e “|| ||” denota o médulo (ou norma) do vetor.

Definimos wi = v, ..., W, = y,,, e aplicamos o Jacobiano para a préxima iteragdo, reortogonalizando
o conjunto Df (x;)wi, ... , Df (x;)w;}, para produzir um novo conjunto de vetores ortogonais {w?, ..., w2 }.
Repetimos esse processo n vezes até chegarmos ao conjunto de vetores {w, ..., wt} que aproximam-se do

semi-eixo maior do elipsoide J,,N.

Definigdo 1.1: Seja ;" o tamanho do iésimo maior eixo ortogonal do elipsoide J,, N. Entdo ;" mede a contragdo
ou expansao proximo a orbita da trajetdria no espaco de fases definido por f durante as primeiras n iteragoes.

O iésimo expoente de Lyapunov a partir de um ponto x é definido por:
A = lim (b)Y,
n—->oo

A expans3do total de r{" é aproximada pelo médulo do vetor w{. Entdo ||w}

||*/™ é a aproximacso do
iésimo maior expoente de Lyapunov apds n iteragdes. A fim de evitar overflow no algoritmo é preciso

normalizar a base ortogonal a cada iterada. Denotamos os vetores y reescritos pela aplicacdo do processo de

Gram-Schmidt, Df (x;)w;, ..., Df (x;)wil, por 3%, ..., ¥t Fazendo w/ ™" = y/** /||y/**|| obtemos vetores
unitarios.
Entdo ||yij+1|| mede o crescimento por uma iterada na diregdo /, e uma vez que 1" = ||yl-"||... ||yl-1||, a

expressao a seguir torna-se conveniente para estimar o iésimo maior EL apds n iteradas.

Infly? |l + - + In||y}|
n

2. Resultados

2.1 Mapa Logistico

Elaborou-se um cédigo em Wolfram Mathematica 10 para realizar o célculo do Expoente de Lyapunov
no caso do Mapa Logistico. Um parametro arbitrario foi escolhido de modo que o valor do Expoente de

Lyapunov calculado para uma condicdo inicial arbitraria seja positivo, caracterizando caos.

10



No exemplo a seguir o parametro fixado foi de 3.65, condicdo inicial igual a 0.59 e nimero de iteracGes

no cdlculo igual a 20.000, resultando no valor aproximado de 0.257097 para o expoente de Lyapunov.

Parametro = 3.69

Condigéo Inicial = 0.58

Expoente de Lyapunov para 20.000 iteragies = 0.257087

08

Figura 2.1: Resultado do cdlculo do expoente de Lyapunov para 20.000 itera¢des

e representacgdo grdfica de 200 iteracbes no Mapa Logistico.

O valor do Expoente de Lyapunov, devidamente calculado em seu limite N = oo, é independente da
condigdo inicial, ou seja, converge para um Unico nimero dependendo apenas do parametro escolhido. Para
verificar essa propriedade efetuou-se o calculo do EL para cada uma de 770 condigdes iniciais, igualmente
espacadas dentro do intervalo (0, 1), utilizando um parametro de 3.65. O objetivo é fazer a distribuicdo dos
valores do EL para um certo niumero de iteragdes e prosseguir aumentando este numero, a fim de observar a

convergéncia para um determinado valor do EL.

11
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Figura 2.2: Valores do Expoente de Lyapunov a 100 iteragées para 1100 condi¢es iniciais.

Organizando os dados em um histograma, onde contamos o nimero de ocorréncias em um

determinado intervalo de valores dos EL’s (através do método de Sturges [7]) para cada incremento no

numero de iteragGes, temos os seguintes graficos:

TTOCI | 100N | 0.25306 Median

TTOCI| 200N | 0.25678 Median

TTOCI| 300N | 0.25589 Median
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Figura 2.3: Histogramas de frequéncias para 100, 200, 300, 400, 500 e 700 iteragdes.
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Para 100 iteragdes o expoente de Lyapunov médio obtido foi de 0.259061 e desvio padrdo de 0.0299327.

200 iteragdes
300 iteragdes
400 iteragOes
500 iteragdes

700 iteragdes

: EL médio = 0.256781; Desvio Padrdo = 0.0184534.

: EL médio = 0.25589; Desvio Padrao = 0.0147746.

: EL médio = 0.255489; Desvio Padrdo = 0.0125756.

: EL médio = 0.25555; Desvio Padrdo = 0.0109854.

: EL médio = 0.255368; Desvio Padrdo = 0.00992996.

Median Lyapunow
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Figura 2.4: Expoente de Lyapunov médio para N iteragdes.
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Figura 2.5: Desvio Padrdo para N iteragdes.
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Podemos notar pelos histogramas que a medida em que aumentamos o nimero de iteracGes a faixa

de intervalo que contém os EL’s diminui, bem como seu desvio padrao.

5D

-
0.02% Th = 34T7.225, b= -0.298318}

K 347,225
0.020 R 0-EEE3LE
9018 |

.
4010 \\\
1 1 1 1 1 1 - N

Figura 2.6: Ajuste de curvas para os valores do Desvio Padrdo em fun¢do do numero de iteragdes.

O ajuste de curvas acima é importante para compararmos o comportamento da curva obtida com
outras distribuigdes conhecidas por bibliografia. A distribui¢do gaussiana é uma das mais comuns em teoria da

probabilidade, por este motivo é um bom palpite para comegar uma andlise comparativa.

A funcdo de probabilidade da distribuicdo de Gauss é dada [8] por

n 2,2
X)=—=e "%,
$n(x) =
e o desvio padrao por
nx? 2.2
% = e X dx=2—nz, vn >0,
T
) 1 1 b
on)= [—=— ~an
2n2 \/Zn

Como o coeficiente b obtido pelo ajuste de curvas ndo é proximo de 1, valor para a distribuicdo de

Gauss, concluimos que esta distribuicdo ndo é a melhor aproximacdo para o ajuste.

14



Ha diversas outras distribuicdes conhecidas que podem ser comparadas, bem como combinagdes das

mesmas, a fim de se chegar na melhor aproximacao para o ajuste de curvas e assim supor que o

comportamento do desvio padrdao em funcao do nimero de iteracdes para o Mapa Logistico seguira tal

padrdo. Mas vale ressaltar que mais iteracdes e dados seriam necessarios para garantir uma andlise qualitativa

apropriada, embora o valor deste trabalho resida nas discussdes e aplicacdes das teorias que estdo envolvidas

nesses métodos de andlise.

Mesmo sem encontrar distribuicdes conhecidas que se aproximam do ajuste de curvas podemos

observar que a densidade de probabilidade assintoticamente ird colapsar para uma funcao delta de Dirac

centrada em Unico valor para o EL, como era esperado, e que corresponde ao valor calculado quando N — co.

a=1/1

a=1/2

AN

-

a=1/8

-y

a=1/10

_12

Figura 2.7: Exemplo de fungdo de distribuigGo normal aproximando-se de uma delta de Dirac.

2.1 Mapa do Gato de Arnold

Foi feito um ensaio com Mapas bidimensionais a fim de se observar as propriedades apresentadas na

secdo 1.3.2. Utilizando o Mapa do Gato de Arnold definido nessa secdo, foi inicializada uma matriz com 100

condicdes iniciais e definida uma base ortogonal no espaco fasico. Em seguida foi feita a evolugdo do mapa

iterando-o:

15



Estado Inicial . 19 Aplicacdo
[ 1 0 1
1 . — 1 — —
: e 29 Aplicacdo . 32 Aplicacéio,
0 * 1 0 1

Figura 2.8: Evolugdo do Mapa do Gato de Arnold para 100 condigbes iniciais.

Podemos observar nesta figura a evolugao dos vetores que representam a base inicialmente definida.
Através da informacdo qualitativa da figura podemos notar que tais vetores tém seu mddulo incrementado
pela Jacobiana da aplicacdo da funcdo do mapa, tal como demonstrado, além de se aproximarem do semi-eixo
maior de um elipsoide hipotético de condi¢Ges iniciais que evolui a cada iteragcdo, também coerente com o que

foi sugerido.
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3. Conclusao

O projeto desenvolvido ao longo deste semestre foi de grande importancia para um primeiro contato
com Sistemas Dinamicos Nao-Lineares, onde diversos conceitos que serviram de motivacdo puderam ser

explorados e aplicados, tais como a Teoria de Bifurca¢des, Estabilidade Estrutural e Caos Deterministico.

A andlise estatistica do Mapa Logistico mostrou-se coerente com o esperado onde foi possivel
observar a convergéncia para um valor do Expoente de Lyapunov a partir de um certo niumero de iteracdes,
tornando esse cdlculo a tempo finito um indicador confidvel e préximo ao valor real do EL. O ensaio realizado
com Mapas bidimensionais demonstrou-se importante por estabelecer um contato com Sistemas Dinamicos
de maior dimensao que apresentam outro nivel de complexidade do cédlculo do Expoente de Lyapunov e
variagcOes de caracteristicas pertencentes a esses Sistemas, tal como a conservacdo da drea no espaco fasico,

evidenciada pela soma nula dos EL’s.

4. Comentario do Orientador

Meu orientador concorda com o expressado neste relatdrio e deu a seguinte opinido:

"O relatdrio apresenta os resultados quantitativos obtidos pelo estudante em seu primeiro contato com
sistemas dindmicos cadticos a tempo discreto, também conhecidos como mapas. Embora aparentem ser
sistemas dindmicos sem contato com a realidade fisica, é possivel mostrar que o movimento de
certos sistemas mecdnicos conservativos pode ser estudado através dos chamados mapas de Poincaré. Nesse
projeto, o estudante estudou trés aspectos da principal caracteriza¢éo da dindmica cadtica, a saber, o
expoente de Lyapunov, e considero os resultados satisfatorios. Acredito que o projeto tenha sido proveitoso em

diversos aspectos jd que o estudante se mostrou bastante interessado pelo tema."
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