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Prefacio

Na andlise de um problema, as conclusoes sao baseadas apenas parcialmente
nos “dados”. Outro suporte tao importante quanto os “dados”é constituido por
hipéteses ou suposigoes a respeito da situacao sob andlise. Dado que na prética é
impossivel considerar todos os aspectos de uma realidade, o uso destas hipéteses
se torna necessirio para permitir a modelagem ou abordagem matemética do
problema. Estas suposi¢oes sao racionalizagdoes matemaéticas ou simplificagoes de
conhecimentos imprecisos ou até de palpites, nao sendo, portanto, estritamente
verdadeiras. A arte na escolha de tais hipdteses reside em que as restrigoes
matematicas por elas impostas ndo sejam conflitantes com aspectos relevantes
da realidade.

A matemdtica tem um papel fundamental na resolucdo de qualquer tipo de
problema, mas ela tem uma linmitacdo: suas conclusoes sao sempre baseadas
em hipdteses estritas, como ocorre em qualquer teorema.

Mesmo assumindo que as hipdteses ndo sdo satisfeitas a risca, algumas
pessoas argumentam da seguinte forma: dado que as hipéteses sdo uma boa
aproximacao da realidade, entao as conclusoes tiradas a partir delas serdo aproxi-
madamente verdadeiras.

Este vago “principio da continuidade- pequenos desvios nos supostos garantem
pequenos desvios nas conclusoes - ndo funciona necessariamente em qualquer
situacdo, e muitos procedimentos cientificos sdo muitos sensiveis a pequenos
desvios nas hipéteses em que se baseiam.
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Capitulo 1

Erros (versao simplificada)

1.1 Estimando incertezas a partir das medidas

Uma questao-chave para a determinacao de erros em medidas experimentais
é: Até que ponto podemos confiar nos valores fornecidos pelos instrumentos
de medida? Esta questdo é bastante subjetiva, uma vez que o erro pode ter
inimeras fontes, e portanto depende basicamente da apreciacdo de quem faz a
medida (afinal, os erros ndo podem ser nada mais do que estimados; ndo haveria
sentido em se saber ezatamente qual o erro de determinada medida). Existem,
no entanto, fontes de erro que tém grande influéncia sobre os resultados e que
podem ser facilmente identificadas. Estas fontes de erro sdo bastante diferentes
dependendo do tipo do instrumento usado

Instrumentos analégicos

Os instrumentos analégicos possuem uma escala a partir da qual a medida
é feita, seja diretamente (régua) ou através de um indicador (como a agulha
de um voltimetro ou o nivel do mercirio em um termdmetro). As principais
incertezas estao relacionadas as escalas destes instrumentos.

O primeiro passo para se medir com estes instrumentos é definir o zero da
escala. A posicdo do zero, contudo, pode néo ser perfeitamente regular, o que
influenciard deste modo todas as medidas. Existe também o fator visual ao se
ajustar o zero, que depende do sistema de visdo de quem estd medindo (fator
de erro aleatério) e da grossura das linhas das divisdes, que pode mascarar um
deslocamento da posicao correta (veja figura 1.1).

Ao se fazer uma medida nao ocorre sempre uma sobreposicao do indicador
com uma das divisoes da escala. Desta forma, deve-se fazer uma estimativa
da leitura, sendo esta estimativa o fator mais afetado pelo erro. Suponha uma
leitura como a da figura 1.2. A agulha estd apontando entre duas divisoes da
escala, de forma que é preciso estimar o valor medido. neste caso, pode-se fazer
uma “divisao mental”’do espaco entre as duas divisdoes em trés espacgos iguais,
como na figura (777), e entdo, verificando em qual dos espagos estd localizada
a agulha, estimar a medida. Neste caso, o erro da medida deveria ser 1/3 da
menor escala. Juntando-se a este os erros na fabricacdo da escala, chega-se
entdo na regra conhecida de que o erro neste caso é dado pela “metade da
menor escala”. De fato, estes instrumentos sao fabricados de modo a atender
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8 CAPITULO 1. ERROS (VERSAO SIMPLIFICADA)

a b)

Figura 1.1: Mascaramento da posi¢io do zero pela grossura das linhas. Em a),
a leitura parece estar no zero. Em b), vé-se que o zero estd deslocado.

Figura 1.2: Posi¢cdo de medida desfavordvel.

a esta regra. Contudo, este erro vale apenas para o aspecto visual da medida.
Muitos outros erros podem estar presentes, de forma que em geral o erro de
uma medida feita com um instrumento analdgico € maior do que a metade da
menor divisao.

Outro aspecto a se levar em conta é o erro devido a paralaze. Este erro ocorre
pelo fato da agulha estar acima do plano da escala. Deste modo, dependendo
da posicao com que o observador olha o instrumento, verd a agulha marcando
valores diferentes. Este problema, contudo, é resolvido colocando-se um pequeno
espelho na escala, de maneira que para se fazer a medida deve-se observar o
instrumento de forma que a agulha esteja alinhada com a sua imagem no espelho.
Deste modo, obriga-se que o observador tenha sempre uma visdo frontal do
aparelho.

1.1.1 Instrumentos Eletronicos Digitais

Os medidores eletonicos sao diferentes dos elétricos, uma vez que incorporam
elementos ativos, necessitando assim de uma fonte de energia. Sao mais instaveis

e estdo sujeitos a mudancas dos materiais devido ao uso, clima ou mesmo a
acao do tempo. Medidores deste tipo, como o multimetro digital costumam ser
fabricados de forma que o erro do instrumento coincida com o valor correspondente
ao digito que nao é mostrado, utilizando-se de um processo de arredondamento.
Apesar destes instrumentos terem amplificadores e portanto possuirem mais
sensibilidade e precisdo, estes aparelhos eletonicos possuem tendéncia a mudar
as suas caracteristicas por envelhecimento.

1.2 Informando e usando incertezas

O resultado de qualquer medida de uma quantidade x pode ser expresso como

Ty E Oz (1.1)
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Sendo zjps a melhor estimativa para a quantidade z, e dx a incerteza, ou
erro da medida. Isto significa dizer que o valor real de z é provavelmente um
valor entre xp; —dz e 2 + dz. Existem algumas convencoes e outros resultados
estatisticos que servem como regras, e que ndao podem ser perdidas de vista ao
se inscrever as incertezas.

e O valor da incerteza dx é sempre positivo. Desta forma, zps + 02 é sempre
o maijor valor possivel para x e )y — dx é o menor possivel para x.

e O erro é sempre escrito com um unico algarismo significativo. Por exemplo,
caso se obtenha z = 0,87 + 0,023, deve-se escrever x = 0,87+ 0,02. Para
x = 0,87+ 0,027, deve-se escrever z = 0,87 £+ 0,03.

¢ O ultimo algarismo significativo da melhor estimativa deve ser da mesma
ordem de grandeza (na mesma posicdo decimal) do que a incerteza. Por
exemplo, nao hé sentido em se escrever 0,8735+0, 02. Neste caso, escreve-
se 0,87 + 0,02.

e Para medidas com unidades deve-se utilizar parénteses. Por exemplo,
pode-se medir a aceleracio da gravidade, g, como g = (9,87 £ 0,05)m/s>

e Diversas constantes utilizadas nos cédlculos sao medidas, e por isso também
apresentam erro. Contudo, freqiientemente estes valores apresentam erros
tdo baixos que ndo chegam a afetar as medidas, podendo, entdo, ser
tratados como valores exatos. Por exemplo, o valor da constante universal
dos gases R, é conhecido como R = (8,311451 £+ 0,00007).J/(mol - K).

Ao se comparar medidas com outras, ou com o valor aceito, pode-se verificar
a discrepdncia entre elas. A discrepancia é definida como a diferenca entre dois
valores que se deseja comparar. Ou seja:

TiMmM — Tapm (].2)

A discrepancia pode ser significativa ou nfdo. Suponha que dois valores
obtidos para a aceleracio da gravidade sejam g = (9,35 £ 0,04)m/s*> e g =
(9,76 +0,05)m/s2. A discrepancia entre estas medidas ¢, entdo, 9,76 — 9,35 =
0,41m/s?. Esta discrepancia é significativa, pois nio existe nenhum valor de
g que seja compativel com as duas medidas. Isto significa que alguma coisa
estd errada. Para o caso de uma discrepédncia nao significativa devem existir,
portanto, valores que se ajustem as duas medidas (veja a figura XX). De modo
geral, para duas medidas z1y £ 021 e oy £ dz2 tem-se:

e Se |x1m — Tamr| > 0x1 + dx2, a discrepancia é significativa.

e Se |z1p — Tan| < 9y + dz2, a discrepancia é nao significativa.

1.3 Tratamento Estatistico dos Erros

Nem sempre é possivel estimar o erro diretamente a partir das medidas. Ao
se medir o tempo com um crondémetro, por exemplo, muitos fatores devem ser
levados em conta: o tempo de reacdo de quem estd medindo, a eletronica do
aparelho usado, etc. Contudo, ao se fazer varias medidas da mesma grandeza o
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seu erro pode ser determinado estatisticamente.

Suponha que uma grandeza x seja medida N vezes, e sejam obtidos os valores
z1, ..., zy. Em geral, a melhor estimativa para o valor correto da grandeza é a
média amostral (z), definida por

1 N
fzﬁz;xi (1.3)

Define-se também a dispersdo do conjunto de medidas como

N
1
)2
Ar=8= 1 ;:1 (x; — T) (1.4)

Esta dispersdo fornece uma indicagao sobre a preciséo das medidas: quanto
menor, mais precisas as medidas sdo.
O erro padrao da média z é definido por

S
Az =S, = — 1.5
Desta forma, o valor da grandeza = pode ser estimado como
T+ Az (1.6)

Observe que, quanto maior o nimero N de medidas, menor é o erro padrao
da média, e, portanto, mais exata é a estimativa de x.

1.4 Propagacao de Erros

Muitas quantidades fisicas ndo podem ser medidas de forma direta. Elas podem
ser, contudo, fun¢oes de grandezas as quais podem ser medidas diretamente.
Desta forma, deve-se saber qual a influéncia das incertezas destes valores medidos
diretamente no valor da grandeza que se deseja medir.

1.4.1 Meétodo da Cota Maxima

O método absoluto (ou da cota méaxima) é uma das maneiras mais simples
para se calcular a incerteza de uma funcdo f de grandezas mensurdveis. Este
método consiste em se calcular os valores maximo e o minimo (finaz, fmin) que
a funcio atinge ao se alternar os valores das medidas x; dentro do intervalo
(z; — Az, z; + Az;). A medida, entdo, é dada por

fEAf, (1.7)

sendo f e Af dados por
fT: fmax ;’fmzn (18)
Af = Jmaz = Fmin (1.9)

2
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Este método fornece o valor do erro sem se utilizar nenhuma aproximagao.
Contudo, pode se tornar complicado encontrar os valores de fiaz € fmin,
dependendo da funcao utilizada. Por isso, é necessario uma féormula geral vélida
para os diferentes tipos de funcoes, e que cujos calculos sejam mais facil de se
efetuar. Esta férmula é fornecida a partir da estatistica, se utilizando de algumas
aproximagcoes. Este serd o tema da proxima, sec¢ao.

1.4.2 Método Estatistico

Seja f uma funcdo de n varidveis: z, y,... as quais sdo medidas e dadas como
Ty £x, ypyr £0y,... Desta forma, a melhor estimativa do valor de f é dada por
f@r,ym,-..), e 0 seu erro é dado por:

2 2
of = \/(%61‘) + <g—£6y> + .. (1.10)

Em qualquer caso, o valor d f nunca é maior do que a soma ordindria:

of of
< |= - .
6f_‘8:n 6m+‘ay oy + (1.11)

As vezes pode-se tornar bastante complicado calcular as derivadas envolvidas
no processo. Contudo, existem casos simple que sao faceis de serem calculados.
Por exemplo, para a soma ou subtracdo de grandezas (f(z,y,...) =z +y + ...),
tem-se

5f =/ (02)> + (69)° + ... (1.12)

J& para a multiplicacdo ou divisao (f(z,y,...) = zy...) tem-se

v ()
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Capitulo 2

Erros (versao avangada)

2.1 Modelo de medicao

Toda a grandeza a ser medida representa, em termos estatisticos, uma varidvel
aleatoria. Isto significa que, por trds desta grandeza, existe uma distribuicdo
probabilistica que fornece a probabilidade de se obter um determinado valor ao
se medir a grandeza. Neste contexto, define-se um modelo de medi¢do, definido
por

r=a+e (2.1)

Sendo a variavel aleatéria X o valor obtido a cada medida. Ela estd associada
a um valor constante, o, que representa o valor correto da grandeza, e a uma
varidvel aleatdria e, que representa o erro da medida. Caso tivéssemos a
distribuicdo da varidvel X ou e, seria facil obter o valor correto a. Contudo
isso significaria ter que se fazer infinitas medidas, até obter todos os pontos da
distribuicdo, o que, na pratica, é impossivel. Por isso, é preciso um método de
estimar o valor de a por meio de uma amostra de X. Para fazer isto, vamos
formular algumas hipéteses de trabalho as quais em geral sdo bastante razodveis
se aplicarmos as condigoes experimentais encontradas na maioria das medidas.
Estas hipoteses sao:

e Média(e) =0
e 0 < Variancia(e) = 0> < 00

Pode-se entender pela primeira hipétese que erros “para mais”devem ocorrer
de tal forma que, em média, cancelem os erros “para menos” (note que esta
hip6tese é mais fraca do que a hipdtese de que a distribuigdo seja simétrica).
A segunda hipétese implica que erros muito grandes devem ser muito pouco
provaveis. A maioria das situacoes experimentais se encaixam nestas hipoteses,
de forma que as conclusoes obtidas podem ser aplicadas para a maioria das
vezes.

Tomando as hipéteses, vamos fazer N medicées de X, Xq, ..., Xn. Estas
N varidveis aleatérias sdo i.i.d. (independentes e identicamente distribuidas).
Tem-se desta forma

13



14 CAPITULO 2. ERROS (VERSAO AVANCADA)

Média(X;) = a (2.2)

Variancia(X;) = o?

2.2 Estimador da média de X (X)

A média amostral, X, definida por

1N
X = N 2 i (2.4)
i=1
é um bom estimador de «, visto que
Média(X) = (2.5)
_ (72
Variancia(X) = N (2.6)

Conforme se pode perceber por (3.6), a variancia de X diminui conforme o
nimero de medices N aumenta, o que significa que o valor X se torna mais
preciso. Desta forma, para um grande numero de medigoes, é possivel estimar
o valor de a com bastante precisao.

A média amostral ndo é o tnico estimador do valor a. Contudo, é possivel
demonstrar que a média amostral é o estimador de varidncia minima de o dentro
da classe de todos os estimadores lineares sem viés (ver Apéndice 3). Desta
forma, pode-se considerar a média amostral (X) como a melhor estimativa do
valor correto da grandeza « no contexto destas hipoteses.

2.3 Estimador da variancia de X (S?)

Uma vez estimado o valor de «, correspondente & média da distribuicdo de X,
é preciso estimar a varidncia desta distribuicdo, 2, a qual fornece uma idéia da
precisdo de a. Pode-se pensar que um bom estimador seja o desvio quadratico
médio (ou desvio RMS, do inglés Root Mean Square), dado por

1 _
5=y % > (z - X)? (2.7)
i=1
Contudo, calculando-se a média de s%, tem-se
N-1
Média(s®) = N o? (2.8)

2 ¢ um estimador viesado de ¢2. De fato, para N > 1, tem-

Ou seja, s
se Média(s?) ~ o2, e pode-se desprezar esta diferenca (ver apéndice 5). No

entanto, a rigor utiliza-se como estimador de o o desvio padrdo S, definido por

S=,—— Z(wi - X)? (2.9)
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O desvio padréo (e o seu quadrado) sdo fungoes de varidveis aleatérias. Desta
forma S? é também uma, varidvel aleatéria, possuindo a sua prépria distribuicio.
Isto significa que é possivel estimar a variancia a§2, e saber deste modo com
que precisdo S? fornece o valor de o2. Tem-se para oge:

052 =/ Média[(S? — 02)?] (2.10)

Em distribuicoes de probabilidade arbitrarias esta quantidade nao pode ser
expressa em termos apenas da média e variancia da distribuicdo de X. Contudo,
para a distribicdo normal tem-se

2 2
2.11
N _1° (2.11)

gg2 =

2.4 Desvio padrao da média

O desvio padrao de X (og), como ja foi visto, é dado por

o
ox = — 2.12
X \/ﬁ ( )
Este valor pode ser estimado por AX, definido por
AX = 2 (2.13)

VN

Esta quantidade é chamada desvio padrdo na média. Esta quantidade permite
dizer que existe uma grande probabilidade de que o valor correto (c) esteja entre
X +AX e X — AX. Desta forma, tem-se

a=X+AX (2.14)

2.5 A Distribuicao Normal

As conclusoes das se¢Oes anteriores sdo validas para qualquer distribuicdo de
probabilidade, conquanto sejam satisfeitas as hipéteses de trabalho propostas
na secao 2.1. No entanto, existe uma distribuicao que possui propriedades que a
tornam melhor para se trabalhar do que as outras. Esta é a chamada distribuicao
normal ou gaussiana, sendo dada por

1
p(z) = me

Dentre as propriedades da distribuicao normal estao as seguintes:

z—p\2

o

—1
2

(2.15)

e A fungao p(z) depende de apenas dois parametros, u e 02, que sio respecti-
vamente a média e a variancia da distribuicao. Desta forma, o conhecimen-
to destas duas grandezas fornece todas as informacgoes necessarias a respei-
to da distribuicao.

e A média amostral X é o estimador de varidncia minima entre todos os
nio viciados, (e ndo apenas o varidncia minima entre os nao viciados e
lineares, como havia-se dito antes)



16 CAPITULO 2. ERROS (VERSAO AVANCADA)

e X é, além do estimador de quadrados minimos, o estimador de méxima,
verossimilhanca, e como tal, é 6timo em termos assintéticos, pois é assinto-
ticamente consistente e eficiente.

Uma pequena digressao histérica

O nome “distribuicdo gaussiana”é inadequado a esta funcdo. A descoberta
desta féormula nio se deve a Gauss, como se poderia supor, mas a Abraham
DeMoivre, que foi o primeiro a apresentar esta distribuicdo no ano de 1733
em um trabalho de distribuicdo privada, o qual foi incluido em 1738 na sua
conhecida obra Doctrine of Chances. Foi Gauss, no entanto, quem tornou
esta distribuicao conhecida. Ele tentava determinar o valor mais provavel de
uma quantidade desconhecida, chegando a conclusao de que era impossivel sem
se saber a distribuicdo de probabilidade associada a ela. Gauss entdo supos
existente tal distribuicdo e sup0s, como hipétese central, a exceléncia da média
amostral. Desta forma ele deduziu qual deveria ser a forma da distribuicdo
para que a solucdo de maxima verossimilhanca fosse a média amostral. Neste
ponto é importante ressaltar que o resultado de Gauss depende totalmente da
hipétese de que a média amostral é o melhor estimador da medida, o que nao é
necessariamente verdadeiro.

Grandezas fisicas e a distribuicao normal

O fisico francés Lippman, prémio Nobel em 1908 certa vez disse o seguinte:
“Todos acreditam na distribui¢do normal: os matemadticos porque pensam que
é um fato experimental e os experimentadores porque pensam que é um teorema,
matematico...”

Como ressaltado por Lippman, existe uma grande confusio em torno de
quando considerar uma distribuicdo “normal”. O argumento mais comum aos
cientistas vem do chamado Teorema Central do Limite. Segundo a opinido
de muitos, o resultado da medida “depende de um numero muito grande de
processos aleatdrios independentes microscépicos, que se somam no final dando
um carater aleatério a uma grandeza macroscépica”. O que geralmente se
esquece é que o Teorema Central do limite exige também que outras hipSteses
sejam satisfeitas por estes processos microscépicos. Contudo, estas hipdteses
geralmente sdo de dificil, sendo impossivel verificacdo. Desta forma, torna-se
mais facil comprovar se a distribuicdo é normal diretamente através de testes
apropriados do que fazer suposicoes a priori a respeito da validade do teorema.
Para se comprovar a gaussiandade de determi- nada distribuicao, pode-se utilizar
de testes como o teste do x? (qui-quadrado), ou, ainda, testes mais poderosos,
como o de teste de Komogoroff-Smirnov.

2.6 Propagacao de Erros

Antes de apresentar argumentos mais gerais, vamos discutir o caso mais simples.
Suponha uma fungdo de uma varidvel aleatéria X, f(X). Dados os valores
estimados da média de X, X e da sua variancia, (AX)?2, quais sdo os valores
estimados para a média e variancia de f? Sendo o erro pequeno e sendo a média

dos erros nula (conforme as hipéeteses apresentadas), tem-se que as medidas de
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X se distribuem em torno de X, de forma que se pode fazer uma expansido
da funcado em uma série de Taylor até primeira ordem, desprezando os demais
termos:

Usando-se esta aproximacdo pode-se entdo calcular a média amostral de f,

f:
| N
fe ; fi=fX) (2.17)
Se devendo ao fato de que Zf;l(mz — ) = 0. Para o desvio padrio de f,
S¢, tem-se :
N 2
1 - of
2.+ _p2_ (9] 2
S~ o i) (ag) s (2.18)
Desta forma, o desvio na média (Af) é dado por:
_1of] . -
Af = |=—|AX 2.1
| (219)

A interpretacdo desta formula pode ser vista graficamente na figura (?77).
Como pode-se ver, um incremento dz no argumento da funcio f causa um
incremento J f nesta. Sendo §f e dz muito pequenos, entdo, pode-se considerar
uma relagdo linear entre eles, sendo a coeficiente angular o mesmo da reta que
passa tangente & curva, e, portanto, tem inclinagdo 0f /0x. Desta forma, os dois
incrementos guardam a relacao (2.19)

O procedimento é anilogo para mais de uma varidvel, lembrando-se da
expansao de Taylor para o caso multidimensional. Para duas varidveis, = e
Y, tem-se:

f=f(@9) (2-20)
af I’ af I
2 |9 2 o] 2
St~ ‘8:5 S: + ‘By S, + Say (2.21)
Sendo S, dado por
1 & _ _
Sey = 57 > (@i— X)(yi - Y) (2:22)

i=1

Sendo z e y independentes, é ficil verificar que, conforme o nimero de

medidas aumenta, a quantidade S,, tende a zero !, de forma que podemos
desprezéa-la, resultando:

5% ~ of ’
! ox

2
S2 + Z—ch S, (2.23)

lsto se deve ao fato de que o Szy amostral tende ao Sz, populacional (lei dos grandes
nimeros). Como as duas varidveis sdo independentes, este valor (a covaridncia) é zero.
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Generalizando para N varidveis, tem-se entdo as férmulas gerais:

ar= i

Posto que o erro é dado por (2.25), tem-se que este nunca é igual a soma
ordinaria dos erros, isto &,

F~ £33, ) (2.24)

(A7)? + ... (2.25)

‘ of

Af < s Aj + ... (2.26)

2z

Oy



Apéndice A
Histogramas

As freqiiéncias relativas dos diferentes valores medidos podem ser dispostos
graficamente em um histograma, o qual representa a freqiiéncia relativa para
cada intervalo (ou classe) de medidas (veja a figura A.1). Neste apéndice serdo
mostrados os passos para se construir um histograma.

Suponha que foram obtidas N medidas de uma grandeza X, x1, ...,zN.
Sendo Zyaz € Tmin respectivamente o maior e o menor valor obtidos, define-se
a amplitude amostral (A,x) ! por:

ALT = Tiaz — Tmin (A.1)

Deve-se saber qual o nimero de intervalos (ou classes) adequados ao histograma,
de forma que este faca sentido (um histograma com um nimero muito grande
ou pequeno de classes nio traz nenhuma informagao sobre a distribuicdo de X).
Um valor razodvel do nimero de classes (n) é dado pela férmula de Sturges:

n~143,3logN (A.2)

O préximo passo, entdo, é calcular a amplitude de cada intervalo (0,z). Este
valor é dado por:

Obtém-se, assim, a estrutura do histograma. Deve-se entdo fazer o levantamento
de quantas medidas z; estdo em cada intervalo (zmin + k0T, Tmin + (k+1)0xx),
k =0,...,n. Sendo Nj o nimero de medidas neste intervalo, a freqiiéncia é dada
por
fio=
O tamanho das barras do histograma, entdo, sdo proporcionais as freqiiéncias
relativas. Tem-se, naturalmente, >, ; n = 1. A medida que N cresce, f; tende
a probabilidade de se medir z no intervalo §,z. Para N — oo, fr — p(z)dpz,
sendo dpx infinitesimal, e o histograma representa uma excelente aproximacio
da funcio densidade de probabilidade, p(z).

(A4)

IN#o confunda Apx com Az, o erro de cada medida

19
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APENDICE A. HISTOGRAMAS

Figura A.1: Exemplo de um histograma



Apéndice B

Independéncia de Variaveis
aleatorias

Definicao B.1 As wvaridveis aleatérias X e Y sdo ditas independentes se e
somente se elas satisfazem qualquer uma das sequintes condi¢oes equivalentes:

(i) Prob(X €I e Y €J) = Prob(X €I)- Prob(Y € J) para todo par de
intervalos I e J;

(ii)) Prob(X € I/Y € J) = Prob(X € I) para todo par de intervalos I e .J
onde Prob(Y € J) #0;

(i) Fxvy(x,y) = Fx(z) - Fy(y), para todos x ey reais, onde Fxy, Fx e Fy
denotam as func¢oes de distribuicao acumulada da conjunta, da varidvel X
e da varidvel Y, respectivamente;

(iv) O enunciado (i) assume a sequinte forma se a varidvel for do tipo discreto:
Prob(X =z e Y =y) = Prob(X =x) - Prob(Y =y), para todos x, y
reais;

(v) O enunciado (#ii) assume a sequinte forma se a varidvel for de tipo continuo:

Ixv(z,y) = fx(x) - fy(y) para todos x , y reais, onde fxv, fx e fy
denotam as funcdes de densidade conjunta, a densidade de X e a densidade
de Y, respectivamente;

(vi) No caso de varidveis qualitativas, a definicao de independéncia assume as
sequintes formas:

e Prob(X el e Y eJ) = Prob(X €I)- Prob(Y €J), para todo
par de subconjuntos I e J da imagem de X;

e Prob(X € I/Y € J) = Prob(X € I) , para todo par de subconjuntos
I e J da imagem de X onde Prob(Y € J) # 0.

Observagoes:

(a) A palavra intervalo é usada aqui no sentido mais geral possivel, desde um
ponto até intervalos com algum ou ambos extremos infinitos, os intervalos
contendo nenhum, um ou ambos extremos;

21
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(b) Sendo que as condigoes acima sdo todas equivalentes sempre pode ser
escolhida aquela que resultar mais conveniente segundo seja o problema.
A condigoes (ii) e (vi.b) ddo uma idéia intuitiva do sentido da palavra
independéncia; ja as condigoes (7i7), (iv) e (v), embora ndo téo transparentes,
sao de grande utilidade nas demonstragdes. Também a condigdes (i) e
(vi.a) tém seu apelo intuitivo, segundo podemos ver no seguinte exemplo.

Ezemplo 1
Uma populagido é classificada segundo duas caracteristicas: sexo (Feminino
(F) ou Masculino (M)) e cor dos olhos (Claro (C) ou Escuro (E)). Suponhamos

que:
Prob(F) = 0.55 Prob(M) = 0.45
Prob(C) = 0.40 Prob(E) = 0.60;

Se as caracteristicas sexo e cor dos olhos fossem independentes teriamos:

Prob(FNC) =0,55x 0,40; Prob(F N E) = 0.55 x 0, 60;
Prob(M N C) =0,45 x 0,40; Prob(M N E) = 0,45 x 0,60;

Isto é, a probabilidade das intersecoes seria diretamente proporcional a
dos conjuntos intersectados. Observando este exemplo desde a condicdo (i),
podemos ilustrar desta forma o conceito de independéncia:

Prob(C/F) = Prob(C/M) = Prob(C) (B.1)
Prob(E/F) = Prob(E/M) = Prob(E) (B.2)

Ou seja, que a proporcio de pessoas de olho claro entre as mulheres, entre
0s homens e no total da populacdo é a mesma; também ocorrem aqui outras
proporcionalidades:

Prob(F/C) = Prob(F/E) = Prob(F) (B.3)
Prob(M/E) = Prob(M/E) = Prob(M) (B.4)

Exemplo 2
Um conjunto de pessoas é classificado segundo peso e altura. Cada varidvel

divide a populacdo em duas classes disjuntas, segundo que o valor observado seja
maior ou menor que a respectiva mediana. Temos entdo as duas dicotomias:

{Leves(L), Pesados(P)}
{Baizos(B), Altos(A)}

Sendo:
Prob(L) = Prob(P) = Prob(B) = Prob(A) = %

Também sabe-se que:

Prob(LNB) =0,34 Prob(LNA)=0,16
Prob(PNB) =0,14  Prob(PNA)=0,36



Assim, dadas as informacgoes acima, observa-se que:

Prob(L N B) > Prob(L) x Prob(B) e Prob(P N A) > Prob(P)xzProb(A)
Prob(L N A) < Prob(L) x Prob(B) e Prob(P N B) < Prob(P)zProb(A)

O que mostra que os atributos peso e altura nado sdo independentes, ji
que eles apresentam o seguinte tipo de associacdo: a maior altura, maior peso
(sempre em termos gerais).
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Apéndice C

Propriedades da Esperanca

e da Variancia

A seguir apenas enunciaremos algumas das propriedades da média e da variancia.
As demonstracgdes podem ser encontradas em qualquer livro de probabilidade

elementar.
Sejam X e Y varidveis aleatdrias e ¢ uma constante. Entao:
Média(c) = ¢
Variancia(c) =0
Média(cX) = c- Média(X)
Média(X +Y) = Média(X) + Média(Y)
)

Variancia(cX) = ¢ - Variancia(X
Se X e Y sao independentes:

Variancia(X +Y) = Variancia(X) + Variancia(Y)

25
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Apéndice D

Conceitos Gerais de
Estimacao

Conceitos Gerais de Estimacao

Definicao D.1 No contexto de um determinado problema, a populacdo ou umi-
verso € o conjunto de todos os elementos de interesse.

Definigao D.2 Seja X wuma varidvel aleatéria definida na populagdo. Dizer
que a distribuicdo de X seque um modelo paramétrico significa assumir que a
distribuicdo de X pertence a uma familia de probabilidades

{Py,0 € 6}, (D.1)
Onde © ¢ um subconjunto de R ou R e 8 ¢ um parametro desconhecido.

Defini¢ao D.3 Uma amostra de tamanho n é uma familia {X1, X, ..., Xp} de
varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) definidas
na populagcdo. Denotaremos por {x1, s, ..., Tn} 0s valores observados da familia
{X1,X9,.... X}

Definicao D.4 Uma estatistica € qualquer funcdo da amostra, ou seja qualquer:

g:(X1,X2,..,X,) =R ou R (D.2)

Uma estatistica é uma varidvel aleatdria (pois € fungio de varidveis aleatdrias).
Exemplo. Seja g : (X1, Xs, ..., X,) = R? definida por:

9(X1, Xo,..., X)) = (X, 5% (D.3)

Na qual X e S? sio dados por:

X =

S

Z z; (D.4)
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Definicao D.5 Um estimador do para metro 0 € © é uma estatistica utilizada
para estimar o parametro 6. Uma estimativa é um valor observado do estimador.

Definicao D.6 Seja 6 = t‘)(Xl,XQ, ey X)) um estimador do pardmetro 6 € ©.
O viés de 0 € a funcdo definida em © através da formula:

Viés(9) = |Eq(0) — 4], (D.6)
Sendo Ey calculada a pertir de Py.

Definicao D.7 O erro quadrdtico médio do estimador do parametro 8 ¢ definido
como:

EQMy = Eq[(6 - 6)%] (D.7)

O EQM estd definido em © e é utilizado para comparar o desempenho dos
estimadores.

Definicao D.8 Um estimador é sem viés se e somente se:
Ey(f) =6 para todo 0o
Observacao. No caso dos estimadores sem viés, EQ My (é) coincide com Varyg (é)

Varg() = Ep[(0 — E)(9)*] = Eo[(6 — 0)*] = EQMy(0) (D.8)

Quadrados Minimos

Definicao D.9 Seja X uma varidvel aleatéria tal que p = Média(X). O
estimador de quadrados minimos de p baseado no conjunto de valores observados
T1,%2,...,Ln da varidvel X € definido como o nimero real m que minimiza a
eTPressao:

Q(m) = Z(:ﬂZ —m)? (D.9)

Teorema D.1 X ¢ o estimador de quadrados minimos p = Média(X).

Teorema D.2 Sejam X uma varidvel aleatéria com média i e variancia finita
o e X1, X, ..., X, ii.d.. Entdo X € o estimador de varidncia minima de p
dentro da classe de todos os estimadores lineares e sem viés.

Observagao. O teorema acima é a versdo mais simples do denominado teorema
de Gauss-Markov, que afirma que, sob condi¢des bastante gerais no contexto
dos modelos lineares, os estimadores de quadrados minimos sdo os estimadores
de variancia minima na familia dos lineares e ndo viesados.

Maxima verossimilhanca

Um pouco de historia

Os estimadores de méxima verossimilhanga foram introduzidos por Gauss (final
do século XVIII) mas foi Fisher (1912) quem desenvolveu em forma plena a
metodologia de maxima verossimilhanca.
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Célculo de EMYV no caso da distribuicao Normal

Sejam X1, Xo, ..., X, i.i.d. segundo uma distribui¢io Normal(u, o2). Portanto,
a funcdo de densidade de probabilidade de X; é dada por:

1 _
p(z) = me

O estimador de méaxima verossimilhanca de p baseado nos valores observados

z /.1,)2

o

=

(D.10)

Ty, T3, ..., T, da varidvel aleatéria X é o valor i que maximiza a funcdo de
verossimilhanca:
n n n
1 _i(zizm)® 1 _L1N (mizme)?
[T oty =[] e ) = () 22
iy iy 210 210

O que equivale a achar o valor de ji que minimiza
n s /.L 2
§ <—> (D.12)
. o
=1
Que é a mesma coisa que achar ji que minimiza

n

> (zi—p)’ (D.13)

i=1

Ou seja, se X é normal o estimador de maxima verossimilhanca coincide
com o estimador de quadrados minimos que, segundo ja foi visto, é X .
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Apéndice E

Teorema Central do Limite

Teorem Central do Limite (versao i.i.d.)

Sejam Xi, Xs, ..., X, i.i.d. com Média(X,) = p e 0 < Variancia(X1) = 0% <
00 . O Teorema Central do Limite afirma que a distribui¢do limite de

X — Média(X) (X —p) :\/E(X'—,u)

(E.1)

DesvioPadrao(X) T o

E a Normal(0,1).

E.1 Historia

O enunciado acima é a versdo mais utilizada do Teorema Central do Limite.
A primeira versdo é de 1733 é devida a De Moivre, quem conjecturou que, se
X,, ~ Binomial(n,p), entdo a distribuicdo limite de

X, —nE(X,) _ Xp—n-p
DesvioPadrao(X,) — /n-p(1 — p)

(E.2)

é a Normal(0,1).

De Moivre sé provou o caso particular p = 1/2. Laplace em 1812 provou a
conjectura de modo completo, isto é para 0 < p < 1.

Observe-se que a Binomial(n,p) é soma de n v.a. iid. Bernoulli(p).
Tchebycheff e seus alunos Markov e Liapunov extenderam o resultado a somandos
i.i.d. bastante gerais. Posteriormente, foi sendo relaxada a hipétese de que
as varidveis tivessem a mesma distribuicdo (por exemplo, o teorema vale se a
seqiiéncia de v. a. for uniformemente limitada e ao menos uma das varidveis
tiver Variancia > 0).

No comego do século XX, Lindeberg e Feller estabeleceram que o teorema
continua valido se as varidveis forem independentes e “nenhuma das varidveis
for preponderante”, dando ao teorema sua forma mais geral. Existem também
para o caso i.i.d. resultados sobre velocidade de convergeéncia, dependendo da
distribui¢do comum das X;.

Apesar da importéncia do teorema, deve-se evitar o pensamento “toda v.a.
é aproximadamentenormal”; j4 que muitas vezes as hipdteses do TCL nao
ocorrem.
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