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1 Resumo do Plano Inicial e das Etapas Con-
cluidas

Basicamente, o projeto Relatividade Geral e Censura Césmica propunha que o
bolsista estudasse, sob a supervisdo e com o auxilio de seu orientador, a Teo-
ria da Relatividade Geral e algumas de suas aplicagdes, em particular, aquelas
referentes a buracos negros e & conjectura da censura césmica, estudando al-
guns artigos recentes que mostrassem em que situacoes essa conjectura torna-se
limitada.

De acordo com o que foi descrito no primeiro relatério parcial, no periodo
de Julho de 2001 a Dezembro de 2001 o bolsista estudou os seguintes tépicos:
Relatividade Especial, Tensores (Algebra e Andlise) e parte de Relatividade
Geral (Fundamentos Fisicos, Tensor Momento-Energia, Equagio de Einstein e
suas propiedades gerais). Os tdpicos estudados no periodo compreendido entre
Dezembro de 2001 e Maio de 2002 estdao apresentados e explicados na segdo
seguinte.

2 Resumo e Detalhamento dos Estudos Desen-
volvidos de Dezembro de 2001 a Maio de 2002

Neste relatdrio, apresento o trabalho desenvolvido pelo bolsista no periodo de
Dezembro de 2001, quando o relatério parcial foi entregue, até o inicio de Maio
de 2002. A exemplo do ultimo relatério, ndo apresentarei aqui um apanhado de
férmulas e teoremas, uma vez que estes podem ser encontrados em quaisquer
livros de Relatividade Geral; pelo contrério, privilegiarei informacoes objetivas,
detalhes relevates e impressées pessoais sobre o assunto que foi estudado. Ba-
sicamente, no perfodo anteriormente citado, o bolsista estudou os capitulos 14,
15, 16, 17, 18 e 19 do livro [1] (referentes a deducdo e propriedades da solucdo
de Schwarzschild e ao estudo das singularidades e buracos negros), o capitulo 6
do livro [2] (referente & solugdo de Kerr), o 9 do livro [3] (referente & solugdo
interior de Schwarzschild), uma parte do capitulo 11 de [4] (referente a com-
plexos momento-energia) e estd atualmente estudando alguns artigos recentes
selecionados pelo seu orientador sobre contra-exemplos da censura césmica [3],
conforme explicado no projeto original.

No capitulo 14 do livro [1] foi estudada a solu¢do de Schwarzschild para
as equagoes de Einstein no vacuo. Sem duvida, foi um tépico bastante interes-
sante, pois foi apresentada pela primeira vez uma solucdo da tdo anteriormente
estudada equagdo de Einstein. Para chegarmos neste resultado, inicialmente
estudamos as diferencas entre uma solucio estaciondria e uma solugio estdtica;
em seguida, vimos como podemos definir se uma solucdo em uma certa regido
do espago-tempo pode ser entendida como estética ou estaciondria considerando
a existéncia e o comportamento de campos vetoriais de Killing tipo-tempo na
regido considerada. Vimos ainda a definicdo de solucio esfericamente simétrica



e como, a partir de argumentos fisicos simples usando coordenadas esféricas
podemos chegar a uma forma geral da métrica esfericamente simétrica, que de-
pende apenas de dois pardmetros A e v. Em seguida, usando algumas relacées
convenientes deduzidas anteriormente para o tensor de Einstein, determinar-
mos estes dois padmertros e assim obtivemos a forma da métrica esfericamente
simétrica no vécuo: a solugdo de Schwarzschild, dada pela equagdo (1).

ds® = (1 =2m/r)dt* — (1 = 2m/r) " dr® — r*(d6” + sin*0dp?) (1)

Estudamos entdo as caracteristicas dessa solucdo: ela é estitica, estaciondria
e assintoticamente plana; através dessas caracteristicas verificamos o teorema
de Birkhoff, que diz que uma solugdo exterior esfericamente simétrica é obri-
gatoriamente estatica. Depois, Através do limite de campo fraco vimos que o
termo m estd relacionado com a massa M do corpo pontual e com a constante
gravitacional G’ usada na Mecanica Newtoniana. Por fim, estudamos como essa
solucdo fica em um outro sistema de coordenadas, chamado de isotrépico, que
é conformal & métrica Euclidiana considerando t constante.

No capitulo 15 estudamos alguns resultados obtidos a partir da métrica
de Schwarzschild que podem ser verificados experimentalmente, comprovando
assim a validade da Teoria da Relatividade Geral (ou pelo menos de alguns de
seus aspectos). O primeiro tépico estudado foi o avango do periélio do planeta
Mercirio; para chegarmos nesse resultado inicialmente revisamos a forma da
orbita de Merctrio prevista pela Mecanica Newtoniana, dada, basicamente, pela
equacdo de Binet: uma elipse. Em seguida, usando o principio variacional
desenvolvido no capitulo 8 (equacdes de Euler-Lagrange) e também a métrica
de Schwarzschild, obtivemos a versdo relativistica da equagdo de Binet, que
fornece a drbita do planeta no espago-tempo de Schwarzschild. Resolvemos
essa equacdo através de um método perturbativo, considerando a equagio de
Binet e obtivemos a expressio do avanco do periélio do planeta. Assim, pudemos
verificar a proximidade dos resultados tedricos previstos para Mercirio (e alguns
outros planetas) com os dados experimentais mais recentes.

O segundo resultado estudado foi o que prevé o desvio da luz ao passar perto
de corpos que geram campos gravitacionais esfericamente simétricos. Utiliza-
mos basicamente o mesmo método usado para calcular a perturbacao na érbita
de Mercurio (principio variacional e métrica de Schwarzschild) e obtivemos uma
expressdo para esse desvio. Aplicando-a no caso do Sol, pudemos verificar sua
validade cosiderando os valores obtidos experimentalmente em eclipses solares
totais, que ndo sdo todavia muito precisos; porém, aplicando esta teoria para
alguns quasares conhecidos e confrontando-a com dados experimentais mais pre-
cisos obtidos de radiotelescépios, verificamos a sua validade.

O terceiro resultado estudado foi o do deslocamento gravitacional para o
vermelho do espectro atomico perto de corpos macigos que geram fortes campos
gravitaicionais (esfericamente simétricos) comparados ao da Terra. Para chegar-
mos a esse resultado, utilizamos basicamente alguns argumentos relativisticos e
a métrica de Schwarzschild; comparamos os resultados previstos com os obtidos
e verificamos novamente a validade da teoria.



Por fim, vimos alguns outros efeitos menos importantes (se comparados com
os trés anteriores) previstos pela Relatividade Geral e comprovados experimen-
talmente, como o atraso da luz e o experimento de E6tvos. Assim, terminamos
a introducdo & Relatividade Geral e partimos para os préximos 4 capitulos, nos
quais estudamos a teoria referente aos buracos negros e singularidades.

No capitulo 16 iniciamos o estudo de buracos negros. Primeiramente, vi-
mos como podemos determinar, a partir do sinal dos elementos diagonais da
métrica na regido considerada, a natureza das coordenadas do sistema que esta
sendo utilizado: tempo, espago ou nula. Depois, foi feita uma breve revisio no
tépico referente a diagramas de espago-tempo e as informagoes que deles po-
demos extrair. Em seguida, estudando a métrica de Schwarzschild, notamos a
existéncia de singularidades, ou seja, pontos nos quais a métrica contravariante
diverge (e portanto a métrica covariante se anula, j& que ambas sdo diagonais),
localizadas em r = 2m e r = 0. Para definirmos se essas singularidades sio
removiveis ou essenciais, calculamos o escalar invariante de Riemann (que nao
varia com o sistema de coordenadas escolhido) e vimos que apenas a singulari-
dade na origem é de fato essencial; o outro ponto é na verdade uma regido de
desvio infinito para o vermelho e também um horizonte de eventos, conforme
vimos posteriormente.

Depois disso, usando a métrica de Schwarzschild e o mesmo principio vari-
acional dos capitulos anteriores, obtivemos as expressoes das geodésicas radiais
nulas convergentes e divergentes. Através delas, tracamos o diagrama de espago-
tempo referente a essa métrica e notamos a existéncia de duas regides distintas:
uma para r > 2m e outra para 0 < r < 2m; nesta dltima, qualquer particula
que nela esteja fatalmente cai na singularidade essencial, j& que ai existe uma
“inversdo de natureza”entre a coordenada temporal e a espacial.

Em seguida, fazendo algumas contas simples, observamos um resultado con-
traditdrio: ao mesmo tempo em que obtivemos que uma particula em queda livre
deveria atingir a singularidade num tempo préprio finito, obtivemos, usando o
principio variacional aliado & métrica de Schwarzschild, que para um observador
externo ela jamais ultrapassaria r = 2m. Isso se deve ao fato de r = 2m ser
uma, singularidade removivel, que estd associada ao sistema de coordenadas de
Schwarzschild. Na verdade, r = 2m funciona como um limite entre duas regides
incomunicdveis: é o chamado horizonte de eventos. Desse modo, o préximo
passo foi encontrar um sistema de coordenadas capaz de remover essa singula-
ridade; isso foi feito transformando-se as geodésicas radiais nulas convergentes
em retas: obtivemos assim as coordenadas de Eddington-Finkelstein avancadas
(no caso de termos linearizado as geodésicas divergentes, terfamos obtido as
coordenadas retardadas). Nesse sistema, observamos as mesmas caracteristicas
referentes & métrica de Schwarzschild, com a vantagem de que podemos obser-
var agora, no diagrama espago-tempo, as particulas em queda livre atingirem a
singularidade em um intervalo de tempo finito.

Por fim, vimos como argumentos classicos podem “justificar”a existéncia de
buracos negros; como um corpo extenso é puxado e encolhido ao entrar no hori-
zonte de eventos; quais as evidéncias observacionais mais recentes relacionadas



a buracos negros e quais 0s avancos tedricos mais recentes nessa area. Salien-
tamos que em todo esse capitulo, considerou-se uma fonte pontual localizada
na origem gerando a métrica de Schwarzschild; uma solu¢ido que leve em conta
a extensdo e a natureza da estrela que gera a singularidade (chamada solugéo
interior de Schwarzschild) foi estudada mais adiante, conforme serd explicado.

No capitulo 17 estudamos basicamente dois conceitos apresentados: ex-
tensdo maximal e compatificagdo conforme. Este capitulo é mais curto que os
outros, porém seu estudo foi mais dificil e trabalhoso, devido & complexidade dos
temas abordados. Primeiramente, vimos que um espago de variedades com uma
determinada métrica é chamado de maximal se toda geodésica emanando de um
ponto qualquer ou pode ser estendida a infinitos valores do parametro afim em
ambas as dire¢Oes ou termina em uma singularidade essencial; caso a primeira
condicdo seja satisfeita, entdo denominamos o espago de geodesicamente com-
pleto (por exemplo, o espago-tempo de Minkowski é completo, enquanto o de
Schwarzschild nao ¢). Em seguida, vimos uma maneira de estender maximal-
mente o espaco-tempo de Schwarzschild, através da introducdo das coordenadas
de Kruskal, resultantes de convenientes mudancas de coordenadas. Vimos como
fica o diagrama de espaco-tempo nesse sistema e suas consequéncias mais dire-
tas, como a ponte de Einstein-Rosen.

Depois, estudamos o processo de compatificagdo conforme de um espaco-
tempo e os diagramas de Penrose. Basicamente, este processo consiste em criar
uma, métrica ndo-fisica conformalmente relacionada & métrica considerada e que
“leve” os infinitos desta ultima para pontos da primeira, permitindo-se assim o
estudo da estrutura causal do infinito. Geralmente, para se fazer isso, usam-se
transformacdes convenientes que envolvam funcdes do tipo tan~'z. Aplicamos
esse processo ao espaco-tempo de Minkowski, compactando-o a uma regido fi-
nita projetada na superficie de um cilindro, cujas bordas revelam a estrutura do
infinito nesse espago-tempo. Tracamos entdo o diagrama de Penrose referente
a essa compatificacdo, ou seja, tracamos o diagrama espago-tempo da métrica
conformal. Assim, pudemos observar vérios aspectos do infinito antes desperce-
bidos. Por fim, foi apresentado o diagrama de Penrose da solu¢cdode Kruskal e
alguns de seus aspectos mais superficiais, ja que se trata de um diagrama bem
mais complexo que o anterior de Minkowski.

O capitulo 18 também é curto, como o anterior, porém nao tao complicado
quanto aquele; ele trata brevente dos aspectos gerais do campo gravitacional ge-
rado por uma carga massiva e pontual. Inicialmente, encontramos o elemento de
linha desse espaco-tempo, denominada solucdo de Reissner-Nordstrgm e apre-
sentada na equacio (2), aplicando-se a forma geral da métrica esfericamente
simétrica a alguns resultados obtidos para o tensor de Maxwell para um campo
eletrostatico puramente radial, impondo ainda que a solucdo fosse estéatica e
assintoticamente plana.

2m €2 2m €\ "
ds* = (1 -7 r_2> dt* — (1 - r_2> dr* —r? (d8? + sin®0d¢*) (2)



Aplicando o limite para campo fraco, notamos que m estd relacionado com a
massa do corpo (ji que para € = 0 reobtemos a solugdo de schwarzschild) e e
com a carga dele. Em seguida, verificamos a existéncia de duas singularidades
removiveis, 7y = m + (m? — €2)2e de uma intrinsica, na origem. Para remo-
vermos estas singularidades, fizemos 0 mesmo processo que anteriormente: line-
arizamos as geodésicas radiais nulas convergentes, obtendo as coordenadas de
Eddington-Finkelstein avancadas. Assim, pudemos estudar o comportamento
de uma particula neutra no espaco-tempo de Reissner-Nordstrgm, através da
quadrivelocidade e do principio variacional: observamos que ela nunca atinge a
origem e se sua velocidade for menor que a da luz, ela pode ficar com seu mo-
vimento preso entre dois pontos r; e ro préximos aos de infinito deslocamento
para o vermelho, 7 e r_. Por fim, estendemos maximalmente o espaco de varie-
dades representado por (2) de uma maneira parecida com a realizada para obter
a solucdo de Kruskal (considerando o caso €2 < m?), e tracamos o diagrama de
Penrose correspondente, verificando suas caracteristicas mais simples, como a
existéncia de uma singularidade intrinsica tipo-tempo, que pode portanto ser
evitada.

No capitulo 19, o dltimo estudado deste livro, foi abordado o tépico refe-
rente a buracos negros que giram. Para isso, foi feito inicialmente um estudo da
solucdo de Kerr e de suas propriedades; essa solucdo foi apresentada como resul-
tado de uma transformacio complexa conveniente de coordenadas envolvendo a
métrica de Schwarzschild em coordenadas avangadas de Eddington-Finkelstein
escrita em termos de uma tétrada nula. Vimos essa solugdo escrita em trés
formas diferentes, a seguir apresentadas; em todas elas, observamos a presenca
de uma constante a, cujo significado explicaremos adiante.

A forma de Eddington-Finkelstein avangada é dada por (3):

2 2 _ _
ds® = (1 — %) dv? — 2dvdr + % (2asin20) dvde + 2asin’*0drde
2 _
—p2db? — ((r2 + a?)sin’6 + %(a%m%)) d¢2 3)
A forma de Boyer-Lindquist é dada por (4):
A . 2 sin?0 2
ds®> = 7 (dt — asin®0dp)” — 7 [(r* + a®)d¢ — adt]
o2
—Kdr2 — p*do* 4)
A forma de Kerr propriamente dita é representada por (5):
ds? = di’ —da? — dy? — dz?
2mr? _ 7
ot 4 a2z? (dt T (wdz +ydy)
2
a z
+m(ydx — zdy) + ;dz) (5)



Em seguida, estudamos as propriedades basicas dessa soluc¢do: vimos que ela
é estaciondria; que ela tem um eixo de simetria (ja que a solu¢do é invariante com
a inversdo simultinea de t e ¢); que é assintoticamente plana e que ela pode ser
considerada gerada por uma fonte pontual que gira com velocidade angular pro-
porcional ao parametro a. Depois, estudamos as singularidades dessa solugio;
primeiramente, observamos, usando o escalar de Riemann, a existéncia de uma
Unica singularidade esencial em p = 0, ou seja, em um anel de raio a centrado
na origem e localizado no plano z = 0. Depois, estudando sob quais condi¢des
o elemento ¢°° da métrica se anula, encontramos duas superficies de infinito
deslocamento para o vermelho, rs, = m + (m?* —a®cos*§)* e consequentemente
dois horizontes de eventos, que no caso de giro pequeno comparado com a massa,
(a> < m?) sdo dados por r+ = m + (m? — a?)%, dividindo a solugfio em trés
regiodes regulares. Para tracarmos o diagrama espago-tempo dessa solugdo, ndo
pudemos usar geodésicas nulas radiais, pois a solu¢do ndo apresenta simetria
esférica; assim, usamos, através do principio variacional, geodésicas nulas prin-
cipais. Depois, para eliminar singularidades removiveis desse diagrama, fizemos
uma transformacao da solucio de Kerr para a solu¢io de Eddington-Finkelstein
avancada, cujo diagrama mostrou varias semelhancas com o diagrama da solugao
de Riessner-Nordstrgm.

Logo apds, vimos que, na superficie de infinito deslocamento para o vermelho
S, qualquer particula que orbite a fonte com o sentido de rotagdo contrario a
desta deve fazé-lo na velocidade da luz para parecer estaciondria a um obser-
vador estaciondrio no infinito; assim, justificou-se a denominacio de superficie
do limite estaciondrio que é dada a Sy. Depois, estudamos as caracteristicas
mais simples dos diagramas de Penrose para as extensoes maximais da solucéo
de Kerr nos casos a? < m? e a2 > m?; através deste tltimo, tomamos pela
primeira vez contato com a conjectura da censura césmica, segundo a qual ndo
devem existir singularidades nulas, pois poderia haver problemas de causalidade,
pelo menos & primeira vista.

Em seguida, foi nos apresentada brevemente a solugao de Kerr-Newman, que
representa a métrica na regido de um buraco negro carregado que gira. Vimos
que ela tem muitas caracteristicas semelhantes a solucao de Kerr e depende
apenas de 3 parametros: m, € e a, relacionados respectivamente a massa, carga
e spin do buraco negro; a luz dessas propriedades, vimos o teorema proposto
por Wheeler de que buracos negros ndo tém cabelo, ou seja, ndo apresentam
nenhuma assimetria nem guardam nenhuma informacao a respeito dos objetos
por ele atraidos e colapsados. Por fim, vimos muito simplificadamente os teore-
mas de singularidades demonstrados por Hawking e Penrose e o efeito Hawking,
segundo o qual os buracos negros emitem radiacdo devido & absor¢do de an-
tiparticulas virtuais relacionadas a flutuagoes quénticas nas proximidades do
horizonte de eventos.

Este dltimo tépico terminou o estudo referente ao livro [1]. O que foi feito
ap0s isso foi estudar alguns tdépicos mais profundos nao abordados neste li-
vro, mas importantes para um melhor entendimento da conjectura da censura
césmica. Apresento esses tépicos bem como as referéncias utilizadas de base



pelo bolsista para o estudo deles a seguir, de maneira resumida e objetiva.

Através do capitulo 6 do livro [2] estudamos uma maneira mais formal
para se obter a solucdo de Kerr. Na verdade, o estudo se baseou mais em
acompanhar os resultados e os caminhos propostos pelo texto do que repeti-los
propriamente dito, haja vista as elevadas complexidade e extensao do mesmo;
desse modo, procurou-se passar ao bolsista uma noc¢ao melhor do que é a métrica
de Kerr e as dificuldades analiticas em se obté-la. Basicamente, o texto sai da
forma geral das métricas estaciondrias e axialmente simétricas, deduzida no
capitulo 2 do mesmo livro, para através de uma série de artificios matematicos
e resultados anteriores, determinar expressdes particulares dos parametros dessa
forma geral, chegando assim & solugdo de Kerr.

De modo bastante simplificado e em linhas gerais, descrevo a seguir os pro-
cedimentos utilizados pelo texto para chegar & solu¢io de Kerr: primeiramente,
sdo utilizados resultados gerais sobre o tensor de Riemann escrito em termos
da métrica e aplicados na equagdo de Einstein para o vacuo, a fim de se ob-
terem equagOes diferenciais que relacionem os pardmetros desconhecidos; em
seguida, sdo feitas varias mudancas convenientes de varidveis para simplificar as
equagdes resultantes e chegar a resultados tteis, como a conjugac¢io de métricas
e a transformacdo de Papapetrou. Depois disso, apresenta-se a liberdade de
gauge e, fazendo-se convenientemente uso dela e de uma série de outras mu-
dancas de varidveis, chega-se novamente a formas ainda mais simplificadas das
equagbes anteriores. Sdo apresentadas algumas propriedades importantes dessas
novas equagdes e algumas formas convenientes delas, que respeitem as condi¢des
de métrica assintoticamente plana e de campo fraco; a seguir, através de mu-
dangas de variveis e coordenadas complexas, chega-se & equacdo de Ernst, que
“traz embutida”todas as equacOes anteriores. A solugdo de Kerr é entdo apre-
sentada como uma solugdo particular simples da equacdo de Ernst; fazendo-se
toda a extensa volta das mudancgas de varidveis e de coordenadas realizadas
anteriormente, obtém-se uma das formas mais comuns da métrica de Kerr. Por
fim, o final deste capftulo apresenta uma discussdo mais aprofundada das carac-
teristicas da métrica de Kerr, confirmando aquelas ja apresentadas no capitulo
19 do livro [1] de maneira menos formal.

O proéximo tépico estudado foi a solugdo interior de Scwarzschild, que fornece
um modelo simples para descrever o interior de estrelas; isso foi feito tomando-se
como base o capitulo 9 do livro [3]. Primeiramente, revisamos as proprieda-
des do tensor momento-energia que aparece nas equagdes de Einstein e tinha sido
estudado no capitulo 11 do livro [1], conforme descrito no tltimo relatério. Re-
vimos sua forma considerando-se um conjunto ndo coerente de particulas ou um
fluido ideal; revimos também o fato de a divergéncia nula do tensor momento-
energia estar intimamente ligado com a conservagdo do momento linear e da
energia. Deduzimos novamente o valor da constante de proporcionalidade entre
o tensor de Einstein e o tensor momento-energia, sé que desta vez usando outros
artificios, que ndo descreverei aqui.

Entao, apds essa util revisdo, fomos estudar como deveria ser a solucio esfe-



ricamente simétrica independente do tempo dentro de uma esfera constituida de
um fluido ideal: esta é a chamada solucdo interior de Scwarzschild. Para fazer
isso, inicialmente tomamos a forma geral das solucbes esfericamente simétricas
deduzida anteriormente e a aplicamos & equagdo de Einstein para o espago nio
vazio, considerando-se o tensor momento-energia de um fluido ideal, cuja forma
haviamos acabado de estudar. Em seguida, fizemos a hipdtese de o fluido es-
tar em repouso e de sua densidade py e pressdo p serem fun¢des apenas da
coordenada radial r, de modo a simplificarmos as equagoes resultantes; logo
depois, usamos algumas relagbes convenientes referentes aos tensores de Rie-
mann, Einstein e Ricci para novamente obtermos expressoes ainda mais sim-
ples. Entéo, fizemos mais uma, hipétese acerca da natureza do fluido, supondo-o
incompressivel, ou seja, com po(r) = po = const.; assim, impondo ainda regu-
laridade da solugdo na origem, pudemos resolver as equagoes diferenciais a que
haviamos chegado e obter uma expressdo para a soluc¢do interior de Schwarzs-
child que depende apenas de duas constantes de integragdo, relacionadas as
condi¢oes de contorno do fluido. Impusemos essas condigdes usando um modelo
simplificado, porém til, de estrelas: primeiro, a pressdo na superficie externa
r = ro da estrela deve ser nula, para ser continua com a pressao externa a es-
trela; segundo, nessa superficie externa a soluc¢do interior deve coincidir com a
exterior, a fim de garantirmos continuidade da métrica. Assim, obtivemos os
valores das duas constantes arbitrarias e a solucdo interior de Schwarzschild,
vélida para r < rg, dada por (6).

3 2 1 2 dr?
ds? = (21— 20— 1 D) a2 (d6? + sin?0dg?) (6)
2 R 2 R 1-72/R
Nessa expressio, temos que R = 5 7?52 é uma constante. Por fim, vimos
PO

que para essa solucdo ser regular, a massa M da estrela ndo pode assumir qual-
quer valor, mas deve estar restrita & condicdo M < 62250 ; além disso, esta massa
total ndo é simplesmente o valor do volume da esfera multiplicado por pg, ja que
tem que se considerar a curvatura do esp¢o-tempo, que faz com que o fato de

po = const. ndo possa ser interpretado como a esfera tendo densidade constante.

O ddltimo tépico estudado foi o referente ao complexo momento-energia de
Landau-Lifshitz, que teve como base a se¢ao 11-9 do livro [4]. Inicialmente,
vimos que na presenca de um campo gravitacional, o fato de a divergéncia do
tensor momento-energia se anular ndo implica em uma lei de conservagao clara,
ao contrario do caso da Relatividade Especial anteriormente estudado, no qual
esse fato implicava em equagoes de conservacdo do momento e da energia. Para
poder chegar & uma lei de conservagao realizamos o seguinte procedimento: in-
troduzimos um sistema de coordenadas especial tal que em um certo ponto dele
todas as derivadas primeiras da métrica se anulam; em seguida, observamos que
isso implica que o tensor momento-energia obedece a uma lei de conservacao
e pode entao ser escrito como o divergente de um tensor antissimétrico de or-
dem 3. Depois de chegarmos a algumas expressoes convenientes, voltamos a



um sistema de coordenadas qualquer e somamos ao tensor momento-energia
um pseudotensor tal que essa soma satisfizesse a condicdo de poder ser escrita
como divergente de um tensor de ordem 3 antissemétrico. Determinamos a
forma desse pseudotensor através das expressdes anteriormente encontradas e
assim encontramos a expressiao da soma, que é chamada de complexo momento-
energia. Vimos que este complexo sim satisfaz a uma clara lei de conservagdo,
que estd ligada a conservagdo da energia e do momento relativos a matéria e rela-
tivos ao campo gravitacional presente. Observamos ainda que o fato de o tensor
momento-energia e de o pseudotensor serem simétricos implica na conservacao
do momento angular usualmente definido. Por fim, verificamos, através de um
exemplo simples, que ndo ha sentido em definir energia gravitacional localizada,
pois ao contririo do tensor momento-energia, se o pseudotensor se anula em um
sistema, de coordenadas particular ele ndo necessariamente se anula em todos os
outros sistemas de coordenadas.

O que estd sendo estudado atualmente pelo bolsista é o artigo [5], que traz

uma, discussao, usando complexos momento-energia, da validade da conjectura
da censura césmica.
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3 Plano de Trabalho e Cronograma

De acordo com o que foi exposto na se¢io anterior, concluimos que o bolsista est4
em dia com seu cronograma, ja que faltando dois meses para o término da bolsa
falta-lhe apenas o estudo dos artigos [5] e [6], que apresentam contra-exemplos
da conjectura da censura césmica.

Neste contexto, o bolsista e seu orientador solicitam a renovacdo do projeto
por mais seis meses, perfodo ao final do qual o bolsista completard sua Gra-
duacdo, para que o aluno possa estudar, de maneira ainda mais profunda, a
conjectura da censura cdsmica e, em especial, as limitacées que ela apresenta,
abordando alguns dos contra-exemplos apresentados pelas referéncias [7], [8],
[9], [10] e eventuais outras que se mostrarem convenientes.
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