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1. INTRODUCAO

No ensino, em todas as areas, muitas vezes o conhecimento € apresentado ao
aluno como algo que existe por si s6 e que sempre foi parte do patrimonio cultural da
humanidade. O contexto historico e as circunstancias em que o conhecimento foi
produzido nado é revelado ao aluno, privando-o de parte essencial do aprendizado: a
sensacao inigualavel de auto-realizacdo que advém da producdo de conhecimento
ou da revelacdo dos segredos da natureza, a qual ultrapassa em muito o que se
pode conseguir pela simples assimilacdo do conhecimento ja existente. Qualquer
projeto que se destine a contribuir para a melhoria do ensino deve, por principio, ser
capaz de propiciar ao aluno esta descoberta.

Para entendermos como o0s grandes pensadores da humanidade
desenvolveram sua obra e assim aprendermos com sua genialidade criativa, nao
basta nos debrugcarmos sobre suas biografias, muitas vezes incompletas, inexatas
ou falseadas por mitos. E preciso nos dirigirmos diretamente as fontes onde est&o
Impressos os registros do caminho que eles percorreram na busca do conhecimento.
Estes registros sdo as obras originais que eles nos deixaram como um legado.
Infelizmente, a lingua em que estas obras foram escritas originalmente constitui-se
em uma barreira intransponivel para a maioria das pessoas, o que faz com que
muitas vezes tenhamos de nos contentar com versdes parciais e nem sempre
confiaveis destes trabalhos, nas quais o toque pessoal do autor acaba se perdendo.

Desta forma, faz-se necessario e oportuno o empenho pela traducao fidedigna
de obras classicas, a qual seja fiel ao autor e que possa nos colocar em contato

com seu pensamento criativo.

2. RESUMO DO PLANO INICIAL

O objetivo inicial deste projeto foi a traducao da obra classica de Arquimedes,
“Sobre o equilibrio dos Planos,” segunda parte, tornando-a disponivel a todos que se
interessem por ela. Foi proposto que a traducao se desse a partir de texto existente

7

em inglés?, o qual é uma traducdo do original em grego. Este trabalho deu

! Hutchins, R. M. (ed.), “The Works of Archimedes” in: Great Books of the Western World, Chicago,
Encyclopaedia Britannica, Chicago, 1952, Vol. 11, traducéo paraoinglésde T. L. Heath.

15-2



continuidade a um trabalho desenvolvido pelo Prof. Assis?, o qual realizou a
traducdo comentada da primeira parte desta mesma obra. Nado se cogitou da
traducéo ser feita diretamente a partir do grego, devido a maior dificuldade em se
obter esta versdo do texto, bem como o desejo de que a traducéo fosse realizada
pelo proprio aluno, o qual ndo tem conhecimento de grego, mas que a partir deste
trabalho realizado sob a orientagdo do Prof. Assis, pode dar inicio a uma
colaboracdo com este docente na traducao de outras obras de interesse.

Propbs-se também acrescentar ao texto traduzido uma pequena biografia de
Arquimedes e apresentar na exposi¢cdo do final do curso alguns conceitos simples
desenvolvidos por ele em suas obras, através de experimentos relacionados a

determinacao do centro de gravidade de secdes parabdlicas e de forma qualquer.

3. DESENVOLVIMENTO DO PROJETO

Seguindo o planejamento inicial, desenvolveu-se a traducdo do texto de
Arquimedes “Sobre o equilibrio dos planos”. Embora o texto em inglés apresentasse
algumas expressdes pouco usais, mesmo para um livro técnico, sua traducéo e
revisdo pbde ser feita dentro do periodo previsto inicialmente. Uma copia dele
encontra-se anexada ao fim deste relatério. Durante a realizacdo deste projeto,
cogitou-se a possibilidade de se realizar a traducdo de uma segunda obra de
Arquimedes, denominada “Sobre os Corpos Flutuantes — Segunda Parte”, cuja
primeira parte ja foi traduzida e publicada pelo Prof. Assis. Embora esta traducéo
tenha sido iniciada, a limitacdo do tempo disponivel levou ao adiamento desta para
uma futura oportunidade.

Uma biografia sucinta de Arquimedes, baseada em sites da internet nacionais e
internacionais, foi preparada e anexada a traducdo. Como se pretendia que esta
biografia ndo fosse extensa, optou-se por buscar na internet material que tratasse o
assunto de uma forma simples e com uma apresentacdo grafica atraente, a qual
pudesse ser aproveitada neste trabalho. Como alguns dos sites utilizados estdo em
inglés, um trabalho de traducéo que ndo aparece explicitamente no resultado final do

projeto, também foi necessario. Os sites utilizados estéo listados em anexo e, como

2 Assis, A. K. T., "Sobre o equilibrio dos planos, traducdo comentada de um texto de Arquimedes,” Revista da
Sociedade Brasileira de Histéria da Ciéncia, Vol. 18, pp. 81-94 (1997). Disponivel em:
http://www.ifi.unicamp.br/~assis/Revista-SBHC-V 18-p81-94(1997).pdf
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0 conteudo deles é extenso, além de os dados biograficos terem sido condensados
na biografia em anexo, optou-se por néo reproduzi-los aqui. Alguns dos sites listados
apresentam também em detalhes as idéias e problemas estudados por Arguimedes,
0S que, por si s6, ja justifica uma consulta ao site original.

Complementando o trabalho de traduc&o realizado, foram montados alguns
experimentos simples, para demonstrar alguns dos principios enunciados por
Arquimedes. Estes experimentos apresentam as técnicas desenvolvidas por
Arquimedes na determinacdo do centro de gravidade de figuras planas e, mais
especificamente, de segmentos parabdlicos. Para tanto, adotou-se 0s seguintes
procedimentos:

a) Determinacé&o do centro de gravidade (CG) de uma secéo qualquer.
= Material empregado: placa de isopor, fios e clips
» Cortada da placa de isopor uma secao qualquer, suspende-se esta se¢ao por
pontos escolhidos em seu contorno. A cada vez que a secdo é suspensa,
traca-se em sua superficie uma linha vertical, passando pelo ponto de
suspensao. O ponto de cruzamento das linhas sera o CG da secéo.

b) Demonstracdo da Proposicdo 8 do trabalho de Arquimedes “Sobre o equilibrio
dos Planos”, determinando-se o CG de um seguimento parabdlico e as propor¢des a
gue ele obedece.
» Material empregado: placa de isopor, fios e clips
» Cortado da placa de isopor um segmento parabdlico, determina-se seu
centro de gravidade utilizando-se o procedimento anterior. Traga-se o raio do

segmento parabolico e demonstra-se que o CG o divide na proporcao 2/3.

4. CONCLUSAO

O projeto foi desenvolvido de acordo com o proposta inicial e atingiu os
objetivos propostos, tornando disponivel em portugués uma obra classica de
Arquimedes, anteriormente s6 encontrada em inglés. Este trabalho, acrescentado de
comentarios, tem possibilidade de vir a ser publicado em alguma revista da éarea,
abrindo perspectivas para o inicio de um trabalho mais amplo de traducdo das
principais obras de autores classicos, tornando-as acessiveis para 0 uso no ensino e
dando possibilidade de familiarizar os estudantes com estes autores e com seus

métodos criativos.
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ANEXO A

Sites sobre

Arguimedes

http://geocities.yahoo.com.br/saladefisica9/biografias/arquimedes.htm
http://matematizando.no.sapo.pt/Biografias/Arquimedes2.htm
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Archimedes.html
http://scidiv.bcc.ctc.edu/Math/Archimedes.html
http://scienceworld.wolfram.com/biography/Archimedes.html
http://tgjunior.thinkquest.org/4116/History/archimedes.htm?tgskip=1
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ANEXO B

Biografia de

Arguimedes



Arquimedes

Filho do astrbnomo Fidias, Arquimedes nasceu em 287 a.C., em Siracusa,

Na sua biografia é dificil destrincar a

realidade da lenda.Escreveu importantes
obras sobre geometria plana e espacial,
aritmética e mecanica. Antecipou-se a muitas
das descobertas da ciéncia moderna no
campo da matemética pura, como o célculo
integral, com seus estudos sobre éareas e
volumes de figuras sélidas curvas e sobre as
areas de figuras planas, desenvolvendo
também os teoremas fundamentais relativos
ao centro de gravidade das figuras planas e
dos sdélidos.. Demonstrou também que o
volume de uma esfera equivale a dois ter¢os

do volume do cilindro que a circunscreve.
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na Sicilia, que entdo fazia parte
da Grécia ocidental ou Magna
Grécia. Embora os dados
fantasiosos permeiem todos os
informes sobre sua vida, parece

estudou em
(Egito),

grandes centros culturais da

certo que
Alexandria um dos
época. Ali teria conhecido
Euclides, ja velho, e seus
discipulos imediatos; e o
matematico Canon de Samos,

de quem se tornou amigo.
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Reduzindo o equilibrio de forcas a um simples problema geométrico,
estudou o equilibrio dos sdlidos, o funcionamento da alavanca e o movimento dos
corpos celestes, além de ter organizado uma colecdo - a mais completa da
Antiguidade - de figuras planas com o0s centros de gravidade perfeitamente
localizados. Além disso, também procurava utilidades praticas para suas
descobertas. Extraordinario engenheiro, construiu, segundo depoimento de Cicero
(106 - 43 a.C.), um planetario que reproduzia os diferentes movimentos dos corpos
celestes; e um aparelho para medir as variagbes do diametro aparente do Sol e da
Lua, um protétipo do modelo, mais requintado, que sera construido pelo astrdbnomo
Hiparco, no século Il a.C.

Porém, ele é mais conhecido principalmente por ter enunciado a lei da
hidrostatica, o chamado principio de Arguimedes. Essa lei estabelece que todo
corpo submerso em um fluido experimenta perda de peso igual ao peso do volume
do fluido que o corpo desloca.

Diz-se que essa descoberta foi feita enquanto o matematico se banhava e
meditava sobre um problema que Ihe fora apresentado pelo rei: como distinguir uma
coroa de ouro puro de outra que contivesse prata. Observando o deslocamento e
transbordamento da agua a medida que seu corpo submergia, concluiu que se a
coroa, ao submergir, deslocasse quantidade de &gua equivalente a seu peso em
ouro, isto significaria que nao continha outro metal. Conta-se que ficou tao
entusiasmado que saiu nu para a rua gritando heureka, palavra grega que significa
"achei".
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Arquimedes passou a
maior parte de sua vida
na Sicilia, em Siracusa e
arredores, dedicado a
pesquisa e aos experi-
mentos. Embora n&o
tivesse nenhum cargo
publico, durante a

conquista da Sicilia

pelos romanos pds-se a

disposicdo das autorida-

des e muitos de seus
instrumentos mecanicos foram utilizados na defesa de Siracusa. Entre os aparatos
de guerra cuja invencao lhe é atribuida esta a catapulta e a idealizacdo dos célebres
"espelhos ustérios" (ustério = que queima, que facilita a combustdo), espelhos
curvos com os quais os defensores de Siracusa teriam queimado a distancia - pela
concentracao dos raios solares - 0s navios romanos que sitiavam a regiao.

Apds um longo assédio, as tropas de Marcelo entram na cidade em 212 a.C..
Segundo Plutarco, apesar das ordens de Marcelo para respeitar a vida do sabio, um
soldado romanao, irritado porque Arquimedes, absorto na resolugdo de um problema,
nao responde as suas intimacdes, matou-o. Cicero, questor da Sicilia, encontrou o
seu tumulo, onde figura uma esfera inscrita num cilindro.

S&o muitas as obras de Arquimedes que chegaram até nossos dias. Na sua
producdo revela-se '
exclusivamente o
investigador.  Seus
escritos séo
verdadeiras
memorias cientificas, .=
trabalhos originais,
nos quais se da por
conhecido todo o

produzido antes
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sobre o tema e apresentam-se elementos novos, proprios. Suas principais obras

foram sobre:

1. Os condides e os esferdides. - Refere-se aos sélidos que hoje designamos
elipsoide de revolucéo, paraboldide de revolucao e hiperboldide de revolucgéo.

2. As espirais. - E um estudo monogréafico de uma curva plana, hoje chamada
espiral de Arquimedes, que se obtém por uma simples combinacdo de
movimentos de rotacdo e translacdo. Entre os resultados, encontra-se um
processo para retificar a circunferéncia.

3. A medida do circulo. - Contém apenas 3 proposi¢cdes e € um dos trabalhos que
melhor revela a mente matematica de Aristételes. Em uma ostentacao técnica
combinam-se admiravelmente a matematica exata e a aproximada, a aritmética e
a geometria, para impulsionar e encaminhar em nova direcao o classico problema
da quadratura do circulo.

4. Quadratura da Parabola. - Este escrito oferece o primeiro exemplo de quadratura,
isto é, de determinacdo de um poligono equivalente, de uma figura plana
mistilinea: o segmento da parabola.

5. O Arenario. - Arquimedes realiza um estudo, no qual intercala um sistema de
numeracao proprio, que |he permite calcular e, sobretudo exprimir quantidades
enormes, e uma série de consideracfes astrondmicas de grande importancia
historica, pois nelas se alude ao sistema heliocéntrico da antiguidade, devido a
Aristarco de Samos.

6. O equilibrio dos planos. - E o primeiro tratado cientifico de estéatica. A alavanca,
0s centros de gravidade de alguns poligonos, entre outros resultados.

7. Dos corpos flutuantes. (Livro | e Il). - As bases cientificas da hidrostatica.

Do método relativo aos teoremas mecanicos. - Arquimedes aproxima-se
extraordinariamente de nosso conceitos atuais de calculo integral.

9. O Stomachion. - E um jogo geométrico, espécie de puzzle, formado por uma
série de pecas poligonais que completam um retangulo.

10.0 problema dos bois. - Um problema referente a teoria dos niumeros
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ANEXO C

Sobre o Equilibrio

dos Planos



SOBRE O EQUILIBRIO DOSPLANOS—-LIVRO I
Proposicdo 1

Se P e P sdo dois segmentos parabdlicos, sendo D e E seus centros de gravidade,
respectivamente, entdo o centro de gravidade dos dois segmentos considerados
conjuntamente estard em um ponto C sobre DE determinado pela relacdo

P:P =CE:CD.

Na mesma linha reta com DE, mega EH e EL, cadaum igual a DC, e [meca também]
DK igual aDH; dai éimediato que DK = CE e também que KC = CL.

/\ /

7 -
L/ /< &

= =2

—
[

Apligue um retdngulo MN com éreaigual ao do segmento parabdlico P em uma base
igual a KH e cologue o retangulo de modo que KH o divida ao meio e sgja paralelo a sua base.

Ent&o, D € o centro de gravidade de MN, ja que KD = DH.

Prolongue os lados do retangulo que séo paralelos a KH e complete o retangulo NO

cujabase éigual aHL. Entdo E é o centro de gravidade do retangulo NO.

Agora,

(MN) : (NO) = KH : HL
= DH: EH
=CE:CD

=P:P.
Mas,

(MN) = P.
Portanto,

(NO)=P".

Também, ja que C é o ponto médio de KL, C é o centro de gravidade do
paralelogramo completo, constituido pelos dois paralelogramos (MN) e (NO), os quais sdo
iguais[em area] aP e P" e tém os mesmos centros de gravidade que P e P’, respectivamente.

Destaforma, C é o centro de gravidade de P e P tomados conjuntamente.
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DEFINICAO E LEMASPRELIMINARESA PROPOSICAO 2

“Se em um segmento limitado por uma linha reta e uma se¢éo de um cone reto [uma
parabola) for inscrito um tridngulo tendo a mesma base que 0 segmento e altura igual, se
novamente tridngulos forem inscritos nos segmentos remanescentes tendo as mesmas bases
gue os segmentos e aturaigual, e se nos segmentos restantes, tridngulos forem inscritos do
mesmo modo, serd dito que a figura resultante esta inscrita da forma reconhecida no
segmento.

“E é evidente”

(1) “ que as linhas unindo os dois angulos da figura inscrita desta forma que estédo
mais proximos do vértice do segmento, e [unindo] os préximos pares de
angulos em seqliéncia, serdo paralelas a base do segmento,”

(2) “queasreferidaslinhas seréo divididas ao meio pelo diametro do segmento, €’

(3) “que elas cortardo o diametro nas propor¢des dos ndmeros impares SUCessiVos,
0 numero um referindo-se ao [comprimento adjacente ao] vertice do segmento.

“E estas propriedades terdo de ser provadas em seus lugares respectivos.”
Proposicédo 2

Se uma figura é “inscrita da forma reconhecida” em um segmento parabdlico, o
centro de gravidade da figura inscrita dessa forma estara localizado sobre o didametro do

segmento.
Pois, nafigura dos lemas precedentes, o centro de gravidade do trapézio BRrb tem de
estar sobre XO, o [centro de gravidade] do trapézio RQqr [tem de estar] sobre WX, e assim

sucessivamente, engquanto o centro de gravidade do triangulo PAp estara sobre AV.
Portanto, o centro de gravidade da figura completa estara sobre AQ.

Proposicdo 3

Se BAB e bab” forem dois segmentos parabdlicos similares cujos diametros sdo AO

e ao, respectivamente, e se a figura for inscrita em cada segmento “ da forma reconhecida,”
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sendo igual o nimero de lados em cada figura, os centros de gravidade das figuras inscritas
dividirao AO e ao na mesma razgo.

Suponha que BRQPAP'Q'R'B” e brgpap’'q'r'b” sdo as duas figuras inscritas “da
forma reconhecida.” Ligue PP", QQ" e RR encontrando AOem L, M eN, e[ligue] pp’, qq e
rr” encontrandoaoeml, me n.

Entdo [Lema (3)]

AL:LM:MN:NO=1:3:5:7
=al:Im:mn:no,
de tal formaque AO e ao estdo divididos na mesma proporgao.
Também, revertendo-se a prova do Lema (3), vemos que
PP :pp=QQ :qq =RR :rr" =BB" : bb'".

Como entdo RR : BB =rr" : bb’, e estas razbes determinam, respectivamente, a
proporcdo em que NO e no sdo divididas pelos centros de gravidade dos trapézios BRR'B™ e
brr'b” [1.15]% segue que os centros de gravidade dos trapézios dividem NO e no na mesma
razéo.

Similarmente, os centros de gravidade dos trapézios RQQ'R erqq’r” dividem MN e
mMnN na mesma raz&o, respectivamente, e assim sucessivamente.

Por ultimo, os centros de gravidade dos triangulos PAP” e pap” dividem AL e al,

respectivamente, na mesma razao.

Além disso, os trapézios e tridngulos correspondentes estdo, cada [tipo] para cada
[tipo equivalente], na mesma proporcao (ja que seus lados e suas alturas sdo, respectivamente,

proporcionais), enquanto que AO e ao sdo divididos na mesma propor¢éo.

1IN. H.] Arquimedes enuncia esta proposicéo como verdadeira para segmentos similares, mas ela é igualmente
verdadeira para segmentos que ndo sdo similares, como o desenvolvimento da prova ira mostrar.
2 [N. T.] Isto &, ver Sobre o Equilibrio dos Planos, Livro |, Proposicéo 15.
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Portanto, os centros de gravidade das figuras inscritas compl etas dividem AO e ao na

mesma propor¢ao.

Proposicao 4

O centro de gravidade de qualquer segmento parabdlico cortado por uma reta

localiza-se sobre o didametro do segmento.

Seja BAB” um segmento parabdlico, A seu vértice e
AO seu didmetro.

Entdo, se o centro de gravidade do segmento néo
esta localizado sobre AO, suponha que ele sgja, se possivel,
o ponto F. Trace FE paralelo a AO encontrando BB em E.

Inscreva no segmento o tridngulo ABB™ tendo o
mesmo Vértice e altura que 0 segmento, e tome uma area S

tal que

DABB" : S=BE : EO.
Podemos entdo inscrever no segmento “da forma reconhecida” uma figura tal que os
segmentos da parébola remanescente sdo conjuntamente menores do que S
Seja a figura inscrita na forma apropriada; entdo seu centro de gravidade situa-se
sobre AO [Prop. 2]. Sgjaele o ponto H.
Ligue HF e faca seu prolongamento encontrar em K a linha que passa através de B e
éparalelaa AO.
Ent&o temos
(figurainscrita) : (restante do segmento) > DABB” : S
>BE: EO
> KF : FH.
Suponha L tomado sobre HK gerado de forma que a razéo anterior é igual a razéo
LF: FH.

® Pois a Prop. 20 da Quadratura da Parabola prova que, se em qualquer segmento [de pardbola] for inscrito o
tridngulo com a mesma base e altura, o triangulo é maior que metade do segmento; de onde fica evidente que,
cada vez que aumentamos o nimero de lados da figura inscrita “ da forma reconhecida’, eliminamos mais que a

metade dos segmentos restantes.
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Ent8o, uma vez que H € o centro de gravidade da figura
inscritae F é o [centro de gravidade] do segmento, L tem de ser 0
centro de gravidade de todos os segmentos considerados
conjuntamente, os quais formam o restante do segmento original.
[1.8]*

Mas isto é impossivel, uma vez que todos os segmentos
situam-se sobre um lado da linhatracada através de L e paralelaa
AO (conferir Post. 7).

Portanto, o centro de gravidade do segmento ndo pode

se situar em outro lugar que nédo seja sobre AO.

Proposicao 5

Se sobre um segmento parabdlico uma figura for inscrita “ da forma reconhecida,” o
centro de gravidade do segmento estara mais proximo do vértice do segmento do que esta o
centro de gravidade da figura inscrita.
Seja BAB” 0 segmento dado e AO seu didmetro. Em primeiro lugar, sgja ABB™ o
triangulo inscrito “da formareconhecida.”
Divida AO em F de modo que AF =2FO; F é entdo o centro de gravidade do
triangulo ABB".
3 Dividaao meio AB e AB" em D e D", respectivamente, e
ligue DD" de forma a encontrar AO em E. Trace DQ e D'Q’
paralelamente a OA, de forma a encontrar a curva. Entdo QD e

QD" seréo os diametros dos segmentos cujas bases sdo AB e

o AB’, e os centros de gravidade desses segmentos se situardo,
respectivamente, sobre QD e Q'D” [Prop. 4]. Sejam eles entéo H
eH’, eligue HH" de formaaencontrar AO em K.

Agora, QD e QD" sdo iguais’ e, portanto, 30 iguais 0s

segmentos dos quais eles sdo os diametros [Sobre Condides e
Esferdides, Prop. 3].

4 [N. T.] Ver Sobre o Equilibrio dos Planos, Livro |, Proposicdo 8.
® |sto pode tanto ser deduzido a partir do Lema (1) acima (uma vez que QQ" e DD’ sio ambos paralelos a BB)

ou a partir da Prop. 19 da Quadratura da Parébola, aqual se aplicaigualmenteaQ ou Q.
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Também, uma vez que QD e Q'D” sdo paralelos e DE = ED’, K € 0 ponto médio de
HH".

Portanto, o centro de gravidade dos segmentos iguais AQB e AQ'B" considerados
conjuntamente, é K, onde K situa-se entre E e A. E o centro de gravidade do triangulo ABB™ é
F.

Segue-se que o centro de gravidade de todo 0 segmento BAB” situa-seentre K e F g,
portanto, estd mais préximo do vértice A do que F esta.

Em segundo lugar, considere a figura de cinco lados BQAQ' B’ inscrita “da forma
reconhecida,” sendo QD e Q'D", como anteriormente, os didmetros dos segmentos AQB e
AQ'B'.

Ent&o, de acordo com a primeira parte desta proposi¢éo, o centro de gravidade do
segmento AQB (situando-se é claro sobre QD) esta mais préximo de Q do que esta o centro de
gravidade do tridngulo AQB. SegjaH o centro de gravidade do segmento e [sgja] | [0 centro de
gravidade] do triangulo.

Similarmente, sgja H* o0 centro de gravidade do seguimento AQ'B” e [sgja] | o
[centro de gravidade] do triangulo AQ'B".

Segue-se que o centro de gravidade dos dois segmentos AQB e AQ'B” considerados
conjuntamente é K, o ponto médio de HH" e o [centro de gravidade] dos dois triangulos AQB
e AQ'B” éL, oponto médiodell” .

Se agora o centro de gravidade do tridngulo ABB” for F, o centro de gravidade de
todo o seguimento BAB™ (isto &, [0 centro de gravidade] do tridngulo ABB" e dos dois
segmentos AQB e AQ B’ considerados conjuntamente) sera o ponto G sobre KF determinado
pela proporcao (soma de segmentos AQB e AQ'B’) : DABB’ = FG : GK.[I. 6, 7]°

E o centro de gravidade da figura inscrita BQAQ'B” é um ponto F~ sobre LF
determinado pela proporcéo.

(DAQB + DAQ'B) : DABB = FF : F'L. [I.6,7]
[Portanto,
FG:GK> FF": F'L,
ou
GK:FG< FL:FF,

® [N. T.] Ver Sobre o Equilibrio dos Planos, Livro |, ProposicBes 6 e 7.
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e, componendo’,
FK:FG< FL:FF,
enguanto
FK > FL.]
Portanto, FG > FF’, ou G situa-se mais proximo do que F~ do vértice A.
Usando este Ultimo resultado e prosseguindo da mesma maneira, podemos provar a

proposi¢éo para qualquer figurainscrita “daformareconhecida.”

Proposicdo 6

Dado um seguimento de uma parabola cortada por uma linha reta, € possivel inscrever nela
“da forma reconhecida” uma figura tal que a distancia entre os centros de gravidade do

segmento e da figura inscrita seja menor que qualquer comprimento dado.

Seja BAB" 0 segmento, AO seu diametro,
G seu centro de gravidade, e ABB" o triangulo

inscrito “daformareconhecida’.

Q
Seja D 0 comprimento dado e S uma area
tal que K o
AG:D=DABB :S
No segmento inscreva “da forma s

reconhecida” uma figura tal que a soma dos

segmentos restantes seja menor do que S SgaF o
centro de gravidade da figurainscrita.

Provaremos que FG < D.

Pois, caso ndo segja[menor], FG tem ser igual ou maior do que D.

E, claramente,

(figurainscrita) : (soma dos segmentos restantes) > DABB” : S
>AG:D
> AG : FG, por hip6tese (umavez FG 4 D).

" [N. T.] O que esta entre colchetes aqui foi introduzido por T. L. Heath. Componendo vem do latim e pode ser
interpretado aqui como “compondo.” Isto €, como GK : FG< F'L: FF,entdo 1+ (GK: FG) < 1+ (F'L: FF),
ou(FG+ GK): FG< (FF + F'L): FF',ousga, FK: FG < FL : FF", que é o que Heath quer mostrar.
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Segja a primeira razdo igual arazdo KG: FG (onde K situa-se sobre o segmento GA
prolongado); segue-se que K € o centro de gravidade dos segmentos pequenos considerados
conjuntamente. [1.8]

Mas isto € impossivel, uma vez que os segmentos estdo todos sobre o mesmo lado de
uma linhatragcada por K e paralelaaBB'.

Destaforma, FG sb pode ser menor do que D.

Proposicao 7

Se dois segmentos parabdlicos forem similares, seus centros de gravidade dividem seus

diametros na mesma razao.

Sejam BAB" e bab” os dois segmentos
similares, AO e ao seus didmetros, e G e g seus
centros de gravidade, respectivamente.

Entéo, se G e g ndo dividem AO e ao,
respectivamente, na mesma razéo, suponha que
H segja um ponto sobre AO tal que

AH :HO = ag: go;

e inscreva no segmento BAB® “da forma

r

8 reconhecida’” uma figura tal que, se F for seu

centro de gravidade,
GF < GH. [Prop. 6]
Inscreva no segmento bab” “da formareconhecida’ uma figura similar; entdo, sef for
0 centro de gravidade destafigura,
ag < af. [Prop. 5]

E, pelaProp. 3,
af : fo= AF : FO.
Mas
AF: FO< AH:HO
< ag: go, por hipétese.
Portanto,

af : fo < ag : go; o que éimpossivel.

Segue que G e g s6 podem dividir AO e a0 ha mesma razéo.
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Proposicdo 8

Se AO for o diametro de um segmento parabdlico e G o seu centro de gravidade, entdo

AG = 3 GO.
2

Seja 0 segmento BAB'. Inscreva o tridngulo ABB™ “da forma reconhecida’ e seja F
Seu centro de gravidade.

Divida a0 meio AB e AB  em D e D e trace DQ e D'Q" paralelos a OA, até
encontrar a curva, de forma que QD e Q'D” sdo os didmetros dos segmentos AQB e AQ'B’,
respectivamente.

Sejam H e H” os centros de gravidade dos segmentos AQB e AQ'B’, respectivamente.
Ligue QQ" e HH" encontrando AO em V e K, respectivamente.

Entdo K é o centro de gravidade dos dois segmentos AQB e AQ'B" considerados
conjuntamente.

Agora

AG: GO = QH: HD, [Prop. 7]
portanto,
AO: OG= QD : HD.
Mas AO = 4QD [como é facilmente provado por meio do Lema (3)].

Portanto,

OG = 4HD;
e, por subtragéo,
AG = 4QH.

Também, pelo Lema (2), QQ" é paralelo aBB’ ¢,
portanto, a DD". Segue da Prop. 7 que HH" também é
paralelo aQQ ouaDD’ e, consequentemente,

QH = VK.

Portanto,
AG = 4VK,

Q’ D’

AV + KG = 3VWK.
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Medindo-se VL ao longo de VK de formaque VL = % AV, temos

KG = 3LK. (2)
Novamente,
AO = 4AV [Lema (3)]
= 3AL, umavez que AV = 3VL,
portanto,
AL = %AO = OF.

Agora, por |. 6,72
DABB’ : (soma dos segmentos AQB e AQ'B’) = KG : GF,

DABB’= 3(soma dos seguimentos AQB e AQ'B")

[uma vez que o0 segmento ABB” éigud a gDABB’ (Quadratura da Parabola, Props. 17 e

24)].
Portanto,
KG = 3GF.
Mas
KG = 3LK, de (1) acima.
Portanto,
LF = LK + KG + GF
= 5GF.
E, de (2),
LF = (AO-AL-OF) = %AO = OF.
Portanto,
OF = 5GF,
e
OG = 6GF.
Mas

AO = 30F = 15GF.

8 [N. T.] Ou seja, Sobre o Equilibrio dos Planos, Livro |, Proposicoes 6 e 7.
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Portanto, por subtracéo,
AG = 9GF

= —GO.

Proposicdo 9 (Lema)

Sea b, c, d forem quatro linhas em proporcdo continua® e em ordem decrescente de

magnitude, e se

d:(a—-d)=x: g(a—c),

(2a+4b+ 6¢c+ 3d): (5a+10b+ 10c+5d) =y: (a—0),

€ requerido provar-se que

X+y= 2 a.
5
A [O que segue € a prova dada por Arguimedes, com a Unica diferenca
gue € apresentada em uma notacdo algébrica ao invés de geométrica. Isto €
o Ip feito no caso particular simplesmente para tornar a prova mais facil de ser
seguida. Arquimedes exibe suas linhas na figura reproduzida ao lado, mas,
" j: agora que é possivel usar notacdo algébrica, ndo ha vantagem em usar a
1E figura e a notagdo mais inconveniente que apenas obscurece o curso da prova.
z A relacdo entre afigura de Arquimedes e as | etras usadas a seguir, €
’ AB=a,&@B=b,DB=c,EB=d,ZH =%, H?=y, DO =2]
Temos
a_b_c
b e d @
de onde,
a-b_b-c_c-d
b C d '’
e, portanto,

°[N.T]Istoéa:b=b:c=c:d.
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b-c cd b cd @
Agora,
2(a+b):a+b:a+bx9:a- c b- c_a-c¢
2c o b ¢ b-cc-d c-d
E, de forma semelhante,
b+c:b+cx£:a-c
d c d c-d
Das duas Ultimas relagbes, vem que
Suponha z ser considerado tal que
2a+42t::-:z;c+2d:azc (@)
detal formaquez< (c-d).
Portanto,
a-c+z_ 2a+4b + 6c + 3d
a-c 2(a+d)+4(b+c)
E, por hipotese,
a- c_5(a+d)+10(b+c)
y 2a+4b+6¢c+3d)’
tal que
a- c+z=5(a+d)+10(b+c):§ ()

y 2(@+d)+4(b+c) 2
Novamente, fazendo a diviséo cruzada de (3) por (4), obtemos

z 2a+3b+c
c-d 2@+d)+4b+c)’

de onde se obtém

c-d-z_ b+3c+2d

= (6)
c-d 2(a+d)+4b+c)

Mas, de (2),

c-d_a-b_3(b-c)_2(c-d)
d b 3 2d
detal formaque
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c-d :(a- b) +3(b- c)+2(c- d)

d b+3c+2d )
Combinando (6) e (7), temos
c-d- z_ (a- b)+3(b- ¢c)+2(c- d)
d 2(a+d)+4(b+c)
tal que
c-z_ 3at6b+3c )

d 2(@+d)+4(b+c)
E, umavez que [de (1)]

c-d_b-c_a-b
c+d b+c a+b’

temos

c-d_ c+d
a-c b+c+a+b’

portanto,

a-d _ at2b+2c+d _ 2(a+d)+4(b+c) )
a-c at+t2b+c 2(a+c)+4b

Entdo

a-d :2(a+d)+4(b+c)
3 )

g(a - ¢) :{Z(a +¢) + 4b}

e, portanto, por hipotese,

9: 2(a+d)+4(b+c)
X 2{2(a+ c) + 4b}

Mas, por (8)

c-z_ 3a+6b+3c
d 2(@+d)+4(b+c)’

e segue, ex aequali’®, que
C-7Z_ 3(a+c)+6b :§x§:§
X 2{2(a+c)+4b} 32 2

E, por (5),

0[N. T.] Ou sga, multiplicando entre si os lados esquerdos destas duas Ultimas igualdades, assim como

multiplicando simultaneamente os lados direitos.
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a-c+z_>5
y 2
Portanto,
S5_ a
2 XxX+y'
Ou
x+y=—a.
Y 5
Proposicao 10

Se PP'B'B for a porcdo de uma pardabola interceptada entre duas cordas paralelas
PP e BB’, divididas ao meio, respectivamente, em N e O pelo didametro ANO (N estando mais
préximo que O do vértice A do segmento) e se NO for dividido em cinco partes iguais, das
quais LM é a do meio (L estando mais préximo de N do que esta M), entédo, se G for um
ponto sobre LM tal que
LG : GM = BO? x(2PN + BO) : PN? x(2BO + PN),

G sera o centro de gravidade da area PP'B'B.

Considere uma linha ao igual a AO, com an sobre ela, igual a AN. Sejam p e g pontos
sobrealinhaao tal que
ao:aq=ag:an, Q)
ao:an=aq:ap, (2
[dai vem queao: aq = ag:an= an: ap, ou ao, ag, an, ap sao linhas em proporcao continua e
em ordem decrescente de magnitude].
Meca ao longo de GA um comprimento GF tal que
op:ap=OL:GF. 3
Ent&o, umavez que PN e BO s&o ordenadas em relacéo a ANO,
BO®: PN°= AO: AN
= ao:an
= ao®: adf, por (1),
de modo que
BO:PN= ao: aq, (4)
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BO®: PN*=a0’: aq®
=(ao: aqg) x(aq : an) x(an: ap)

=ao: ap. (5)
Assim,
(segmento BAB") : (segmento PAP") = DBAB’ : DPAP
= BO®: PN°
= ao: ap,
de modo que

(érea PP'B'B) : (segmento PAP") =op : ap
= OL : GF, por (3),

. EON . GF. ()

Agora
G b mn 4 o BOX@2PN+ BO):BO= (2PN + BO): BO
= (2ag + ao) : ao, por (4),
o BO®: PN® = ao: ap, por (5),
e

PN®: PN?x(2BO + PN) = PN : (2BO + PN)
=ag: (2ao0 + aq), por (4),
=ap: (2an + ap), por (2).

Portanto, ex aequali,

BO? x(2PN + BO) : PN? x(2BO + PN) = (2aq + a0) : (2an + ap),
de forma que, por hipétese,

LG: GM = (2ag + ao) : (2an + ap).
Componendo, e multiplicando os antecedentes por 5,
ON: GM = {5(a0 + ap) + 10(ag + an)} : (2an + ap).
Mas
ON:OM=5:2={5(ao + ap) + 10(ag + an)} : {2(ao + ap) + 4(aq + na)}.

Segue-se que

ON: OG ={5(ao + ap) + 10(aq + na)} : (2ao + 4aq + 6an + 3ap).
Portanto,

(2a0 + 4aq + 6an + 3ap) : {5(ao + ap) + 10(ag + an)} =OG: ON = OG : on.

ap:(ao—ap)=ap:op
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= GF : OL, por hipotese,

=GF: §on,
5

enguanto ao, ag, an, ap estdo em propor¢ao continua.
Portanto, pela Prop. 9,

GF + OG = OF = Zao: gOA.
5 5
Entéo F € o centro de gravidade do segmento BAB'. [Prop. 8]

SejaH o centro de gravidade do segmento PAP’, tal que AH = gAN.
E, umavez que

AQO,

alw

temos, por subtracéo,
HF = —ON.
Mas, por (6) acima,
(drea PP'B’'B) : (segmento PAP") = SON : GF

= HF: FG.
Entdo, uma vez que F e H sdo os centros de gravidade dos segmentos BAB™ e PAP’,

respectivamente, segue [por |. 6, 7] que G é o centro de gravidade da &rea PP"B'B.
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