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Resumo

E apresentado um programa de computador que simula a formagio de um pacote
de ondas, sua evolucdo temporal e a incerteza gerada pela relagdo entre o pacote
e sua transformada de Fourier. Concentrando-se nos principios basicos que a
mecanica quantica utiliza para descrever uma particula massiva e sem spin, o
programa mostra de forma didatica como a superposi¢ao de ondas planas forma
uma fun¢ao que descreve a probabilidade da particula estar em uma determinada
posi¢do e como essa probabilidade varia em fungao do tempo.

1. Introducao

O proposito do programa ¢ mostrar didaticamente a formacdo de um pacote de
ondas e algumas de suas propriedades sob a perspectiva da mecanica quantica,
considerando este objetivo foi escolhido o caso mais simples e familiar aos alunos
egressantes da mecanica classica e que € o caso de uma particula livre, massiva e sem spin,
as ondas planas que serdo superpostas para formar o pacote sdo solucdes da equacdo de
Schrodinger e auto-estados dos operadores momento linear P e Hamiltoniano H. Este caso
geralmente ¢ abordado nos primeiros capitulos dos livros textos de introdugdo a mecanica
quantica[1,2], dessa forma espera-se que o programa desenvolvido possa cumprir o papel
de ferramenta auxiliar para os estudantes que ainda ndo estdo habituados com a abstragado
necessaria para compreender as interpretagdes oferecidas pela mecanica quantica.

Nas segOes subseqiientes a resolugdo formal deste caso € descrita em detalhes e a
partir dessa resolucao ¢ desenvolvida uma solugdo numérica que pode ser utilizada por um
algoritmo computacional, em seguida ¢ descrito como o programa foi desenvolvido e,
finalmente, como pode ser operado extraindo resultados pertinentes ao entendimento dos
conceitos basicos da mecanica quantica aplicados para este caso especial.

2. O pacote de ondas

Um pacote de ondas ¢ uma fungdo que descreve o estado de uma particula, as etapas
que conduzem a esta interpretacdo estdo detalhadas abaixo.

2.1. Asrelagdes de de Broglie

Apbs a explicacao do espectro da radiagdo de corpo negro por Planck através
da hipotese da quantizagdo da energia, da descoberta dos fotons por Einstein e da
existéncia de niveis discretos de energia nos atomos por Bohr; em 1923, de Broglie
apresentou a seguinte hipdtese: particulas massivas, assim como fotons, possuem
um aspecto ondulatério. Com apenas esta hipotese foram derivadas as regras
empiricas de quantizagdo dos niveis atdmicos encontradas por Bohr-Sommerfeld, e
em 1927 foi comprovado experimentalmente o aspecto ondulatorio dos elétrons.
Segundo a hipdtese de de Broglie, cada particula de energia £ € momento linear p
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tém associados uma freqiiéncia angular ® e um nimero de onda k, dados pela
seguintes relagdes:

E=hw (1)

B=hk (2)

P 3)
kK p

onde h=2nh

O valor extremamente pequeno da constante / explica porque o aspecto ondulatdrio
da matéria ¢ muito dificil de ser observado.

2.2. Estado de uma particula descrito como uma funcao de onda e a
equacgdo de Schrodinger

De acordo com a hipotese de de Broglie foram formulados os postulados da
mecanica quantica que podemos apresentar, de forma simplificada e restrita ao
nosso interesse imediato, da seguinte forma: o estado de uma particula ¢
caracterizado por uma fungdo de onda ¥(r,t) que contém toda a informagao que ¢
possivel obter sobre uma particula. O valor de Y(r,t) ¢ interpretado como a
amplitude da probabilidade da presenga de uma particula, dessa forma, |¥(r,t)|*
representa a densidade de probabilidade e consequentemente

dP(F, t)=C|¥(7, 1) d°r 4)

representa a probabilidade de encontrar a particula entre r e r + dr. A partir dos
trabalhos de de Broglie e Planck, o fisico Erwin Schrédinger demonstrou que essa
funcdo deveria obedecer a seguinte equacao de onda:

d n’

in L W7, 1) = -2V (FE 1) + V()P 1) (5)
ot 2m

Considerando uma particula livre (V(r,t) = 0), a equagdo acima tem como solugao
funcdes da seguinte forma:

W(F,t) = de'* 7™ (6)
2
onde = ZL (6a)
m

Esse tipo de solugdo ¢ chamada de onda plana e serd a solugdo utilizada para
realizar a simulagdo. O principio de superposi¢do nos diz que qualquer combinagao
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linear de ondas planas também sera uma solucdo, considerando ainda o caso de
propagacdo em apenas uma dimensdo temos:

W(x, 1) = Lﬁ [ g(k)eter=own g 7

or

A funcdo de onda acima, composta por uma superposi¢ao de ondas planas, ¢
chamada de pacote de ondas. A fun¢do g(k) ¢ uma fungdo que determina o peso
que cada onda terd dentro do pacote. Para realizar a simulagdo utilizaremos
somente a parte real de ‘Y(x,t):

W(x,t)= L,, [ g(k) cos[kx — w(k)t]dk (8)

on

Como o valor de W(x,t) ndo tem significado fisico direto também sera
apresentado |¥(x,t)]". O primeiro objetivo da simula¢io sera exibir como essas
duas fungdes sdo construidas através do sucessivo acréscimo de ondas planas em
uma combinagdo linear até formar um pacote de ondas. A func¢do serd construida
em uma dimensao e somente sua parte real conforme a equagao (8), essa fungdo vai
caracterizar o estado quantico de uma particula livre, massiva e sem spin.
Correspondera a uma superposicdo de ondas planas harmonicas, solucdes da
equacdo de Schrodinger, que sdo auto-estados dos operadores momento linear P e
Hamiltoniano H.

2.3. O principio de incerteza de Heisenberg
Considerando que o estado inicial de uma particula ¢ dada pela equagao (7)
no instante t = 0, entdo temos:
L

NpY

Pode-se ver claramente que a fun¢do g(k) ¢ a transformada de Fourier da funcao
Y(x,0), e que por isso pode ser calculada da seguinte forma:

¥(x,0) = [ g(k)e™ di )

g(k)= b [P (x,0)e ™ dx (10)
T

oz

Supondo que a fungdo |g(k)| possui um pico em ko e uma largura de Ak definida
como a largura da curva a meia altura, podemos inferir que as ondas planas cujo
nimero de onda k estiverem proximas de ko vao interferir construtivamente e
quando estiverem longe destrutivamente. Assim, podemos esperar que na
proximidade de ko a funcdo [¥(x,0)| tera seu maximo e decrescera a medida que se
afasta assumindo probabilidade zero quando estiver fora de um intervalo Ax
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i(k-k0)(x-x0)

centrado em xo. O decréscimo torna-se aprecidvel se e oscila

aproximadamente uma vez quando k atravessa o intervalo Ak, ou seja, quando:

Ak.(x—x,)=1 (11)

se definirmos Ax como a largura do pacote, entdo teremos

Ak.Ax > 1 (12)

Esta inequacdo ¢ uma relacdo classica entre as larguras de duas funcdes que
sao a transformada de Fourier uma da outra e, portanto, ndo ¢ um principio
inerentemente quantico, o fato mais importante ¢ que o produto AKAX possui um
limite inferior. O aspecto quantico surge quando interpretamos o nimero de onda k
segundo a relagdo de de Broglie, contida na equacao (2):

Ap = hAk (13)

substituindo a equagao acima na equagao (12), teremos:

Ap.Ax > H (14)

Esta inequacdo ¢ conhecida como relacio de incerteza de Heisenberg, seu
significado ¢ o seguinte: ¢ impossivel conhecer a0 mesmo tempo a posi¢do € o
momento de uma particula com um grau arbitrario de precisao. Quando o limite
inferior da equagao (14) ¢ alcangado, o aumento na precisdo da medida da posi¢ao
de uma particula implica em uma diminui¢do na precisdo da medida do seu
momento, o segundo objetivo da simula¢do ¢ mostrar este efeito de acordo com as
defini¢des de Ax e de Ak dadas acima.

2.4. A evolugdo temporal de um pacote de ondas

A onda plana descrita pela equagdao (7) propaga-se com a seguinte
velocidade de fase:
w(k)

V, (k)= & (15)

Substituindo o valor de w(k) pelo valor determinado pela condigdo (6a),
temos:

hk

V=2 (16)

A equagdo (6a) ¢ uma relacdo de dispersao que pelo fato de ser proporcional
ao quadrado de k também ¢ chamada de relagdo de dispersdo quadratica, quando
substituida na equagdo (14) resulta em uma velocidade de fase que depende do
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nimero de onda, essa dependéncia vai fazer com que cada onda que compde o
pacote tenha uma velocidade diferente. O terceiro objetivo da simulagdo ¢ mostrar
que devido a essa relagdo de dispersao quadratica o pacote de ondas sofrerd uma
dispersao na medida que evolui temporalmente ao longo da coordenada x.

3. Solu¢ao numérica

Como discutido acima, o objetivo do simulador ¢ apresentar a funcao |‘P(x,t)|, a
fungdo moduladora g(k) e a fungdo [¥(x,t)]*, no entanto, em algoritmos computacionais néo
¢ possivel aplicar formulas como a equacdo (8) pois integrais continuas sdo construgoes
puramente imaginarias, assim como ocorre na realidade as simulagdes aproximam integrais
por somatérias para que possam ser computadas, assim a equagdo (8) € re-escrita da
seguinte forma:

Y(x,t)=

b

NpY e

3 g(k,)coslk,x—a(k, )] (7

O parametro N ¢ a quantidade de ondas planas que serdo superpostas para
formar o pacote, este numero serd um parametro alteravel dentro do programa
pois dessa forma pretende-se mostrar o processo de formacao do pacote através
de sua variagao.

A funcdo g(ki) ¢ a funcdo que determina o peso que cada nimero de onda tera na
superposicao, o usudrio podera escolher entre Gaussiana ou triangular, para
ambas serd possivel alterar a largura (Ak) da funcdo pois dessa forma pretende-
se mostrar a dependéncia entre esse valor e a largura do pacote (Ax), resultando
no principio de incerteza.

Os numeros de onda k; serdo determinados de acordo com a quantidade de ondas
utilizadas para formar o pacote e distribuidas de forma uniforme ao redor de um
numero de onda central ko, de acordo com a equagao abaixo:

2%k,
=i 18
" O N+1 {18)
por exemplo, para teremos
N=1 kl = k()
N=2 kl =(2/3) k() k2=(4/3) ko

N=3 kl = (1/2) k() k2 = ko k3=(3/2)k()
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e A freqiiéncia sera calculada de acordo de com a equagdo (6a):
o(k,)=Ck; 19)

onde C é uma constante, escolhida de forma a otimizar a visualizagao da
evolucao temporal. A equagdo (19) para a freqiiéncia angular ¢ conseqiiéncia da
utilizacdo das ondas planas como solucdo da equagdo de Schrodinger resultando
em uma relagdo de dispersdo quadratica, com a possibilidade de visualizar a
evolucao temporal do pacote pretende-se mostrar que estas solu¢des conduzem a
dispersao do pacote de ondas.

4. O simulador ¢ a interface com o programa PyPhysics

4.1. Desenvolvimento

O simulador foi desenvolvido em JAVA 1.2.2[3], esta linguagem possui as
seguintes vantagens:

e Ser fortemente orientada a objeto, facilitando a criag@o e utilizacdo dos
objetos matematicos e graficos pertinentes ao problema que se quer
apresentar. Este aspecto da linguagem torna o codigo muito elegante e,
portanto, propria para utilizagdo em uma ciéncia como a fisica que preza
pela elegancia de suas teorias e equagoes.

e Possuir uma interface apropriada para divulgacao pela internet chamada
Applet, utilizada para criar o simulador.

e Ser multiplataforma, o coédigo ¢ compilado em um tipo binario proprio
que pode ser executado em qualquer sistema operacional que possua uma
Maquina Virtual Java(JVM) [3] instalada e que transforma o binario java
em binario executavel.

e Ter sido criada e expandida com a colaboragdo das comunidades virtuais
sob o principio da livre circulagdo de conhecimento.

e Estar sob as condigdes de licenciamento de software livre, o que permite
a utilizagdo livre da linguagem por qualquer pessoa ou institui¢do, ou
seja, nao € proprietario.

Estas caracteristicas tornam o JAVA uma linguagem de programag¢do muito

apropriada ao ambiente de criagdo e divulgagdo cientifica.

Todas as bibliotecas utilizadas fazem parte do JavaCore, inclusive a classe
Math que forneceu todas as fungdes matematicas usadas no programa, isto significa
que para compilar o programa nao ¢ necessario instalar nenhuma outra biblioteca
além daquelas que sdo as padrdoes do Java e que estdo contidas no pacote de
desenvolvimento basico(JDK).

Em paralelo ao simulador foi desenvolvido uma interface para integra-lo a
um programa chamado PyPhysics, criado por alunos do Instituto de Fisica Gleb
Wataghin e que tem como um dos seus objetivos agregar todos os programas
desenvolvidos para a disciplina de Instrumenta¢do para Ensino ministrada neste
mesmo instituto. Este software foi desenvolvido em Python, que possui muitas
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caracteristicas em comum com o JAVA incluindo o fato de estar sob a condi¢do de
licenca de software livre, ou seja, ndo € proprietario. Para criar essa interface foram
utilizados o Python2.3[4] e o pacote PyGames1.6[5].

Operacao e resultados

O simulador (Anexo I) pode ser acessado diretamente, para isto basta
descompactar todos os arquivos em um unico diretério e abrir o arquivo
pacote.html, € necessario que o computador tenha instalado uma Maquina Virtual
Java (JVM)[3]. O acesso também pode ser feito através do programa PyPhysics
(Anexo II), para isto deve-se descompactar todos 0s arquivos e executar o arquivo
Main.py, acessar o modulo de Fisica Moderna e em seguida o item Simulador de
um Pacote de Ondas, ¢ necessario que o computador tenha instalado uma Maquina
Virtual Java (JVM) [3] e também o Python2.3[4] juntamente com o pacote
PyGames1.6[5].

A tela inicial do programa estd reproduzida na figura abaixo, onde pode ser
visto que o programa consiste de quatro areas principais ordenadas verticalmente e
que serdo descritas nesta mesma ordem.

SIMULADCR DA FORMAGAC DE UM PACOTE DE OMNDAS Sobre o programa |

Re{Psii)}

Quantidade de ondas planas:

| i

4

[tk

delta k=11 Forma da onda:

|Gaussiana j

Largura:

| 4

k

|PsiGal2

delta K= delta P/ h cortado
(Delta ¥ x (Delta P) =
Evolugdo ternporal do pacote

<<|>||:||>>|

Figura 1 — Tela inicial do simulador

1. Na primeira area ¢ exibido o nome do programa e um botdo que se
pressionado exibi uma tela com informacdes sobre o programa.

2. Na segunda area ¢ apresentado o grafico da funcdo |'P(x,t)| conforme a
equagao (17), ao lado direito ha um controle onde pode-se determinar a
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quantidade de ondas planas que o usudrio quer que sejam superpostas,
este valor varia de 0 a 80 e ¢ exibido no canto superior direito do grafico.
O valor inicial € zero, o que significa que o pacote ainda nao existe.

3. Na terceira area ¢ apresentado o grafico da fun¢do moduladora |g(k)|, ao
lado direito ha dois controles, o primeiro permite escolher entre a fungao
Gaussiana e triangular ¢ o segundo permite determinar a largura da
funcao moduladora (Ak) representada por uma reta em vermelho e cujo
valor ¢ apresentado no canto superior direito do grafico. No momento
inicial a fungdo selecionada ¢ a Gaussiana e sua largura ¢ o valor
minimo.

4. Na quarta area é exibido o grafico da funcio |¥(x,t)]* e que representa a
densidade de probabilidade, ao seu lado direito ¢ apresentado o produto
entre a largura da fungcdo moduladora, substituida pela relacdo de de
Broglie contida na equacao (13), e a largura do pacote (Ax), representada
por uma reta em vermelho e cujo valor ¢ apresentado no canto superior
direito do grafico. Ao lado do grafico também ha controles que permitem
realizar a evolugdo temporal do pacote, a variavel t ¢ apresentada no
canto superior direito do grafico. O programa ¢ iniciado com a evolucao
temporal desativada e com t = 0, enquanto o pacote ainda ndo existir
(N=0) a largura do pacote e a variavel temporal ndo podem ser exibidas.

A alteragdo de qualquer um dos parametros provoca a imediata atualizagao
de todos os graficos que dependem deste parametro. A Unica excegdo € a evolugdo
temporal que s6 é aplicada para [¥(x,t)%, pois |¥(x,t)| ndo possui significado fisico
direto e a visualizacdo de sua evolugdo temporal ndo acrescenta nenhuma
informagao util.

A seguir ¢ mostrado como o programa pode ser utilizado e quais resultados
podem ser obtidos.
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Na figura abaixo ¢ exibido um pacote construido com um pequeno nimero
de ondas planas (N = 2).

SIMULADOR DA FORMAGAG DE UM PACOTE DE ONDAS Sohre o programa 1

Re{Psi)}

Quantidade de ondas planas:

X | | |
4 4

[kl :
delta k= 25 Forma da onda:

| Gaussiana =l

Largura:

I —

ke

|Psig*2 delta = 0,092 delta k= delta P / h cortado

= 0.00s
(Delta ¥) % (Delta Py = 2.23 h cortado

Evolugéo terporal do pacote

/\/\ AA x<<|>|u|>>|

Figura 2 — Pacote para um pequeno numero de ondas planas, N =2

Como pode ser visto, a densidade de probabilidade exibida no terceiro
grafico apresenta varios picos, o que significa que para poucas ondas planas a
particula ndo estd bem localizada.
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Na figura seguinte ¢ exibido um pacote em que a quantidade de ondas planas
foi aumentado (N = 40).

SIMULADOR DA FORMAGAD DE UM PACOTE DE ONDAS Sobre o programa |

Re{Fsiid}

Quantidade de ondas planas:

X | | |
4 +

lgkal .
delta k= 25 Forma da onda:

| saussiana =l

Largura;

I —

k
delta k= delta P/ h cartado

IPsiGH2
deltax=0.023

= 0.00s
(Delta ¥ x (Delta P) = 0.72 h cortado

} | Evolugdo termporal do pacote

/\ /\ << >|E| >>|
%

Figura 3 — Pacote formado com a soma de um grande numero de ondas planas, N = 40

Neste caso pode ser visto que a particula estad bem localizada pois no grafico
que representa a densidade de probabilidade hd somente um grande pico e que
distante dele a probabilidade cai para zero.
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Para a mesma configuracdo anterior pode-se aumentar a largura da fungao
moduladora g(k), o resultado esta na figura abaixo.

SIMULADOR DA FORMAQEO DE UM PACOTE DE OMDAS Sobre o programa

Re{Psi()}

Guantidade de ondas planas:

s I B

ik

Forma da onda:

delta k=131

Largura:

| [

k
delta K= delta P i h cortado

|PgiG"2
deltax=0.019

= 0.00s
(Delta X x (Delta Py = 2.591 h cortado

Evolugdo temparal do pacote

<<|>|E||>>|

X

Figura 4 — Dependéncia entre a largura da fun¢do moduladora e a largura do pacote

Através da figura 4, pode-se constatar que um aumento na largura da funcao
moduladora provoca uma diminui¢do da largura do pacote, esta dependéncia em
conjunto com as relacdes de de Broglie leva-nos a conclusdo de que ¢ impossivel
diminuir arbitraria e simultaneamente a precisdo na medida da posi¢do e do
momento da particula, esta constatacao estd de acordo com a previsdo descrita na
secdo 2.3 e que resulta no principio de incerteza de Heisenberg.



12-13

Permitindo-se que o pacote evolua temporalmente por alguns instantes
obtém-se o resultado exibido na figura abaixo.

SIMULADOR DA FORMAGAD DE UM PACOTE DE ONDAS Sobre o programa |
Re{Psip)}
MN=40
Quantidade de ondas planas:
L | | >|
lgkal .
delta k=131 Forma da onda:
|Gaussiana j
Largura:
L] | | >|
k
[PsiGgr2 =
deltax= 0.024 delta k= delta P/ h cartado
E=057s
(Delta ¥) ¥ (Delta P) = 4.44 h cortado
Evolugdo termporal do pacote
I ! << | O -5 |

Figura 5 — Evolugdo temporal e subsequente alargamento do pacote

Como pode ser observado, apos alguns instantes o pacote sofreu um alargamento,
ou seja, sofreu uma dispersdo. Este resultado estd de acordo com o previsdo descrita na
se¢do 2.4, pois a relacdo de dispersdo quadratica das ondas planas utilizadas para formar o
pacote implicam na dispersdo do pacote. Também pode ser observado que a largura da
funcdo moduladora ndo sofre alteragdes, isto significa que a dispersao do pacote ocorre por
conta da incerteza na posigdo, isto €, o alargamento de Ax. Os mesmos resultados sdo
observados quando a fun¢cao moduladora escolhida ¢ a fun¢ao triangular.

5. Conclusao

Os resultados que podem ser facilmente observados no simulador estdo de acordo
com a resolu¢do formal descrita na se¢do 2. No entanto, somente confirmar a previsao
teorica ndo satisfaz os objetivos deste projeto pois a principal motivagdo ¢ fornecer um
instrumento para ensino, neste aspecto, o programa desenvolvido também possui as
caracteristicas para se tornar uma ferramenta didatica auxiliar. Os controles visuais
utilizados e as condigdes de contorno empregadas internamente oferecem uma visdo
qualitativa dos fenomenos da formacao de um pacote de ondas, da relagdo de incerteza e da
dispersao temporal do pacote sem envolver desnecessarios parametros e resultados
numéricos. A simplicidade e interatividade alcancadas na operagdo do programa foram
muito satisfatorias, estas caracteristicas possibilitam que o estudante observe a dinamica de
um pacote de ondas cuja interpretacdo dada pela mecanica quantica possui consideravel
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dificuldade de ser assimilada, dessa forma, ¢ evidente a contribui¢do que esta ferramenta
pode fornecer ao aprendizado.
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