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Resumo

Esse experimento ilustra o movimento caético de um péndulo invertido forcado e
sua transigcao entre os regimes linear, nao-linear periédico e cadtico. Um segundo
fendmeno nao linear caracteristico, resposta subharmoénica do sistema, também
pode ser observado. Fizemos uma investigacao numérica de forma que previsoes
qualitativas do movimento do péndulo pudessem ser feitas, desenvolvendo para isso
um modelo tedrico, de onde obtivemos uma equacao de movimento aproximada.
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1 Introducao

Nos cursos tradicionais de fisica ensina-se somente osciladores harmonicos, aqueles pro-
duzidos por forcas restauradoras que sao proporcionais ao deslocamento = da condicao
de equilibrio e por forgas dissipativas proporcionais & velocidade dx/dt. Tais sistemas
ideais representam oscilacoes livres cujo periodo nao depende da amplitude e oscilacoes
forcadas cuja curva de ressonancia é quase simétrica com relagao a freqiiéncia de res-
sonancia.

No mundo real, muitos sistemas incluem nao-linearidades em forcas restauradoras
ou dissipativas, e ndo-linearidades levam a comportamentos completamente diferentes.

Nesse experimento pretendemos ilustrar comportamentos nao-lineares de um os-
cilador forcado, nesse caso um péndulo invertido, e suas transi¢oes entre os varios
regimes de comportamento, desde o regime quase-harmoénico até o regime cadtico. Para
isso € interessante utilizar um sistema que segue, pelo menos aproximadamente, um po-
tencial de Duffing, pois esse sistema apresenta uma gama de fendmenos nao-lineares
caracteristicos. Veremos que o movimento do péndulo invertido em questao pode ser
descrito aproximadamente por uma equagao de Duffing.

2 Montagem Experimental

O experimento consiste de um péndulo invertido, ou seja, um certo objeto massivo
sobre uma haste flexivel, onde a forca gravitacional sobre a massa e a forga elastica
da haste se opoem, e um sistema de molas acoplado a esse e a um outro péndulo, que
aplica uma forca periddica aproximadamente harmoénica sobre a haste. Um diagrama
do experimento pode ser visto na figura (1).
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Figura 1: Diagrama do péndulo invertido forcado.



Com um objeto leve a haste se equilibra verticalmente sobre a base, sustentando-o.
Porém, com um objeto massivo o suficiente (mais adiante veremos o quao massivo
deve ser), a haste ndo mais sustentara a posicao vertical e penderd para um dos lados
gerando dois pontos de equilibrio estavel, em ambos os lados, onde os torques devido
as forcas gravitacional e eldstica se igualam.

Ao se retirar o péndulo de sua posicao de equilibrio as forcas gravitacional e elastica
nao mais se cancelam, foncando assim o péndulo em um movimento oscilatério. De-
vido a forgas dissipativas, nesse caso a resisténcia do ar, o movimento diminuird sua
amplitude até que o péndulo retorne novamente a um dos seus pontos de equilibrio
estavel.

O sistema forcante consistird de duas molas presas a base da haste, sendo uma
delas com a extremidade fixa e a outra presa préxima ao eixo de rotacao de um outro
péndulo (esse com uma haste rigida). O acoplamento desse péndulo ao sistema é
ajustavel movendo-se o ponto onde a mola se prende ao péndulo for¢ante, modificando
assim a amplitude da forca aplicada.

Ao movimentarmos esse péndulo a mola presa a ele forgard a haste flexivel em movi-
mentos aproximadamente harmonicos. Regulando a posi¢ao da massa nesse péndulo
podemos ajustar a freqiiéncia com que ele oscilard, porém dentro de um pequeno in-
tervalo de freqiiéncias possiveis devido a limitagdo do comprimento de sua haste. O
objeto nesse péndulo forcante deve ter massa muito maior do que as massas da haste
flexivel e do objeto sustentado por ela, para que o movimento da haste flexivel nao
altere significativamente a oscilacao do péndulo forcante.

O experimento foi montado de forma a se ter alguns parametros ajustaveis, como a
freqiiéncia e o acoplamento do péndulo forcante ja citados. A posicdo em que as molas
se prendem a haste flexivel também é variavel, e altera o torque exercido por elas sobre
a haste.

A massa do objeto na extremidade da haste flexivel serd fixa. Porém podemos
ajustar a altura em que ele serd fixado sobre a haste de forma que podemos ter ambos,
um ou dois pontos de equilibrio estavel, mesmo com uma massa fixa.

Por ultimo podemos ainda ajustar a distancia da extremidade fixa de uma das
molas com relagao a haste flexivel. Dessa forma podemos ajusta-la para que o ponto
de equilibrio da haste sem a massa em sua extremidade seja exatamente na vertical, ou
seja, para que as forcas entre as duas molas sobre essa haste estejam equilibradas.

3 Modelo Teérico

Desenvolveremos um modelo simplificado para o movimento do péndulo invertido para
que previsoes possam ser feitas através de simulagoes computacionais da equacao obtida.
Pela segunda lei de Newton sabemos que o torque total 7 aplicado sobre a massa M
na extremidade da lamina flexivel é igual a derivada temporal do seu momento angular
l,
r=1=ML?, (1)
com!=MVL = M(LQ)L — ML?0. Usamos L como o comprimento da lamina e 6 o
angulo que a reta tangente ao ponto superior da lamina faz com a vertical, como visto
na figura (2). Nesse modelo simplificado estamos desprezando a massa da haste e a sua
curvatura no calculo do momento angular total do sistema.
O torque e momento angular totais sao definidos com relacao a origem O fixa na
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Figura 2: Deflexao da lamina: 6 é o angulo que a reta tangente ao ponto superior da
lamina faz com a vertical.

base da lamina. Nesse caso o campo gravitacional gera um torque
Tgrav = (Mgsenb)L, (2)

pois para curvaturas nao muito grandes da lamina, L é uma boa aproximacao da
distancia do ponto de aplicagao da forga peso a origem (figura (2)).

A elasticidade da lamina também gera um torque restaurador que tende a levar o
péndulo para o ponto de menor curvatura, ou seja, 8 = 0. Para derivar o torque elastico
Telas T€COrTEMOS & teoria de materiais[4], que nos diz que esse torque é inversamente
proporcional ao raio de curvatura p da lamina, e é dado por Tees = —(EI/p). A
constante de proporcionalidade depende do médulo de Young F e do segundo momento
da lamina I, definido por uma integral sobre sua secdo transversa, I = [ y>dxdy, com
x e y sendo coordenadas cartesianas no plano da secao transversa da lamina. Para
secao transversa retangular, como é o caso, com largura a na direcao x, espessura b na
direcdo y e origem no centro do retangulo, I é dado por I = ab®/12.

Precisamos ainda estimar o raio de curvatura p. Para isso aproximamos o arco de
curvatura da lamina por um arco circular, veja figura (3). Da geometria do diagrama
tiramos que 6 = L/p. Isolando p nessa relacao e retornando a expressao para o torque
elastico obtemos

ET
easg_ie- 3
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Por dltimo temos ainda o torque de amortecimento Tgmer = —yé devido & resiténcia do
ar e outras dissipacoes de energia, e o torque periédico Tperi = Tocos(wt) aplicado pela
mola acoplada a lamina e ao péndulo forcante. v é a constante de amortecimento, w é
frequéncia angular e 79 = Fyd é o valor maximo do torque periédico aplicado, sendo Fy
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Figura 3: Diagrama do arco circular (simplificado) da lamina. p é o raio do circulo.

o valor maximo da forca devido as molas horizontais e d a distancia da base da haste
ao ponto de aplicacao dessa forga.

Substituindo o torque total T = Teqs + Tgrav + Tamor + Tperi, sSoma de todos os
torques aplicados sobre o péndulo, na equagao [1], obtemos a equagdao de movimento
aproximada para o nosso péndulo invertido

ML%0 + ~0 4 k6 — MgLsenf = tocos(wt), (4)

onde usamos k = EI/L.

Os dois torques conservativos nessa equacao sao os torques devidos as forcgas eldstica
e gravitacional. A soma Tq,s desses torques pode ser derivada de um potencial V' (6)
de acordo com a relagao Teons = —0V/06, onde

V(0) = %w + MgL(cost — 1), (5)

escolhendo a constante arbitraria em V' de forma que V' (0) = 0. Para valores pequenos
de 0 podemos aproximar cosf por 1 — 62/2 + 6* /24, resultando em

1

1
V() = (k- MgL)6* + o

(MgL)6*. (6)

Esse é o potencial de um oscilador nao-linear de Duffing. Para k > M gL, esse potencial
tem um tnico ponto de minimo (figura (4)), ou ponto de equilibrio estavel, igual a
Ocqui = 0. Para k < M gL tem dois pontos (figura (5)),

?
Begus = +1[6 (1 _ MgL) (7)

que obtemos derivando o potencial acima com relagao a 6 e igualando a 0. Dessa
relagdo podemos obter experimentalmente o valor da constante MLgL medindo o angulo



de deflexdao da lamina no ponto de equilibrio, ou simplesmente verificando qual o com-
primento limite Lj;,, para o qual o pontencial tem um tinico ponto de minimo, ou seja,
o comprimento onde k = MgLy;,,. Essa medida remedia o fato de nao sabermos o
modulo de Young da lamina para usarmos em nossas simulacées. As outras quanti-
dades que entram na equagao [4], com excessao de 7, sao facilmente mensurdveis. ~y
serd estimado pelo tempo que o movimento se mantém na auséncia da forca excitadora.

b) vig!
gl
A% N S
-5 -%0 -E&5 £h L0 5 =75 -50 -&5 5 50 75

Figura 4: Potencial de Duffing para k > MgL. a)k/MgL =1,10; b)k/MgL = 1,00.
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Figura 5: Potencial de Duffing para k < MgL. a)k/MgL =0,97; b)k/MgL = 0,90.

Devido as simplificagdes feitas esperamos que a equacao [4] nos dé uma descrigao ape-
nas qualitativa do movimento do péndulo. Em particular, esperamos obter experi-
mentalmente as transi¢coes entre o movimento regular e cadtico preditas pelas solucoes
numéricas dessa equagao.

Movimento regular é aquele movimento peridédico ou quase-periédico. Um movi-
mento cadtico depende sensivelmente das condigoes iniciais e nao apresenta periodici-
dade. Existem algumas maneiras de se determinar a caoticidade de um sistema, das
quais a obtencao de um espectro de poténcia continuo para uma das varidveis dinamicas
talvez seja o mais simples de se implementar como um critério experimental, como de-
scrito em B. Duchesnell). Porém nesse experimento apenas faremos uma verificacao
visual da sua nao periodicidade.



4 Simulagoes e Resultados

Em nossa montagem os parametros, que entram na equagao [4] e sdo usados para as sim-
ulagoes, tém os seguintes valores aproximados: M = 110g, d = 5¢m, L € [25¢m, 35¢m),
f€[0,56Hz,1Hz], Fy =2 0,5N, k= 0,359Nm e v = 6.10"* Nms.

A massa M e o brago do torque d séo fixos. A distancia entre a massa e a base
da haste, L, serd varidvel, sendo que os valores efetivamente usados sdo dados no
intervalo acima. A freqiiéncia f é limitada pelo comprimento do péndulo. A forca
maxima Fy aplicada pela mola é um valor aproximado pois conforme o movimento do
péndulo forcante vai sendo amortecido esse valor decresce. As constantes elastica k e
de amortecimento v foram obtidas experimentalmente.

Primeiramente analisemos o sistema em uma configuracao de poco de potencial
unico como visto na figura (4), que se aproxima de um potencial de um oscilador
harmonico. Queremos ressaltar suas principais caracteristicas pois teremos também
um comportamento semelhante no caso do duplo pogo de pontencial da figura (5) com
forga excitadora de baixa intensidade. A seguir temos os graficos de algumas simulacGes
feitas, que estdao em “dngulo (em graus) versus tempo (em segundos)”, (0°xs).
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Figura 6: Movimento amortecido.
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Figura 7: Movimento quase-harmonico.
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Figura 8: Movimento quase-harmonico.

Ao se retirar o péndulo de sua posicao de equilibrio, ele descreve uma oscilagao amorte-
cida até voltar ao estado de equilibrio (figura(6)). Ao se aplicar uma forga periddica
temos um movimento harmoénico com a mesma freqiiéncia da forga do excitadora, apds
passado o transiente. Nas figuras (7, 8) temos dois gréaficos da oscilagdo do péndulo
com a mesma configuracao, exitado em freqiiéncias diferentes, onde observa-se também
o transiente antes do estabelecimento do movimento harmoénico.

Para uma dada configuragdo o péndulo, na auséncia de forgas exitadora e resistiva,
oscila em uma freqliéncia caracteristica, chamada freqiiéncia natural de oscilacao. Na
figura (6) vemos o péndulo em sua freqiiéncia natural de oscilacao para o caso amorte-
cido.

No caso forcado, a amplitude do movimento varia com a freqiiéncia excitadora.
Quanto mais préxima da freqiiéncia natural de oscilacao do sistema, maior sera essa
amplitude. No caso em que elas coincidem dizemos que o sistema entrou em res-
sonancia, onde a amplitude do movimento serd maxima.
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Figura 9: f =0,64Hz.
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Figura 10: f =0,60H z.
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Figura 11: f = 0,56Hz. Oscilacao proxima da ressonancia, onde ocorre também o
fenémeno de batimentos.

Nas figuras (9, 10, 11) vemos o péndulo sendo forgado, com a mesma intensidade, em
trés freqliéncias diferentes se aproximando da ressonancia, onde observamos a variacao
drastica de sua amplitude de movimento. Observamos ainda o fenémeno de batimentos,
que é a oscilagao da amplitude do movimento, e ocorre quando hé osciladores fracamente
acoplados oscilando em freqiiéncias proximas.

Passemos agora ao caso de dois pogos de potencial (figura(5)), alterando o parametro
L de 27cm para 34cm. Para oscilagoes relativamente pequenas do ponto de vista
experimental, onde o péndulo mantém uma pequena distancia do ponto de equilibrio,
o péndulo se comporta da mesma maneira como no caso de um nico potencial pois ali
ele “enxerga” apenas um poténcial aproximadamente harmoénico. Conseguimos entao
reproduzir todos os fenomenos citados anteriormente nesse caso. Em particular vemos
a oscilagdo amortecida para esse caso na figura (12).
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Figura 12: Oscilacao amortecida dentro de um dos pocgos de potencial partindo de
0(0) = 23°.

No entanto, quando as condigoes iniciais contém uma quantidade maior de energia
mecéanica, 6(0) = 30° nesse caso, efeitos nao-lineares da forca restauradora da haste
flexivel se tornam notédveis. Na figura (13) vemos que o periodo nao se mantém, por-
tanto o periodo é dependente da amplitude. Observamos ainda uma assimetria na forca
elastica, no entanto ainda podemos ver esse movimento como sendo qualitativamente
igual ao anterior, caracterizado por uma periodo natural um pouco maior que no caso
de resposta linear para pequenas amplitudes.
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Figura 13: Oscilacao amortecida dentro de um dos pogos de potencial partindo de
0(0) = 29°.

Se continuarmos a aumentar a energia do sistema, ele terd energia suficiente para
escapar do poco de potencial e cair no outro. Aumentando-se ainda mais, o péndulo
poderd atravessar varias vezes de um poco a outro até finalmente cair em um deles. Na
figura (14) ha duas trajetérias superpostas partindo de posi¢oes vizinhas, enfatizando
a dependéncia com as condig¢oes iniciais.
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Figura 14: Oscilagoes partindo de #(0) = 30,4° e #(0) = 30, 7° superpostos. Ilustra

sensibilidade as condicoes iniciais.

Para energias maiores o péndulo pode alcangar um movimento periédico sem que per-
manega em um tnico pogo. Esse caso é ilutrado na figura (15).
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Figura 15: Movimento periédico nao limitado a um tnico pogo de potencial.

No entanto uma caracteristica mais interessante geralmente encontrada em sistemas
nao-lineares é a ocorréncia de um sub-harmonico, isto é, um periodo com n oscilacoes
que leva n periodos completos da excitagao para completar um ciclo (figuras (16 e 17)).
A partir da oscilagao vista na figura (15), aumentando a forca excitadora foi encontrado
o sub-harmonico de ordem %, visto na figura (16).

Caracteristicas nao-lineares aparecem quando nao se aplica mais o regime essencial-
mente linear de pequenas oscilagoes focadas com baixa intensidade. Sub-harmoénicos
sugem da instabilidade gerada no sistema ao variarmos um parametro, como no caso o
crescimento da amplitude da forca excitadora. Continuando com esse aumento da forga
comportamentos nao-lineares significativos sao cada vez mais favorecidos, de forma que
o sistema se torna cadtico (figura(18)).

Todas as simulagoes aqui descritas correspondem a comportamento obtidos exper-
imentalmente.
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Figura 16: Sub-harmonico de ordem %
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Figura 17: Sub-harmonico de ordem j.
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Figura 18: Oscilagao nao periddica, ou cadtica.



5 Conclusao

Nesse experimento mostramos algumas caracteristicas de um oscilador de Duffing ap-
resentando nao-linearidades em acordo, pelo menos qualitativamente, com o modelo
desenvolvido. Em especial ilustramos o seu movimento cadtico e a transicao do sistema
entre alguns regimes de compotamento.

Percebemos uma grande sensibilidade do sistema com relacao aos parametros e as
condicgoes iniciais, sendo os comportamentos regulares com periodos multiplos e sub-
multiplos do periodo da forga excitadora (harménicos e sub-harmoénicos) dificeis de
serem obtidos. Mesmos assim o sub-harmonico ordem % foi encontrado experimental-
mente.
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