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Resumo

Esse projeto tem por objetivo ilustrar um poderoso meétodo
numeéerico que pode ser implementado na resolugcdo de problemas fisicos,
em especial, um problema de muita importancia em fisica: o oscilador
harménico quantico unidimensional. Para tal concretizacdao, uma
simulagdo em computador foi desenvolvida permitindo a interatividade
do usuario com o programa.

Inicialmente, discutimos o0s aspectos tedricos do oscilador
harmoénico e em seguida apresentamos o método de Monte Carlo e o
algoritmo de Metropolis. A partir dessas consideracfes é apresentada a
implementacdo do método de Monte Carlo ao problema proposto.

Na segunda parte desse projeto estdo contidos os
desenvolvimentos computacionais, tanto o algoritmo que calcula a
energia do sistema como o da sua implementagdo grafica permitindo
que o0 programa como um todo rode praticamente em qualquer
plataforma computacional da atualidade.

Finalmente, na terceira parte os resultados sdo abordados. Uma
andlise dos parametros de entrada e suas respectivas saidas sao
discutidos tendo como objetivo o entendimento do método utilizado.
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1. Introducao

Atualmente, cada vez mais os diversos sistemas computacionais
sdo usados para o ensino de ciéncias. Esses sistemas sdo muitas vezes
simulagdes em computador de problemas muito conhecidos nas diversas
disciplinas cientificas tal como a fisica.

O oscilador harmonico quantico unidimensional foi escolhido como
sistema fisico para o qual foi desenvolvida uma simulagdo para estudar
aspectos do método empregado para a obtencdo da energia do sistema.
Essa simulagdo foi desenvolvida tendo em vista sua utilizacdo nos
diferentes sistemas operacionais, mais especificamente foi construido
um Applet-Java que pode rodar em praticamente todos os navegadores
atuais inclusive naqueles pertencentes a classe “software livre”, isso
significa uma grande portabilidade ao programa e também facil acesso
aos estudantes, ja que se trata de um programa Web.

Muitos problemas em mecéanica quantica nao possuem solucgoes
conhecidas. Uma maneira de contornar esse problema é encontrar
funcbes que satisfacam algumas caracteristicas ja conhecidas dos
sistemas e obter uma solugcdo aproximada para as quantidades de
interesse. Entretanto, muitas vezes estas solugcbes aproximadas nao
permitem um tratamento analitico. Esta dificuldade, porém, pode ser
superada através de métodos numeéricos. O método de Monte Carlo
(MC) utilizando o algoritmo de Metropolis € uma maneira nestes casos
de obtermos uma solucao sujeitas apenas a incertezas de natureza
estatistica.

Embora o problema do oscilador possua solugdo analitica
conhecida e desse modo nédo se justifica qualquer tratamento numérico
na busca de uma solugdo, o método serd empregado para esse sistema
e seus resultados confrontados com o0s valores esperados na tentativa
de ilustrar uma aplicagdo do método de Monte Carlo.

O usuario do programa podera interagir com parametros do
método e obter valores da energia e seu erro padrdo assim como
visualizar a “funcdo de onda” tentativa para cada conjunto desses
parametros.
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2. O oscilador harmonico quantico
unidimensional

Neste capitulo faremos uma breve descricdo tedrica do sistema
oscilador harmonico quantico unidimensional. Os resultados dessa teoria
servirdo de parametros de analise para nossa simulacdo numeérica.

Em mecéanica quantica, o operador Hamiltoniana desse sistema é
dado por:

H=" Lherxe (1)
2

Onde P representa o0 momento e X a posicdo da particula de
massa m oscilando com freqiiéncia angular o.

Desde que H seja independente do tempo, para obter os niveis de
energia desse sistema basta resolver a equacao de autovalor:

H|p) = Elp) 2

Podemos escrever essa equagdo na representacdo das
coordenadas {\x>} e obtermos, portanto, a equacdo de Schrdedinger

independente do tempo:

nd® 1, - E
_%thzma)x ¢, (X) = E,¢,(X) 3

Onde E, é a energia para um dado nimero quanticon e ¢, (x) € o

autoestado correspondente para esse energia.
Resolvendo essa equacao, obtém-se:

E, =(n+£Jha) )
2
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Para o estado fundamental n=0 temos:
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3. Calculo Variacional

A seguir, apresentamos a idéia do método variacional e
mostramos como é possivel implementa-lo numericamente através do
meétodo variacional de Monte Carlo.

3.1 O Método Variacional

Em situacdes onde ndo é possivel determinarmos a solugdo exata
da equacédo de Schrodinger, o método variacional € de grande utilidade.
Ao construirmos uma funcdo de onda tentativa ¥, , € importante que ela
incorpore da melhor maneira possivel os conhecimentos que temos do
sistema.

A energia variacional do sistema pode ser escrita analogamente a
(2), na representacédo das coordenadas:

HY () = E % () = W7 (0HP; ()dx = W5 (OEW 7 (x)dx

Logo,

) j W (X)HY 7 (x)dx
[ () ox

)

E interessante notar que a fungdo tentativa ¥, (x) ndo precisa ser

normalizada para esse propdsito pois essa possivel constante de
normalizac&o seria cancelada algebricamente em (7).

Para o nosso problema em particular, vamos usar uma funcéo
tentativa normalizada, isto porque ndo sé calcularemos a energia do
sistema para o estado fundamental como também visualizaremos essa
funcdo em contraste com a fungao exata ¢,(x) do estado fundamental.

Assim, nossa funcdo tentativa para o estado fundamental em um
sistema onde m =7 = =1é simplesmente:
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7 ®)
\II-FX(X) — [2_0{) e*OlXZ
T

Portanto, se substituirmos a funcédo tentativa dada em (8) na
expressao da energia variacional em (7), obtemos:

g%, 1 (9)
2 8a

Como a expressdo depende do parametro o, minimizamos a
expressao (8) em relacédo a « .

.. 1
Dessa forma obtemos o0 minimo em « = > nos fornecendo:

E (%) —
T

Ndo ha nada de surpreendente nesse resultado ja que, verificando
(6) para o mesmo sistema m=7%=w =1 obtemos a fungcao tentativa igual
a funcao original do problema consecutivamente as mesmas energias.

Mas como dissemos anteriormente, o meétodo variacional nao
pressupde que conhegcamos as func¢des analiticas dos problemas no
caso, as funcdes (5), em particular as da forma (6), ja& que estamos
tratando o estado fundamental do sistema.

Tudo que foi feito até agora foi apenas supor que o estado
fundamental para esse sistema seja uma gaussiana nao
necessariamente normalizada e calcular analiticamente a energia para
esse estado, a normalizacdo surge aqui apenas para visualizar essa
funcdo de onda graficamente no programa.

3.2 O Método Variacional de Monte Carlo

Uma vez construida a funcédo tentativa ¥, (x), surge o problema de

calcular a integral expressa em (7). E claro que em nosso problema néo
precisamos de nenhum método numérico, pois se trata de um problema
simples e ainda mais, jA conhecemos sua solugdo. Nao € demais lembrar
que em um problema de investigacdo cientifica ndo conhecemos as
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autofuncdes do sistema e podemos chegar em integrais do tipo (7) que
podem ser extremamente dificeis de calcular analiticamente. Um
exemplo de aplicagdo dessas idéias e que ilustra tal dificuldade seria um
sistema de muitas particulas quanticas tais como o Hélio.

Logo, o nosso problema do oscilador harmdnico é tratado aqui
como se nédo conhecéssemos sua solucdo, apenas analisaremos o0s
resultados conhecidos para estudar o método de Monte Carlo.

Para resolver a integral dada em (7) reescrevemos de outra
forma:

o oy2| HEE(X)
[wre0 [ 00
[ () dx

E =

Definindo respectivamente a densidade de probabilidade e a
energia local:

_ \PTQ(X)Z (a) _ HY, (X)
Plx) = [y (%) dx ° ()= ¥ (x) (11)
Temos:
EX = [ pO)E (x)dx (12)

A energia local pode ser calculada usando a Hamiltoniana (1) na
representacdo das coordenadas X e no sistema onde m=i=w=1 que
fica:

_1d® 1.,
T 2d 2 (13)

Logo, usando (8) e (13), obtemos:

E{*(x) :xz[%—2a2j+a (14)

Resta-nos amostrar a densidade de probabilidade p(x) de modo a
calcular numericamente (12) da seguinte forma:

E ZMZEE '(%) (15)
i=1
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Ou seja E* é a média das possiveis M configuragGes x.

amostradas a partir da densidade de probabilidade p(x).
Os resultados estdo sujeitos a incertezas estatisticas, o que torna
essencial a estimativa da variancia:

2

o’ =2 B (x) - B () (16)

i=1

O erro padrao fica:

(o)

N (17)

AE®) =

3.3 O Algoritmo de Metropolis

Para amostrar as M configuracdbes do problema a partir da
densidade de probabilidade p(x) usamos o algoritmo de Metropolis. Uma
observacdo aqui é notar que p(x) pode ser qualquer.

Um simples fluxograma desse algoritmo pode ser analisado a
seguir.

Na figura ¢, ¢, e {;sdo numeros aleatorios no intervalo [0,1], A é
um parametro que determina a amplitude do deslocamento da particula
e do gqual os resultados sdo independentes. O numero de elementos da
amostra é M e p(x) € a mesma de (11).

10
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Xlégl

Xold € X1

'

Xnew € Xoid + (&, - 0.5)A
{PXnew) / pXoid)} >= &, ?

i SIM i NAO

Xi+1 € Xnew Xi+1 € Xold
Xold € Xnew

' '

Ultimo elemento da
amostra?

NAO
i SIM

Amostragem concluida

Figura 1 - Algoritmo de Metropolis

Fica claro, portanto, que o proprio algoritmo traz correlagbes entre
0s elementos amostrados a partir de um primeiro elemento arbitrario,
devemos considerar esse fato e faremos isso desprezando 0s primeiros
elementos amostrados.

11
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4. Implementacao

4.1 O Programa

O programa foi inicialmente escrito em Fortran 90 e
posteriormente, adaptado ao Java. Neste capitulo mostraremos o0s
aspectos fundamentais do programa.

O usuério pode interagir com quatro parametros de entrada os
quais sdo necessarios para o calculo da energia.

Tabela 1 — Parametros de entrada do programa fornecidos

Parametro Descricao

Passos (M) Dimenséao da amostra
X, X, Xgy ooy Xy

Alfa (a) Parametro da funcédo tentativa
W (x)

Delta (A) Amplitude de deslocamento de um
elemento da amostra (Fig. 1)

Blocos A partir dos M elementos da
amostra podemos dividi-la em
Blocos para calcular a energia

De posse desses parametros o programa produz a amostragem
com M elementos conforme descrito na secao 3.3.

Em seguida é chamada uma funcé&o que calcula a energia a partir
do numero de blocos especificados.

A idéia aqui é a seguinte:

Se o #Blocos for igual a um, o programa simplesmente utiliza a
equacado (15) no célculo da energia e nos da um erro padréo calculado a
partir da equacéo (17).

Agora, para valores de Blocos maiores que um, o programa faz o
calculo da energia para cada bloco Eé[i’), ou seja, ele utiliza a equacéao

(15) para cada bloco onde M agora é substituido por M/#Blocos.

12
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A energia calculada desse modo serd a médias das energias dos
blocos e a variancia serd calculada normalmente onde a energia local
serd substituida por Ef’ e E ser4 a média dessas energias e dessa

forma obtemos o erro padrao para a energia.

Uma melhor explicagdo da influéncia desse parametro no método
sera comentada nos resultados, mas podemos imaginar que esse
parametro afetara a variancia da energia média total ja que havera,
para cada # Blocos fornecidos, um respectivo numero de elementos em
cada bloco os quais produzirdo uma nova energia local ou EE‘{i’).

Essa idéia da média por blocos tenta minimizar as correlacdes
produzidas pelo préprio algoritmo de Metropolis, mas nem sempre é
facil encontrar um numero de Blocos adequado para cada situacao.

A saida produzida pelo programa é evidentemente a energia e seu
respectivo erro padrdo. Além dessas duas variaveis, a fracdo de aceitos
dos elementos da amostra também ¢é mostrada (ver Fig.1l), esse
parametro € importante pois permite ajustar o A. Outro parametro de
saida é o desvio gque a energia calculada esta da prevista que no caso é
0.5. Além da funcdo de onda visualizada, esse parametro de desvio
ajuda o usuario a perceber se os parametros fornecidos ao programa

estdo adequados.

4.2 A construcao da Applet-Java

O objetivo da utilizacdo de uma Applet nesse projeto é tornar o
aprendizado dos conceitos do calculo variacional de Monte Carlo mais
agradavel e para isso uma interface grafica se faz necessaria. Nosso
foco, portanto, € o método em si, porém vale descrever mesmo que
béasica e sucintamente as caracteristicas do programa em Java.

Fortran é uma linguagem por procedimentos, isto é, o compilador
vai seguindo a sequéncia de instrucoes linha a linha acionando fungdes e
sub-rotinas até alcancar a instrucdo “parar”. Essa metodologia é muitas
vezes conhecida como programacao estruturada.

Java é uma linguagem orientada a objetos e difere de Fortran pela
metodologia empregada na programacao.

A versao utilizada do Java foi a j2sdk 1.4.1 e o IDE (o editor) o
Eclipse.

A primeira coisa a se ter em mente na implementacdao de um
programa estruturado para um orientado a objetos é justamente definir

13
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as classes que farao parte do projeto, definir objetos e seus métodos e
atributos.

As principais classes que permitem o funcionamento do programa
sdo: Oscilador.class e OsciladorApplet.class. A primeira é a adaptacdo a
linguagem Java do programa escrito em Fortran. A segunda é
responsavel pela interface grafica que roda no navegador.

Basicamente, a classe OsciladorApplet.class utiliza um objeto da
classe Oscilador.class e seus meétodos sdo as mesmas fungdes

programas em Fortran.

4.3 Funcionamento da Applet-Java

o i (A e o S e e

SRt s Parimetros Monte Carlo

' ' ' ' ' '
R O s | L
v T v v v

Passos 100 -

Alfa |
Delta |

Blocos w4 10 a0 100

Calcular || Hovo |

Figura 2 — Applet: Simulacdo Monte Carlo aplicado ao oscilador
harmaoénico quantico 1D

Na Fig. 2 podemos ver a Applet logo apds ser iniciada. A esquerda
temos o plano xy e a funcado de onda para o estado fundamental do
oscilador no sistema onde m=iA=w=1 tendo como energia o valor
Eo:OS

A direita estdo os campos de entrada e os controles de comando.

14
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Podemos fazer nossa primeira simulagdo ilustrativa com
parametros arbitrarios.

A e T i e T b LA e e e o e e et

Parametros Monte Carlo

Passos A000 -
Alfa 0.1
Delta f

Blocos w4 10 50 100

i il [ S S e e S

Calcular || Hovo |

Enexrgia: 1,3275 +f- 00,0249 Desvio: 165,5%
Fragao de aceitos: 64,6 %

Figura 3 — llustracao da simulacdo Monte Carlo aplicado ao oscilador
harmaoénico quantico 1D

Nessa simulacdo podemos ver em vermelho a funcdo de onda
tentativa com parametro « =0.1 em contraste com a funcdo de onda
inicial com o =0.5.

A energia obtida com esses parametros foi E = 1,3275 + 0,0249

Vemos que a energia difere 165,5% do valor esperado Ex=0.5.

A amostragem foi realizada com 64,6% de aceitacdo para delta
com valor de 6,0.

A escala do grafico é fixa e é a seguinte: os picos das curvas estao
em X = 0 e os limites horizontais em x = + 4,0, a escala vertical vai de
0 até aproximadamente 9,0.

15



Figura 4 — llustracdo da simula¢cdo Monte Carlo aplicado ao oscilador
harmonico quéantico 1D

Figura 5 — llustracdo da simula¢cdo Monte Carlo aplicado ao oscilador
harmonico quéantico 1D

18
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Temos agora, a oportunidade de ver a influéncia do delta em
relacdo ao numero de passos conservando ou outros parametros da
simulacao anterior (Fig. 5).

Parametros Monte Carlo

, Passos 2000 -
T Afa 051
Delta 0.04

iz Blocos 31 210 @50 (100
Calcular || Novo |
Energia: 00,3809 +/- 0,0051 Desvio: 23,83%

Fragdio de aceitos: 97,6 %

Figura 6 — llustracao da simulacdo Monte Carlo aplicado ao oscilador
harmaoénico quantico 1D

Com o valor do delta muito menor agora, nao conseguimos
produzir uma amostragem satisfatoria que preencha a regido de maior
probabilidade. Isso acontece porque o primeiro elemento da amostra é
arbitrario e com um delta pequeno temos consecutivamente
descolamentos pequenos, 0s pontos da amostra nao conseguem
alcancar a regido de maior probabilidade com apenas 2000 passos. E
interessante notar que a fracdo de aceitagdo aumentou muito em
relacdo a simulacdo da fig. 5, isso porque os pontos da amostra tem
probabilidades “parecidas” e a aceitacdo esta condicionada a esse fato
mais um ndmero aleatdrio de aceite ou rejeite ver Fig. 1.

17
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5. Resultados

A seguir, o algoritmo é analisado em fungcdo dos parametros.

5.1 O parametro Delta (A)

Para analisar o comportamento do A em funcdo a fracdo de
aceitos, vamos atribuir «=05 de modo que para todos 0S passos
tenhamos a mesma funcao de onda tentativa e mesma energia.

Grafico | - Analise do parametro A

| L | L 1 1 | L | L 1
100 H —
— 100 passos
——— 1000 passos
0. 10000 passos i
X
[7)]
2
3 604 N
®©
© \
© \
o
S 40- S l
= =
\
e
20 4 =
I I T T I I T
0 2 4 6 8 10

18
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Como era de se esperar, quanto menor o valor do delta maior
aceitacdo se tem. Isso ocorre porque quando permitimos somente
deslocamentos pequenos a probabilidade da candidata a nova
configuracdo tem um valor proximo ao da probabilidade do elemento
anterior que ja pertence a amostra, como a condicdo de aceitagcao
verifica se a razdo das probabilidades do candidato a amostra e o seu
elemento anterior € maior que um numero aleatério em um intervalo de
[0,1] € muito provavel que haja aceitacdo dessa nova configuracédo ja
que a razao é aproximadamente a unidade.

O contrario ocorre para deltas muito grandes, a razdo das
probabilidades pode ser muito diferente uma da outra, pois com um
delta grande permitimos grandes deslocamentos e assim comparando
com o numero aleatério no intervalo [0,1] pode ocorrer muita rejeicdo
como de fato ocorre.

Uma regra empirica mostra que um bom valor para o delta é
manter uma faixa de aceitacdo em torno de 50%, o que corresponde a
um A = 4.

Podemos ver também no grafico que para um maior numero de
passos, mais suave é a variacdo da fracdo de aceitacdo em funcdo do
delta. Isso porque temos mais elementos na amostra permitindo
abranger uma faixa maior de probabilidades com pequenos
espacamentos entre os elementos da amostra.

5.2 O numero de blocos

Fizemos um teste para saber qual o niumero de blocos adequado
para estimarmos um erro padrao confiavel. Apdés essa analise
disponibilizamos somente alguns valores especiais de blocos para o
usuario interagir. Esses valores dardo uma estimativa mais correta da
variancia.

A analise, portanto, foi feita através do programa escrito em
Fortran.

A metodologia para essa analise foi a seguinte: primeiro
estipulamos um valor para o proximo de 0.5 e um determinado numero
de passos. O delta foi escolhido tendo como referencia o grafico I.
Escolhemos um valor inferior a 4 para haver um ndmero maior de
aceitacao para por em evidéncia o comportamento do erro padréao. Isso
€ justificado para simula¢gbes em que envolvam muitos corpos.

A partir de uma mesma amostragem as energias sdo calculadas
com diferentes niumeros de Blocos, neste caso, a energia sera a mesma

19



para

todas

as

configuragoes.

Portanto, podemos

estudar

comportamento do erro padrdo em funcdo do numero de blocos.

AE

Grafico Il - Analise do erro padrdo AE em fun¢do do numero de blocos

0,040 PR T A B PR IV NS N ER U BRR B
0,035 10 Blocos
0,030 100 Blocos |
0,025 1 Pardmetros: B
0,020 \ Passos = 5000 L
LU i \ a = 0.4 L
= \
0,015 \ A=0.1 -
B \\
0,010 4 S i
0,005 T L
0,000 + |
— -——7T7—
-50 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
# Blocos

Gréfico Il - Analise do erro padrdo AE em fun¢éo do numero de blocos
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Os comportamentos de AE para diferentes niumero de blocos séao
bem diferentes para parametros iniciais diferentes. Os graficos Il e Il
ilustram tal situagdo. Porém, nota-se uma regido onde hd um numero
de bloco especifico para cada conjunto de simulacdo em que o0 erro
padrdao € maximo. Se para cada conjunto de parametros de entrada
fizéssemos o mesmo procedimento, ao final teriamos uma idéia do
ndmero de blocos que poderiamos usar.

Nos conjuntos de parametros ilustrados nos gréaficos Il e Ill, uma
boa estimativa do erro seria usar um ndmero de blocos entre 10 e 50,

portanto, disponibilizamos para o usuario as quantidades 1, 10, 50 e
100 numero de blocos.

5.3 O parametro alfa (@)

Utilizando o programa e ja sabendo qual valor de energia teremos
que obter (10) podemos, a propoésito de ilustracdo, podemos verificar
qual o intervalo em que a pode estar inserido levando em conto o erro
padrao associado da energia utilizando um certo niumero de blocos.

Para estimarmos um erro padrao, vamos usar 10 blocos baseados
nas discussdes apresentadas na secao anterior.

Grafico IV - Energia em fungao do parametro o
| L | L | L 1 L | L | L 1 L | L | L | L 1

0,516 R L
| FParametros L

0,514 4 L
1 Passos = 5000

0,512 4

\ A= 4 L
1 Blocos = 10 - i
0,510

0,508

7 ! - /’l i
0,506 - . L

!
] \ _ / J L
\ n I
0,504 A / L
b 1 N ,,r'. ~ I/ \\ / L
0,502 4 R L B
J \ N

Energia

0,500 +

0,498

I L L L L L L L L
040 042 044 046 048 050 052 0,54 0,56 0,58 0,60

o
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5.4 O numero de passos

O objetivo aqui é ver o comportamento do calculo da energia para
diferentes valores de passos mantendo fixos os parametros alfa, delta e
blocos, a saber:

a =04
A=14
Blocos = 10

Gréfico V - Energia em funcdo do numero de passos

01550 ] I ] I 1 1 ] I ] I 1

0,545 - -
0,540 — T =
0,535 —
0,530 — =

0,525 T =

Energia

0,520 —

0,515 - W.\l/% -

0,510 J -

-

0505 -

0,500 —

| T | | T
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Verificamos que quanto maior o nimero de passos mais estavel é
o valor da energia, pois o niumero de passos € justamente o numero de
medidas de energia local, isto é, a variancia diminui com o aumento de
elementos da amostra.
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6. Conclusao

Na pesquisa cientifica onde o0os métodos exemplificados neste
trabalho sao extensamente empregados, as funcdes tentativas para o
sistema muitas vezes ndo permitem solug¢bes analiticas e, portanto,
métodos numéricos devem ser empregados nos calculos das
quantidades de interesse.

Esse trabalho teve por objetivo elucidar o método de Monte Carlo
utilizando uma aplicacdo computacional grafica de facil interatividade.

Podemos através dessa aplicagdo, conhecer o0s principais
parametros do método e verificar sua influéncia no algoritmo e ter uma
idéia da poderosa ferramenta que é o calculo variacional.

Usamos um sistema fisico bastante simples que dispensa a
aplicacdo de métodos numeéricos, mas esse sistema serviu de
comparacao aos nossos resultados.

O algoritmo de Metropolis € somente um dos métodos que fazem
a amostragem de configuracgdes.

Quando usamos um a = 0.5 para a funcao tentativa essa se
torna o proéprio autoestado do sistema do oscilador para o estado
fundamental e obviamente o valor calculado para a energia concorda
com o valor previsto e a variancia do resultado numérico é nula.
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