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RESUMO

Neste Relatorio, descrevemos as atividades feitas ao longo da realizagdo do projeto e os
resultados obtidos. O principal deles consiste na confec¢do de um guia de estudos sobre
péndulos para estudantes do Ensino Médio, contendo a teoria dos péndulos e trés
experimentos para familiarizagdo com este sistema fisico e medic¢ao da aceleracao da
gravidade terrestre a partir do seu comportamento.
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1 — Introdugao

A proposta desse projeto € planejar experiéncias e redigir um guia que permitam, ao
aluno de Ensino Médio (EM) se familiarizar com o comportamento repetitivo dos péndulos
e, a partir disto, estimar o valor da aceleragdo da gravidade terrestre (g)'. A fim de despertar
o interesse do aluno no estudo do periodo do péndulo, neste guia foi incluido um texto
sobre a influéncia dos reldgios de péndulo na nossa cultura®.

Com o objetivo de evitar ao maximo que o aluno fosse obrigado a aceitar formulas
sem demonstracdo, foi redigido também um texto de introdug¢ao ao calculo diferencial, com
a finalidade de fornecer a base tedrica necessaria para compreender a deducao da lei que
rege o periodo do péndulo’. Depois, verificou-se que essa introdugdo era desnecessaria.

Foi construido um aparato experimental e, com base nos dados colhidos a partir
dele, foi feito o planejamento dos experimentos do guia. Este aparato tem a vantagem
técnica de que o ponto fixo do péndulo, em torno do qual todo o sistema se move, ¢
determinado com precisdo maior do que em montagens como as utilizadas na disciplina
Fisica Experimental II (codigo F 229), oferecida pelo IFGW aos alunos do 2° semestre dos
cursos de Fisica, Matematica e Engenharia; assim, foi notada a possibilidade de melhorar a
precisao das medidas realizadas com péndulos nessa disciplina (a discussao com relagao a
este ponto estd no item 3c-iii).

O roteiro proposto pelo guia é:

- comegar com um experimento simples para determinar quais variaveis tém maior
influéncia sobre o periodo do péndulo

- realizar um segundo experimento, um pouco mais complexo, para determinar o
comportamento aproximado do péndulo

- tomar conhecimento da deducao teorica da lei do periodo do péndulo, para compreender e
sedimentar o que, até entdo, s havia sido aprendido empiricamente e corrigir eventuais
erros de percepgao

- por fim, se utilizar do conhecimento aprendido para uma finalidade “pratica”: a partir do
comportamento periddico do péndulo, chegar a uma estimativa experimental para o valor
de g, relacionando assim o conhecimento recém-adquirido a outro (provavelmente) ja
adquirido pelo aluno

Assim, espera-se que, seguindo o guia, o aluno de EM percorra todo o processo da
descoberta cientifica, desde as primeiras hipoteses sobre um fendomeno desconhecido até o
confronto das descobertas sobre ele com informacdes ja conhecidas.

" O guia redigido, com a descrigdo dos experimentos planejados, é o Anexo 1 deste relatorio.
2 Este texto foi extraido de um site na Internet, reproduzido no Anexo 2.
? Este texto é o Anexo 3.
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2 —Teoria

a) do péndulo simples ao movimento circular uniforme (nivel basico)

Um péndulo simples consiste numa massa pontual m presa numa extremidade uma
haste reta, de comprimento L, inextensivel e sem massa, cuja outra extremidade esta presa
num ponto fixo. Se ele estiver submetido a um campo gravitacional cuja aceleracao
correspondente ¢ g e deslocado de um angulo 0 da “vertical” (a direcdo para onde o campo
puxa os corpos), € possivel mostrar (através de argumentos fisicos e geométricos) que a
forca resultante sobre ele age sempre no sentido de fazer o péndulo retornar a posi¢ao 6=0
e, se O for suficientemente pequeno, tem modulo dado por

‘I*:R‘ = |mg9|

Esse tipo de forca — de mddulo proporcional ao deslocamento em relagdo a uma
posicao de equilibrio e contraria a este deslocamento — ¢ tipico de um movimento
conhecido como “Movimento Harmonico Simples” (MHS); a principal caracteristica desse
movimento ¢ que ele ¢ periddico. Uma comparacdo com o Movimento Circular Uniforme
(MCU) ¢ capaz de fornecer o periodo do MHS; no caso do péndulo com angulos pequenos,

ele ¢ dado pela expressao
T=2m \/Z
g

Assim, conhecendo L e medindo T, é possivel estimar g.*

b) taxas de variacdo e MHS (nivel avangado)

A base matematica da comparagdo com o MCU reside no fato de que este € uma
combinacdo de dois MHS, um na dire¢io horizontal e outro na dire¢do vertical’. Assim, se
quisermos ser matematicamente rigorosos, precisamos resolver a equa¢ao do MHS.

Sabendo que a aceleracdo equivale a taxa de variagao da velocidade, a equagdo do
MHS ¢

m Gl =—ks
dt
onde k ¢ a constante de proporcionalidade entre a forca e o deslocamento em relacao ao
equilibrio s e v ¢ a taxa de variagdo de s.
_ds
y=
dt
Um dos resultados dessa equacao ¢ que o MHS tem um periodo dado por

T:27'[\/E
k

De posse dessa formula, basta adapta-la a situacdo do péndulo para se obter a expressdo do
periodo apresentada acima.’

4 Para maiores detalhes do raciocinio apresentado até aqui, ver o Anexo 1, item C1.

> Assim como o langamento de projéteis € a combinagdo de um MRU na horizontal e um MRUYV na vertical.
§ Para uma introducdo aos conceitos implicitos e 4 nota¢do da equagdo do MHS, bem como uma deducdo da
formula do periodo do MHS, ver o Anexo 3; para a adaptagdo ao péndulo, ver o Anexo 1, itens Clb e Cle.
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3 — Parte Experimental

a) descri¢do do aparato construido

O aparato consiste em trés pesos de dimensdes iguais e materiais diferentes, um fio
e um suporte especial, responsavel pela defini¢cdo precisa do ponto de apoio do péndulo.
1) o suporte

Na experiéncia sobre péndulos da disciplina F 229, geralmente se usa montagens
como A ou B:

1
1 1
(. 5
4
2 2
2
3 3

3

Montagem A Montagem B Montagem C
Legenda: 1 — Suporte. 2 — Corda. 3 — Corpo Massivo. 4 — Fita Adesiva. 5 — N6 na Corda

O suporte usado no aparato possibilita o uso da montagem C, eliminando deslizamentos e
minimizando deformacdes do fio; ¢ assim que se define com precisdo o ponto de apoio do
péndulo.

O suporte possui trés pecas principais: o orificio pelo qual passa o fio do péndulo (v.
figura 1), uma porca especial que fixa o fio (v. figura 2) e uma peca de ligagdo, que une as
duas primeiras a uma haste (v. figura 3).

Estamos usando um projeto concebido pelo Engenheiro Pedro Raggio para
aprimorar o experimento com péndulos simples da disciplina F-229. O fio do péndulo ¢
guiado pelo orificio de didmetro 0,7mm na parte inferior, que € considerado pontual para os
propositos do experimento. Desta forma, define-se o ponto de sustenta¢do do péndulo com
precisdo. Acima, o fio € fixado pela pressdo contra dois discos de feltro, aparafusando-se a
porca especial na peca de ligagdo (v. figura 4). Por fim, a haste ¢ sustentada por uma base
que permite regular a altura do ponto de sustentacao do péndulo (v. figuras 5 € 6).
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Figura 1 — Projeto do orificio. O fio desce pelo espaco entre as duas linhas tracejadas curvas e sai pela
abertura central na parte inferior da peca. Todas as medidas estdo especificadas em mm e os pontos fazem o
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papel de virgulas, de modo que, por exemplo, a altura total da pega é 4,5mm e o didmetro da abertura inferior
¢ 0,7mm.

Figura 2 — Porca especial de fixacao do fio vista “de baixo”. Note-se o disco de feltro e o parafuso que estdo
presos a ela. O feltro serve para evitar que o fio do péndulo seja danificado e o parafuso, para prender o fio,
conforme mostrado na figura 3.

Figura 3 — Peca de ligagdo vista “de cima”. Nela esta fixado o orificio (parte inferior esquerda da figura),
parafusada a porca (vista “de cima” na parte superior direita) e conectada a haste (parte superior esquerda)
através de dois parafusos (acima do orificio e ao lado da porca). Note-se um segundo disco de feltro (abaixo
da porca) para evitar que o fio se danifique ao ser preso.

Figura 4 — Fio do péndulo passando pelo orificio (parte direita da figura), pressionado pela porca (parte
superior) e saindo proéximo a haste (parte inferior esquerda).

|IL |}l
Figura 5 — Suporte prendendo o fio do péndulo e ligado ao regulador de altura (parte superior direita da

figura) pela haste. A fixagdo da haste no regulador ¢ feita pelo parafuso (atravessado por uma alavanca de
ferro) mostrado no canto superior direito.

Figura 6 — O aparato experimental visto como um todo, com o péndulo montado (canto direito da figura). A
altura do suporte ¢ regulada deslizando-se o regulador até o ponto desejado da base e, entdo, prendendo-o com
o parafuso mostrado na parte superior esquerda (também atravessado por uma alavanca de ferro). O parafuso
que prende a haste no regulador estd no lado de tras, mas a alavanca de ferro que o atravessa pode ser vista
um pouco abaixo do ponto onde a haste e o regulador se encontram.
i1) o fio

Estamos usando um fio de nylon, com diametro de 0,5mm. 2m desse fio tém uma
massa de aproximadamente 0,5g, i.e., ele tem uma densidade linear de massa aproximada
U=025g/m,
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1il) 0s pesos

Os pesos usados sdo, basicamente, cilindros com diametro e altura de 20mm; este
formato foi escolhido por facilitar tanto o calculo do centro de massa quanto a confecg@o
das pecas. A fim de suspendé-los, os pesos t€ém um furo de Imm de diametro (que liga o
centro de uma base ao da outra) para permitir a passagem do fio, que prende o peso com
um no (v. figura 7). A fim de evitar acidentes, as bordas dos cilindros foram arredondadas.

Foram feitas trés pecas de dimensodes iguais em materiais diferentes: plastico,
aluminio e latdo (v. figura 8). As densidades diferentes desses materiais nos fornecem
massas diferentes com o mesmo centro de massa, e permitem estudar o comportamento do
péndulo em fungao da massa. As massas dos pesos sdo: 6,0g para o plastico, 16,9g para o
aluminio e 53,0g para o latdo.

Figura 7 — Peso de latdo suspenso pelo fio. O fio sai do suporte (parte superior da figura), atravessa o peso € o
suspende por um no feito abaixo do centro da base inferior do “cilindro” (que ¢ a base mostrada nesta
fotografia). Uma porg¢do do fio depois do nd pode ser vista como uma linha clara no lado inferior direito da
base da peca.

Aa €€

= .
Figura 8 — Os trés “cilindros” a serem usados no péndulo, feitos de plastico, aluminio e latdo. Todos eles
possuem altura e didmetro de 20mm.

b) procedimento realizado

Construido o aparato, para cada peso foram coletadas 30 medidas do intervalo
necessario para a realizacao de 10 oscilagdes completas para uma distancia fixa de 1m entre
o centro de massa do peso e o suporte (1,01m até o n6 no fio) e 11 medidas para distdncias
separadas de 10cm entre si no intervalo entre 1m e 2m de distancia entre o centro de massa
do peso e o suporte; em todas elas, foi tomado cuidado para ndo deslocar o peso mais de
Icm em relacao a posi¢ao de equilibrio.

A partir dessas medidas coletadas, foram feitas analises para se determinar os
experimentos a serem propostos no guia para EM e a possivel contribui¢ao do suporte para
a precisao da estimativa de g na disciplina F 229. Os resultados dessas analises sao
discutidos no item abaixo.
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¢) resultados encontrados (nivel avangado)
1) medidas com comprimento fixo no EM
Das férmulas de propagagao de erro [1], o erro percentual na estimativa de g através

de um péndulo ¢
I EQZ(%) ng(%)
Ag|%) = 2
g( A)) & 100 é " 100 %

onde AZ(%) ¢ o erro percentual do periodo e AT(%) ¢ o erro percentual da distancia do

centro de massa ao apoio. Ocorre que o maior deles € sempre AL(%) : 0 menor valor

encontrado para ele foi 0,33% (latdo), enquanto que o maior valor encontrado para AY_“(%)

foi 0,15% (plastico). Assim, ndo se pode deixar de leva-lo em conta no calculo do erro
padrao de g.
As medidas encontradas para g foram:

Material & (m/s*) Ag (m/s®) Ag (%)

Plastico 9,73 0,22 2,30

Aluminio 9,75 0,08 0,866

Latao 9,80 0,04 0,369

Dai se conclui que, escolhendo apropriadamente o peso a ser usado no péndulo, ¢ possivel
obter um valor de g compativel com aquele assumido como correto (9,78m/s2) com uma
precisdo melhor que 0,5%. E, aqui, utilizou-se o erro padrdo como pardmetro para a
precisdo da medida.

Porém, para se chegar a esse nivel, € necessario langar mao da propagagao dos
erros, e os alunos do EM, em geral, ndo possuem qualquer nogao de estatistica. Assim, para
evitar que eles se perdessem em conceitos estatisticos, e sem abrir mao da idéia de erro
experimental, foi decidido que o guia utilizaria o desvio padrao como parametro da
precisdao das medidas: para cada valor de 10T medido, ¢ calculado um valor de g
correspondente (levando em conta a real localizagdo do centro de massa) e, a partir desses
valores, ¢ calculada uma média e um desvio padrao, a ser considerado como a estimativa de
g. Este método, aplicado as medidas colhidas, forneceu os seguintes resultados:

Plastico Aluminio Latdo

gm/s) 973 976 9,80
Ag (m/s*) 0,165 0,123 0,120
pgl%) 160 126 1,22

Ou seja, o prego de uma introdugdo didatica a teoria de erros ¢ apenas uma pequena
perda na precisdo da estimativa, pois ainda é possivel se obter um valor de g compativel
com o usualmente aceito dentro de uma precisao melhor que 1,5%. Esta analise motivou a
proposta do terceiro experimento apresentado no guia (ver o Anexo 1, item C2).
i1) medidas com comprimento variavel no EM

Se as medidas com comprimento fixo sdo capazes de fornecer o valor de g com boa
precisdo (justamente por extrairem muita informacao de um unico ponto), as medidas com
comprimento variavel podem fornecer informagdes sobre o comportamento geral do
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péndulo. Isso permite testar a compatibilidade do seu comportamento com diversas leis
matematicas.
Para cada peso, as 11 medidas foram separadas em dois conjuntos: as 5 de menor L

e todas as 11. Em cada um desses conjuntos foi aplicado o ajuste linear do método dos
minimos quadrados [2] para 4 expressdes diferentes:

T=alL+b

log(T /1s) = nlog(L /1m) + log(a Om" /ls)

log(T /1s) =b L —log(a/1s)

T = aOog(L/1m) - a Oog(b Om)
Os coeficientes encontrados para cada uma fornecem os parametros que melhor ajustam
uma determinada expressdo matematica ao conjunto de pontos com os quais o calculo foi
feito; no neste caso, trabalhou-se com 4 expressoes:

T=alL+b
T=all"

T =q00™
T:aEI]og(L/b)

Entdo, para cada uma delas, obteve-se o melhor ajuste a todos os pontos e o melhor
ajuste a metade dos menores valores de L; aquelas expressdes para as quais ambos 0s
ajustes forem compativeis sdo propostas de leis para o comportamento do péndulo que o
conjunto total destes dados ndo € capaz de excluir.

E claro que, nesta anélise, nfio ha o objetivo de se descobrir qual dessas leis rege o
péndulo. O proposito, aqui, € encontrar quais delas poderiam explicar os dados obtidos de
maneira razoavel; se esse conjunto de dados fosse toda a informagao que alguém tivesse
sobre o péndulo, as que pudessem seriam todas hipoteses plausiveis para explica-lo a essa
pessoa. Ou seja, aqui, o interesse esta na quantidade de informacao que os dados trazem
sobre o sistema fisico do qual foram coletados; em quais das leis acima eles sdo capazes de
rejeitar. E os resultados foram:

LEI compativel?
linear nao
de poténcia sim
exponencal nao

logaritmica  parcialmente

O “parcialmente” da lei logaritmica € porque, apenas para o peso de plastico, o
conjunto de dados a aceitou’. Isso significa que, escolhendo um peso suficientemente
massivo, nao ¢ dificil isolar, dentre essas 4 leis gerais, a de poténcia como a Unica possivel.
Assim, os dados com comprimento varidvel apresentam a possibilidade de descoberta
empirica do comportamento do péndulo.

Com base nessa conclusdo, foi proposto o segundo experimento do guia (ver o
Anexo 1, item B2): o isolamento da lei de poténcia sera mais 6bvio com a separacio dos
dados em dois intervalos distintos e bem separados de L (no caso da proposta feita no guia,
entre 1,0m e 1,2m e entre 1,6m e 1,8m); e, novamente para evitar a complica¢ao de nogdes
estatisticas (no caso, tudo relacionado ao método dos minimos quadrados), o aluno
precisara apenas tragar as retas a mao.

" Provavelmente, isso reflete o fato de que, exceto pela lei de poténcia, a logaritmica é a que mais se aproxima
do verdadeiro comportamento do péndulo entre essas.
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Para reforgar e sedimentar a aprendizagem por descoberta proposta no segundo
experimento, o primeiro consiste em testar varias possiveis variaveis para descobrir quais
delas sdo realmente relevantes na determinag@o do periodo do péndulo (ver o Anexo 1, item
B1) e, no guia, toda a dedugao tedrica da formula do periodo esta entre o segundo e o
terceiro experimentos (ver o Anexo 1, item C1).
1i1) precisao na disciplina F 229

CONCLUSAO: Observando a exposico a seguir, é notado que o suporte usado
fornece uma corregao de 0,05m/s2 para o valor médio de g. Além disso, observa-se que ¢
possivel melhorar o0 método usado atualmente para a medicao de g.

A comparagao foi feita com 5 relatorios (todos a que se teve acesso) do experimento
do péndulo simples, 4 entre o 2° semestre de 2004 e o 1° semestre de 2005 e 1 sem data.
Todos eles consideraram o comprimento / do fio como a distancia L entre o centro de
massa e o ponto fixo do péndulo (ignorando, assim, uma das principais fontes de erro,
conforme foi visto no item (i), acima) e usaram o método dos minimos quadrados para

estimar o coeficiente de proporcionalidade entre T e L (coeficiente a = (271)° /g ) e, a

partir dele, estimar g. Um resumo do que ¢ apresentado nesses relatorios ¢ dado na tabela
abaixo
relatorion® n°depontos a(s¥m) Aa(s/m) g (m/s?) Ag (m/sd)

1 10 4,195 0,083 9,41 0,19
2 5 4,07 0,17 9,69 0,4
3 7 3,98 0,016 9,87 0,04
4 3 4,10 0,01 9,63 0,23*
5 5 4,12 0,07 9,6 0,2

Para estimar a contribuicao do suporte, ¢ necessario analisar os dados colhidos com
ele da mesma maneira. Feita a mesma andlise para os conjuntos de 5 e 11 pontos de cada
material (mencionados no item (ii), acima), os resultados encontrados foram:

a(s¥m) Aa(s/m) g (m/sY) Ag (m/s?)
5pontos 4,05 00202 976  0,0486

Plastico 17 Jontos 399 00158  9.88 0,0391

Aluminio S Pontos 406 00148 9,73 0,0356

I1pontos 4,05 00112 9,76 0,0270

_ Spontos 4,04  0,0149 9,77 0,0359
Latao

11 pontos 4,06 0,0129 9,73 0,0309

Comparando-os com os relatdrios, € possivel perceber que, em ambos, a média geralmente
encontrada esta ligeiramente abaixo do valor aceito para g (9,78m/s*), embora, nos
relatdrios, essa distancia costume ser maior. Excluidas as analises com 10 ou 11 pontos, a
média encontrada sem o suporte (nos relatorios) estd em torno de 9,70m/s*, enquanto que o
uso do suporte possibilita encontrar uma média em torno de 9,75m/s?; isso significa que,
com este método de analise, a imprecisdo na determinacdo do ponto de suspensdo do
péndulo gera um erro sistematico que influencia o 3° algarismo significativo da estimativa
de g. Mas esta ndo ¢ a Unica conclusdo importante extraida dessa comparagao.

Dos 5 relatérios, 3 encontraram estimativas de g incompativeis com o valor aceito.
Se a eliminagdo do erro sistematico aproximou a média desse valor, também diminuiu as
barras de erro encontradas, mantendo a mesma quantidade de resultados incompativeis.
Isso evidencia a necessidade de levar em conta o fato de que o péndulo usado ¢ um péndulo
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fisico (e considerar o erro na determina¢ao do centro de massa). Porém, ao se fazer isso, o
resultado aparentemente piorou:

a(s/m) Aa(s¥m) g (m/s) Ag (m/s?)
Spontos 4,11 0,0395 9,60  0,0920

Plastico 17 Jontos 410 00353 9.63 0,0829
Aluminio Spontos 4,06 0,0158 9,73 0,0378
11pontos 4,07 00135 9,70 0,0321
_ Spontos 4,02 00173 9,82 0,0423

Latao

11 pontos 4,05 0,0139 9,76 0,0335
Eliminando o erro de considerar o péndulo como um péndulo simples, a incompatibilidade
aumentou de 3 para 4 estimativas, e aparentemente ficou maior que a dos relatorios. Diz-se
“aparentemente” por dois motivos: primeiro, existe a possibilidade de que alguns alunos
tenham fraudado os resultados dos seus relatorios®; segundo, apenas uma estimativa
incompativel a mais num conjunto de apenas seis pode muito bem ser efeito de flutuagdes
aleatdrias. Contudo, o fato de o n°® de estimativas incompativeis ter se alterado tdo pouco
indica uma grande insensibilidade do método utilizado para se estimar g com relagdo a esse
erro (um dos mais importantes).

Alids, estimar g a partir do comportamento do péndulo com o método dos minimos
quadrados ¢ um contra-senso. Este método tem a funcao de encontrar empiricamente
relacdes de dependéncia entre duas variaveis, isto €, estimar relagdes de dependéncia a
principio desconhecidas; assim, por mais exata e precisa que seja a estimativa de a obtida
por ele, ela ndo poderia ser utilizada para calcular g. Pois, se 0 método dos minimos
quadrados foi usado, ¢ porque a lei do periodo do péndulo ndo era conhecida; e, se era,
seria mais coerente usar medidas com comprimento fixo para estimar g, como foi feito no
item (i), acima (ja que, sabendo a lei, s6 ¢ necessaria informagdo sobre um ponto para
estimar g).

As estimativas de g pelas medidas com comprimento fixo (usando os dados das 5 e
das 10 primeiras medidas colhidas) distinguem claramente entre considerar ou ndo o
péndulo como um péndulo simples:

T() AT () L(m) AL m) g ms) Ag (msd)

Aproximando Pléstico 10 pontos 1,986 0,00512 9,91 0,0361
0 peso 5 pontos 1,977 0,00814 10,00 0,0583
suspenso , . 10 pontos 1,999 0,00442 9,78 0,0306
para um Aluminio "5 o 1.994 0,00832 0 0000 9,83 0,0580
péndulo Latio 10 pontos 2,005 0,00439 9,72 0,0301
simples 5 pontos 2,002 0,00220 9,75 0,0152

® Tome-se como exemplo o relatorio n° 4. Da formula de propagagdo de erros, Ag = g ma/ a,oqueé
satisfeito em todos os relatorios exceto esse, onde o valor de Ag apresentado (0,23m/s?) é 10 vezes maior do

que deveria ser. (Nao bastasse isso, depois de encontrar a média g = 9,63m / 52, num paragrafo posterior o

relatorio se refere a § =9.86m /s? [=9,63+0,23] como a média...)
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Considerando L 10 pontos 1,986 0,00512 9,81 0,2279
0 peso Plastico "5 htos 1.977 0.00814 98 0022 9,90 0,2343
suspenso , . 10 pontos 1,999 0,00442 9,81 0,0890
comoum  Auminio oo os 1.994 000832 00 0,008 9,86 0,1021
péndulo N 10 pontos 2,005 0,00439 9,80 0,0445
fisico Latio 5 ntos 2,002 000220 100 0,003 9,82 0,0361

Os valores em vermelho indicam as estimativas de g incompativeis com 9,78m/s*; a
estimativa com 5 pontos para o latdo considerando o péndulo fisico s6 nao ¢ compativel
porque, por motivos de flutuag@o, o erro padrdo na estimativa do periodo para o latdo ¢
menor para 5 pontos do que para 10, e a média, maior.

Comparando as estimativas de g das medidas de comprimento varidvel com as de
comprimento fixo, vé-se que as ultimas fornecem um resultado mais confidvel € ndo menos
preciso, mesmo para uma quantidade ndo muito grande de medidas. Comparando os erros
percentuais, temos:

g(%)
Material 30 pontos 10 pontos
Plastico 2,30 2,32
Aluminio 0,866 0,907
Latao 0,369 0,454

Concluindo: no método dos minimos quadrados (que é o que vem sendo usado
recentemente na disciplina F 229), o suporte usado para determinar mais precisamente o
ponto de apoio do péndulo elimina um erro sistematico de cerca de 0,05m/s* na estimativa
de g; porém, a menos que o objetivo principal de estimar g com o péndulo seja contribuir
para a memorizagao por parte dos alunos de métodos de tratamento estatistico, este método
deveria ser abandonado em favor de calcular a média e o erro padrdo do periodo e do centro
de massa do péndulo e, pela propagagdo de erros, obter a estimativa.

4 — Fechamento

a) conclusao

H4 muito conhecimento relacionado com o péndulo. Para chegar a reda¢do final do
guia, foi necessario ndo apenas passar por varios, mas também avalia-los e selecionar quais
deveriam ter prioridade para serem apresentados ao aluno de EM. O resultado foi um guia
que contém idéias relativamente simples (boa parte delas ja vista no EM), embora proponha
um caminho que talvez possa ser considerado cansativo pelo aluno’.

O guia redigido nao deveria, de forma alguma, ser usado em uma tnica aula. Ele
propde um trabalho em longo prazo, em que o aluno constréi em bases sélidas a sua
compreensdo sobre o péndulo. Quatro aulas (isto €, quatro dias de aula), uma para cada
experimento e mais uma para a teoria, sdo o tempo minimo sugerido para se concluir as
atividades do guia.

b) bibliografia

? Ndo necessariamente isso é um problema. J4 dizia Thomas Edison: “Um génio ¢ feito de 1% de inspiragdo e
99% de transpiragdo”. Basta que os alunos estejam motivados para que o guia possa ser seguido sem
problemas, a menos que se queira conclui-lo num intervalo de tempo curto demais para eles processarem toda
a informagao com que terdo contato.
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[1] Cruz, C.H. B., et al. F-129: Fisica Experimental I — Apéndices e Complementos
(IFGW-UNICAMP,1998), pgs 8 e¢ 9, disponivel para download em

http://www.ifi.unicamp.br/leb/f129d.htm (arquivo F1-ap02.rtf)
[2]  idem, pg 28


http://www.ifi.unicamp.br/leb/f129d.htm
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Anexo 1 — Guia de Estudos Experimentais do Péndulo

O PENDULO — GUIA DE ESTUDOS PRATICOS

A —INTRODUCAO

Se vocé ja brincou num balango ou ja balangou os bragos enquanto andava em
algum momento da sua vida, entdo vocé ja teve experiéncias com o movimento dos
péndulos. Apesar de este ser um movimento, até certo ponto, banal, a ele esta relacionado
um importante aspecto da cultura moderna: a contagem do tempo.

O péndulo executa um movimento repetitivo, e isso possibilita usa-lo como relogio.
Talvez vocé ja tenha visto um daqueles antigos relogios de péndulo; hoje, eles nao parecem
ter nada de especial, mas tiveram um papel de destaque no desenvolvimento da contagem
do tempo. E a maneira como se conta o tempo determina a relagdo que se estabelece com
ele, uma visao de mundo ¢ um modo de vida. Assim, a evolugdo da contagem do tempo
influenciou fortemente a formacgdo da personalidade moderna, momo ilustra o texto abaixo
(extraido de [1]):

Um pouco de Historia das incriveis mdaquinas do tempo
Sol, agua, areia, péndulo, quartzo e césio, sao os principais meios de que o0 homem ja
utilizou para a contagem do tempo.

O mais antigo instrumento para medir a duragdo do dia foi o relogio solar, como o
gnomon egipcio, datado de 3500 a 3000 a.C. Consiste em um mastro vertical ficando sobre
uma base. O tempo é medido de acordo com a sombra projetada pelo mastro. Por volta do
seculo VIII a.C., esses instrumentos se tornaram mais preciosos, a medida que marcas
passaram a ser inscritas na base onde se projetava a sombra.

Os gregos integraram os relogios solares a sistemas de consideravel complexidade,
nos quais se mediam os momentos do Sol, da Lua e das estrelas. Nasceu assim o reldgio
astronomico.

Os progressos na Astronomia ajudaram a aprimorar a medi¢do do tempo. Com a
invengdo do astroldbio, por Ptolomeu, no século Il d.C., tornou-se possivel calcular, de
acordo com a posicdo do Sol, a duragdo do dia ou da noite, assim como prever o levantar
e o cair de um astro no firmamento e a hora do crepusculo e da aurora.

Media-se o tempo pelo ritmo de escoamento de um liquido. Os reldgios de dgua
eram usados pelos egipcios para marcar o tempo a noite, ou quando ndo havia sol. No
Museu do Cairo existe um exemplar, fabricado na época do faraé Amendfis III, em 1400
a.C.

Era um recipiente cheio de agua, com um pequeno furo no fundo, que deixava
escorrer o liquido para outro recipiente, marcado com escalas. De acordo com o nivel da
dgua, podia-se saber o tempo.

Esses instrumentos foram aperfeicoados por mecanismos que tornavam constante a
pressdo da agua que escoava; por exemplo, a colocagio de canos que jogavam
continuamente liquido no primeiro reservatorio. Um dos mais bem elaborados sistemas da
Antigiiidade foi a Torre dos Ventos, construida em 75 a.C. aos pés do Partenon, em Atenas
uma torre de 20 metros de altura, com nove quadrantes solares, um catavento, uma
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clepsidra (o nome do relogio a dagua), além de outros instrumentos. Também os chineses
apreciavam esse tipo de relogio. O que foi feito, ja no ano de 1090, para o imperador Su
Sung indicava as doze horas do dia, tinha um sino que soava a cada quarto de hora e era
enfeitado com automatos.

Mas foi s6 no primeiro século da era cristd que surgiu o mais conhecido dos
medidores de tempo anteriores ao relogio mecanico.: a ampulheta. Ela mede o tempo de
acordo com a passagem da areia de um recipiente de vidro para outro, através de uma
estreita ligagcdo. Nos séculos XVI e XVII, foram feitas ampulhetas para funcionar durante
periodos de quinze e trinta minutos.

Poucos inventos moldaram tanto o mundo moderno como o relogio mecdnico,
surgido no século XIV. Ele tornou possivel a civilizag¢do industrial e fixou a idéia de
desempenho na atividade humana.

Até Idade Média, o tempo era percebido como uma coisa natural. Ao inverno
seguia-se a primavera, o verdo; a manhd vinha depois da madrugada, que por sua vez
sucedia a noite, a contagem do tempo se fazia por longos periodos, meses e anos,
materializados nos calendarios. Nos conventos, especialmente, nem hora existia. O dia era
dividido de acordo com o ritual dos oficios. Como ndo havia uma medida universal, cada
convento tinha sua hora, assim como cada cidade vivia segundo seu ritmo.

O relogio mecanico figura entre as supremas invengoes da humanidade, sendo das
mesma ordem que a da imprensa, por suas conseqiiéncias revoluciondrias em rela¢do aos
valores culturais, as mudangas técnicas, a organizagdo politica e social e a personalidade.
Foi o relogio que tornou possivel uma civilizagdo atenta ao tempo portanto a
produtividade e ao desempenho.

E o que diferenciou tecnicamente o relogio mecdnico dos que o antecederam?
Antes de mais nada, o relogio mecanico é movido por um peso. A energia da queda desse
peso é transmitida através de um trem de engrenagem, formado por rodas dentadas que se
encaixam umas nas outras e movimentam as agulhas do mostrador. O problema é que uma
forca aplicada continuamente produz uma acelerag¢do. Logo, se nada se opusesse a
descida do peso, ele imprimiria um movimento cada vez mais rdapido a engrenagem. O que
os sabios da Idade Meédia descobriram foi justamente um dispositivo de retardamento
capaz de bloquear o peso e frear o movimento das rodas e agulhas, de modo a criar um
movimento de oscila¢cdo com um batimento regular o vaivém continuo caracteristico dos
relogios.

Isso foi possivel gracas a uma pecinha composta de duas palhetas presa a um eixo
horizontal movel, que se engrenam alternadamente sobre uma roda em forma de coroa
dentada (chamada roda de encontro), localizada verticalmente sobre um eixo que se move
sob o efeito do peso. Os impulsos alternados provocados pela roda de encontro fazem a
pecinha oscilar sobre seu eixo de maneira regular; este movimento, entdo, ¢ transmitido
ao trem de engrenagem, que movimenta as agulhas. O aparecimento, dos primeiros
relogios mecanicos causou uma febre nas cidades européia que comeg¢avam a sacudir a
modorra medieval. Cada burgo queria ter seu relogio ndo apenas por uma questdo de
prestigio, mas também porque a atragdo trazia viajantes, portanto dinheiro, para a
localidade.

Ja para os operarios das cidade mais desenvolvidas, principalmente na Itdalia e em
Flandres, onde ja existiam uma florescente industria téxtil, um movimentado comércio, a
novidade ndo era assim tdo boa. O relogio. passou a encarnar a autoridade que impunha
as horas de trabalho e mais importante ainda exigia determinada produtividade ao longo
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da jornada. Em algumas cidades, os operarios chegaram a se rebelar contra isso. Por
exemplo, em Padua, em 1390, a torre que abrigava o relogio de Dondi foi atacada.

Em 1656, na cidade de Haia, Holanda, Christian Huygens (1629-1695) concebeu
um relogio de péndulo com escapo, que substituiu o fuso como instrumento regulador da
for¢a da mola. Ao contrario dos outros progressos da relojoaria, porém, essa invengdo foi
antes de tudo teorica. No lugar do fuso regulador da mola-motor, Huygens imaginou um
péndulo, suspenso livremente por um corddo ou um fio. Esse achado reduziu a margem de
erro dos relogios de cerca de quinze minutos por dia para meros dez ou quinze segundos, o
relogio se tornara enfim um instrumento realmente confiavel para medir o tempo.

A Revolugdo Industrial do século XVIII na Inglaterra deu uma nova importancia a
hora. As relagoes de produgdo passaram a se fazer de maneira mais sistematizada, com a
reunido dos operarios dentro de fabricas. Habituados ainda a trabalhar segundo seu
proprio ritmo, de acordo com a tradi¢do herdada das corporagoes de oficio dos artesdos
medievais, os operarios se revoltaram contra as implacaveis maquinas do tempo. Com a
desconfian¢a de que os patroes roubavam nas horas, adiantando ou atrasando, os
operarios comegaram a adquirir seus proprios relogios, com isso a industria de relogios
cresceu e estes tornaram-se mais baratos a medida que sua produgdo tornou-se seriada.

Nada, porém, popularizaria tanto o relogio como uma descoberta de 1880. Os
irmaos Pierre e Jacques Curie, cientistas franceses, descobriram que um pedaco de cristal
de quartzo, cortado na forma de uma lamina ou de um anel e colocado a vacuo num
circuito elétrico e em baixa temperatura, vibra 32758 vezes por segundo, como um
péndulo ultra-rapido.

Em 1925, pesquisadores dos Laboratorios Bell, nos Estados Unidos, construiram o
primeiro oscilador a quartzo. Mas, entdo, os relogios a quartzo eram ainda quase tdo
grandes quanto uma geladeira e assim permaneceriam por muito tempo. Pode-se
considerar o 9°. Congresso Internacional de Cronometria, em Paris, em setembro de 1969,
como a verdadeira data de nascimento da industria do relogio a quartzo. Pois foi ali que a
empresa japonesa Seiko apresentou seu primeiro modelo eletronico.

O relogio a quartzo tinha dado um golpe mortal na industria relojoeira classica
assim como o relogio atomico a césio tiraria do observatorio de Greenwich, na Inglaterra,
o privilégio de fornecer a hora oficial do mundo.

(Para saber sobre o estagio atual de desenvolvimento dos relogios, ver [2].)

A importancia cultural do relogio de péndulo esta na sua precisao, ou seja, no ritmo
preciso do movimento do péndulo. O péndulo se move de tal maneira que, apds um certo
intervalo de tempo, 0 movimento passa a se repetir; esse intervalo de tempo ¢ o chamado
periodo do péndulo, e ¢ dele que nos ocuparemos. O caminho que seguiremos podera ser
considerado arduo, mas eu espero que vocé, prezado leitor, ao final, o considere
recompensador.
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B — CONHECENDO O PENDULO: EXPERIENCIAS INICIAIS

As duas experiéncias propostas abaixo tém como objetivo principal uma
familiarizagdo com o péndulo.Trata-se de uma maneira de se acostumar a medir o periodo —
que, daqui por diante, chamaremos de T — ¢ de uma tentativa de descobrir como ele se
comporta. Inicialmente, deixaremos a teoria de lado tanto quanto possivel, pois, sem o
contato com o péndulo real, s6 serd possivel (quando muito) compreender o
comportamento de um péndulo imaginario.

NOTA: Para assegurar o processo de descoberta, recomenda-se fortemente realizar essas
duas experiéncias em seqiiéncia e sO iniciar a leitura da segunda depois de tirar todas as
conclusdes possiveis da primeira. Da mesma maneira, ndo seria conveniente iniciar a leitura
da teoria do péndulo antes de terminar a experiéncia 2.

1 — Testando Varias Variaveis

a) objetivo: determinar quais caracteristicas do péndulo influem no seu periodo e, em
especial, aquela que influencia mais.

b) material: fios de varios tamanhos (de materiais diferentes ou nao), pesos (entenda-se:
corpos tdo pequenos quanto possivel, mas bastante densos) de varias massas, alguma coisa
para prender o fio, crondmetro, “medidores” (ver abaixo).

¢) procedimento

Comecaremos estudando um tipo bastante conhecido de péndulo: um peso suspenso
por um fio. E, a principio, ndo sabemos o que determina o seu periodo; portanto, o primeiro
passo ¢ supor quais fatores poderiam ser relevantes nisso. Assim, use a sua imaginagao para
preencher a tabela abaixo (ndo precisa preencher inteira nem se limitar a 10).

Tabela 1 — Fatores que podem influenciar T
Fator n° Nome Unidade
01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
Cada um desses fatores deve poder ser quantificado. Isto ¢, todos eles poderao ser medidos,
e, entdo, precisaremos de “medidores”: os instrumentos adequados para medir cada um
deles (balanca para os pesos, réguas para os fios e transferidores para dngulos, so para citar
alguns exemplos).

Tendo definido quais fatores vocé acha que sdo relevantes para o periodo, o
proximo passo € testd-los um a um: para cada fator, construa um péndulo e, mantendo
constantes todos os outros fatores, cronometre o intervalo de tempo em que o péndulo
completa 10 oscilagdes para trés valores desse fator; anote as suas medidas numa tabela
como esta:
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Tabela 2 — Dados do fator x (Fx)
i Fxi 10Ti (s)
1
2
3

seguindo a regra: Fx1<Fx2<Fx3; 10Ti ¢ o tempo de 10 oscilagdes completas do péndulo,
ou seja, 10 periodos (sugerimos medir o tempo para 10 oscilagdes para minimizar o erro
humano de quem opera o crondmetro). De posse desses dados, examinaremos a variagao
percentual dos fatores e dos periodos medidos: coloque num grafico os pontos da tabela
abaixo:

Tabela 3 — Variacoes percentuais de T em termos das variagoes percentuais dos fatores

X |1 Fxi/Fx2 (%) Ti/T2 (%) X |1 Fxi/Fx2 (%) Ti/T2 (%)

011 06 | 1
2 100 100 2 100 100
3 3

021 07 |1
2 100 100 2 100 100
3 3

031 08 |1
2 100 100 2 100 100
3 3

04 |1 09 |1
2 100 100 2 100 100
3 3

051 10 | 1
2 100 100 2 100 100
3 3

Da maneira como os valores desta tabela foram definidos, eles sdo todos 100% para i=2;
por isso, no grafico, todos os fatores terdo pelo menos um ponto em comum de trés (o
ponto [100%,100%]). Assim, fica facil comparar as variagdes relativas do periodo devido a
um ou outro fator e, portanto, a importancia de cada um na determinagdo do periodo. Para
estimar qual o fator mais influente, basta encontrar aquele que tem, proporcionalmente, as
maiores variagdes percentuais de T; caso haja davidas sobre qual ¢ ele, basta selecionar os
melhores candidatos e, apenas para eles, tirar mais duas medidas, preenchendo a tabela:

Tabela 4 — Dados do fator x (Fx) (desempate)
i Fxi 10Ti (s)
1
2
3
4
5

seguindo a regra Fx1<Fx4<Fx2<Fx5<Fx3 e fazer um novo grafico com base em:
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Tabela 5 — Variagdes percentuais de T em termos das variagdes percentuais dos fatores

(desempate)

X |1 Fxi/Fx2 (%) T1/T2 (%) X |1 Fxi/Fx2 (%) Ti/T2 (%)
011 03 |1

2 100 100 2 100 100

3 3

4 4

5 5
021 04 |1

2 100 100 2

3 3

4 4

5 5

Se ainda houver duvidas sobre o fator mais influente, compare os seus resultados
com os dos seus colegas.

NOTA: Nao deixe de registrar tudo o que acontecer durante a experiéncia, em especial os
fatos que te chamarem mais a atencao.
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2 — Estudando a Variavel Principal

a) objetivo: determinar a relacdo matematica entre T e o fator mais relevante na sua
determinagao.

b) material: um fio longo (mais de 1,8m), um peso de massa grande e tamanho pequeno,
alguma coisa para prender o fio, um cronometro, uma fita métrica ou régua, uma balanca.

¢) procedimento

Da experiéncia 1, vocé provavelmente concluiu que o que mais influencia o periodo
do péndulo ¢ o comprimento do fio (/); além disso, talvez tenha percebido uma pequena
influéncia da massa e que o péndulo nao atinge grandes inclina¢des por muito tempo. Com
certeza vocé€ percebeu que ele oscila em torno de uma posicdo de equilibrio, onde
(geralmente) o fio fica na vertical. Por tudo isso, aqui, estudaremos a influéncia de / em T,
nos concentrando no caso muito especial em que o angulo do fio com a vertical ¢ muito
pequeno.

NOTA: Nesta experiéncia, ndo deixe menos de Im de fio entre o ponto de suspensao do
péndulo e o peso, e ndo desloque o peso mais que 1cm da reta (vertical) que da a posicao de
equilibrio.

Antes de qualquer coisa, estudemos o material com o qual vamos construir o
péndulo: meca na balanga as massas do peso e do fio, € use a fita métrica ou régua para
medir as dimensdes do peso e do fio. Anote essas medidas, pois elas servirdo para vocé
descrever as caracteristicas do seu péndulo e diferencia-lo de outros.

Vamos supor que a relagdo matematica entre / ¢ T ¢ uma equacao de um dos 4 tipos
abaixo:

1) T=al+b (lei linear)

ii) T=al" (lei de poténcia)
iii) T=a00" (lei exponencial)
iv) T =alog(l/b) (lei logaritmica'®)

Assim como (i), as trés ultimas podem ser vistas como equagdes de retas, contanto que se
use as escalas apropriadas:

iy  log(T/1s) = nlog(l/1m) +logla Om" /1s)
iiiy  log(T/1s) = b -loga/1s)
iv) T =log(l/1m)-log(b Om)

Para comecar, tomemos 5 medidas do intervalo de tempo necessario para o péndulo
completar 10 oscilagdes numa regido em que / ¢ “pequeno” (sugere-se 5 medidas no
intervalo 1,0m </ <1,2m  com [ variando de 5cm em 5cm).

Tabela 6 — Medidas de T em fung¢do de L
i /1(cm) 10Ti (s)

1

2

3

4

5

Com essas medidas calcule os valores de /, T, log(/ /1m) e log(T/1m)
| Tabela 7 — Valores de L, T, log(L/1m) e log(T/1s)

' Aqui, basta saber que @ =10” < b =loga.
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/1 (m) Ti(s) log(/i/1m) log(Ti/1s)

N[ B |W(IN|— |~

e, com os dados da tabela acima, construa 4 graficos: T por /, T por log(/ /1m), log(T/15s)
por [ e log(T/1s) por log(/ /1m). Em cada grafico, trace uma reta que: (I) passa pelo maior
numero possivel de pontos e (II) deixe ndo mais que dois pontos acima € nao mais que dois
pontos abaixo dela; essas retas indicam a maior proximidade possivel que os valores
medidos podem ter da cada uma das 4 leis acima.

Mas como distinguir qual lei estd mais proxima da verdadeira relagdo entre T e /?
Observando o que acontece numa regido “distante” da estudada até agora; repita todo o
processo para outros 5 pontos numa regido em que / é “grande” (sugere-se 5 medidas no
intervalo 1,6m <[<18m  com [/ variando também de 5cm em S5cm). Teremos outros 4
graficos, cada um com a sua reta indicando a maior aproximacao que essas novas medidas
podem ter de uma das leis.

A lei mais préxima da relacdo verdadeira ¢ aquela que produz as retas mais
coerentes com os dois conjuntos de medidas, isto €, o par de retas mais semelhantes entre
si, porque isso representa a menor variacao possivel dos coeficientes da lei, que, na relagdo
verdadeira, se mantém constantes. Portanto, juntando os dois graficos referentes a cada lei
em um e comparando as respectivas retas, ¢ possivel perceber qual delas esta mais proxima
da verdadeira relagdo entre T e /.

Uma vez encontrada a lei mais proxima, quais sao os parametros que a aproximam
mais de todas as medidas feitas até agora? Para encontra-los, vocé tera que tracar uma
ultima reta, agora considerando os 10 pontos do grafico mais adequado; ela deve: (I) passar
pelo maior numero possivel de pontos e (II) ndo deixar mais que 5 pontos acima nem mais
que 5 pontos abaixo dela. Tracada esta reta, basta definir os seus coeficientes para encontrar
a sua aproximacao da relagdo relacdo entre T e /.

Caso os seus dados ndao sejam suficientes para distinguir a lei mais proxima,
compare os seus resultados com os dos seus colegas.
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C — DA PRATICA A TEORIA

Até aqui, vocé€ provavelmente percebeu que, para um péndulo consistindo de um
peso suspenso por um fio de comprimento /, 0 que mais influencia o periodo T ¢ justamente
[ e, para o caso em que o angulo do fio com a vertical (posi¢cdo de equilibrio) ¢ muito
pequeno, a aproximagao

T=al
parece razodvel, contanto que a esteja entre 1/5 e 2/5 e b esteja entre 2/5 e 3/5.

Agora, vocé deve estar se perguntando se esta aproximacao ¢ a melhor possivel, ou
entdo o por qué de o péndulo se comportar como ele se comporta. Ou, talvez, vocé tenha
encontrado, além desta, uma outra lei que lhe parece tdo razoavel quanto esta. Em todos
essses casos, este ¢ o momento ideal para teorizar o péndulo.

1 — A Lei do Periodo do Péndulo
a) defini¢do e representacdo de péndulos

Um péndulo ¢ um corpo suspenso, sustentado num ponto de apoio, conforme
mostrado na figura abaixo.

Figura 1 — Exemplo de péndulo: um violdo de massa m suspenso, sustentado num ponto de apoio (Pa). O
centro de massa (Cy) esta a uma distdncia L de P4 e deslocado de um angulo 6 da sua posi¢ao de equilibrio.

Para simplificar o estudo do movimento de um péndulo, ¢ comum representa-lo por
uma massa puntiforme, suspensa por uma haste sem espessura e sem massa.

|

|
m. g I
|
Figura 2 — Simplificagdo do péndulo acima: toda a massa m do violdo foi condensada em uma particula, que

estd presa na extremidade de uma haste sem massa e de comprimento L. A outra extremidade da haste ¢ fixa,
e ela esta deslocada do mesmo 6 em relagdo ao equilibrio.
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O péndulo da figura 1 ¢ conhecido como “péndulo fisico”, e o da figura 2 como
“péndulo simples”. A principio, ndo ¢ dificil encontrar o péndulo simples correspondente a
um dado péndulo fisico: a massa puntiforme tem o mesmo valor da massa do corpo, € o
comprimento L da haste corresponde a distancia entre o centro de massa do corpo € o seu
ponto de apoio.

Ao longo desta se¢ao, sempre teremos em mente o péndulo simples, a menos que
seja dito o contrario.

b) forcas sobre um péndulo

Ha apenas duas forgas sobre a massa de um péndulo: o peso e a tragdo (que prende a

massa a haste).

#H
e -l

s

%

=
B
- .

(a) (&)

Figura 3 — (a) péndulo simples de massa m e comprimento /; (b) e for¢as peso (P) e tracdo (T) sobre m.
(Figura extraida de [3])

O movimento do péndulo ¢ definido pela resultante dessas duas forcas. Um
diagrama de forgas ajuda a comecar a entender o que acontece:

y.n ~

T

Figura 4 — Diagrama de forgas e sistema de coordenadas: o eixo-x € paralelo a posicao de equilibrio (no nosso
caso, a vertical) e o eixo-y da a dire¢do em que m se afasta do equilibrio (alguma direcdo na horizontal). O

peso P pode ser separado em duas componentes: P, , paralela a tragdo 7', e P,, a parte restante,
perpendicular a 7. Os vetores 7 ¢ @ tém, ambos, modulo 1; 7 da a direcdo e o sentido em que se encontra
m, e & da a diregdo e o sentido em que o angulo O cresce. (Note-se que a orientagdo tanto de 7 quanto de &
depende de 6.)

Agora, ha uma informagao importante sobre o péndulo que deve ser levada em
conta: a haste ndo se rompe nem muda de tamanho. Por isso,

T=-p (C-1)
€ 0 inico movimento possivel é a variagdo do angulo 6. Ou seja, a particula de massa m faz
um movimento circular, devido a forca resultante

F,=P,=-P6@ (C-2)
Essa forca tem uma propriedade especial: a sua dire¢ao ¢ sempre paralela, ¢ o seu
sentido ¢ sempre contrario ao deslocamento do péndulo. Forgas desse tipo sdo conhecidas
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como “forcas de restauracdo”, e um outro exemplo € a for¢a que surge num sistema massa-
mola.

Lo atrise

=X x=10 +¥m

Figura 5 — Sistema massa-mola: sempre que a mola estd contraida (x<0) ou distendida (x>0), ela exerce uma
forga para restaurar o seu comprimento normal; esta for¢a de restauragdo atua sobre o bloco, fazendo-o buscar
a posicdo x=0. (Figura extraida de [4])

¢) pequenas oscilagdes

Olhando a figura 4, levando (C-2) em conta e usando um pouco de trigonometria'',
percebe-se que a forga resultante ¢ dada por [5]

Fp =-m[g[8enf (C-3)
na direcdo do deslocamento do péndulo. Isso € um problema, pois essa equagdo ¢ muito
dificil de se resolver.

No entanto, existe uma situagdo em que podemos simplificar (C-3).
Geometricamente, sabe-se que, para um angulo muito pequeno podemos fazer a seguinte
aproximacao'%:

sen6 16 (C-4)

Ou seja, contanto que o péndulo ndo se afaste muito da posicdo de equilibrio (e,
nesse caso, a haste pode ser substituida por uma corda), a forca sobre a particula de massa
m ¢ dada por

F,=-mlg® (C-5)
na direcao de deslocamento da mesma em relagdo a posicao de equilibrio.

Até agora, consideramos o deslocamento angular 6 da posi¢do de equilibrio; do
ponto de vista do deslocamento linear s = L [#, a forca de restauragio é

F,=—k{QLB) =k 3 (C-6)
onde
_mb
k== (C-7)

Esse tipo de forca ¢ muito comum entre os sistemas fisicos. Sistemas governados
por essa forga sdo conhecidos como “osciladores harmdnicos”, e executam um movimento
conhecido como “Movimento Harménico Simples” (MHS).

d) movimento harmonico simples

Para pequenas oscilagdes, um péndulo executa um MHS num arco de
circunferéncia; geralmente se estuda um sistemas massa-mola que execute um MHS num
segmento de reta [4]. Na verdade, o tipo de curva em que se d4 o0 movimento ndo importa
para (C-6), mas, para fins de simplicidade, consideraremos aqui um MHS num segmento de
reta®.

""'Ver Apéndice 1, item b.

"2 Ver Apéndice 1, item c.

" Lembre-se que [eq 8] esta implicita a idéia de que Fr é uma forga de restauragdo, e portanto, contraria ao
deslocamento da particula.Toda a informacdo sobre a geometria da trajetéria, no caso do péndulo, estd no
vetor @ e, no caso geral, no vetor de médulo 1 que da a direcfio e o sentido do crescimento de s (e que pode
depender de s). Em [eq 8], s diz apenas qual foi a distancia percorrida desde o ponto de equilibrio.
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Seja um sistema fisico qualquer no qual, por alguma razdo, o movimento da
particula se d4 numa reta e ¢ governado por (C-6). Entdo, nos lembrando do péndulo,
podemos afirmar que:

1) em s=+sy ¢ s=— 59, 0 afastamento da posicdo de equilibrio (s=0) ¢ maxima e a
velocidade € nula (estes s@o os pontos de retorno da particula);

2) em s=0, a velocidade atinge a sua magnitude maxima;

3) o movimento ¢ periddico (ou seja, depois de um certo intervalo de tempo, ele passa a se
repetir);

4) da 2% Lei de Newton, a aceleracdo dessa particula ¢ dada por

a= —EB (C-8)

m

Agora, supondo que esse sistema (oscilador harmonico) estd numa sala e o
movimento se d4 na horizontal, se o iluminarmos “de cima”, a particula terd uma sombra
no chdo, que terd as mesmas caracteristicas citadas acima.

b=l =00 |-l
hel = 0 ||v|=|vLM he|= 10

|
|
-,
—g 0 +5a 5
Figura 6 — Particula e sua sombra no eixo-s, ambas executando MHS. Nos pontos s=0, s=+sy € s=— 59 estdo
indicados os moédulos da posigdo s ¢ da velocidade v; o indice “M” indica que o modulo estd com o seu valor
maximo.

Ocorre que essa ndo ¢ a Unica maneira de se conseguir uma sombra que execute um MHS:
para satisfazer (C-1), (C-2) e (C-3), basta termos uma outra particula se movendo com
velocidade constante numa curva fechada, como a da figura abaixo.

|
|
|
o=l Jsl=00 el = bl
pl=0 =P, =0
—.é[] |LI'| 1‘3 +.;[;| E

Figura 7 — Particula percorrendo uma curva fechada qualquer com uma velocidade de mddulo constante.

Apenas isso ja garante (C-1) e (C-3), pois, nas extremidades da curva, V' é necessariamente vertical (e, entdo,

a sombra para) e, apés toda a curva ter sido percorrida, 0 movimento da particula (¢ da sombra) passa a se

repetir. Para satisfazer (C-2), basta que a curva seja horizontal em todos os pontos cujas sombras coincidam
. — | , . ..

com s=0 (assim, |V| = |V | , 0 valor maximo que |V| pode atingir).

Esta segunda particula est4 realizando um “movimento curvilieo uniforme” (curvilineo por
estar confinado a uma curva, uniforme por ter uma velocidade constante em modulo); para
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que a sua sombra imite perfeitamente a do oscilador harmonico, basta encontrarmos uma
curva que lhe garanta (a sombra) (C-8) em qualquer ponto.

Para encontrar essa curva, comecemos com a pergunta: o que poderia mudar a
direcao da velocidade de uma particula sem alterar-lhe o médulo? A tnica coisa que pode
mudar qualquer caracteristica da velocidade ¢ a aceleracdo (isso decorre da propria
defini¢ao de aceleragdo [6]); ambas sdo grandezas vetoriais. Mas, neste caso, a aceleracao
deve ter uma propriedade especial: ela deve ser SEMPRE perpendicular a velocidade'.

B
Ll

|
—5g

[
[
[
[
1 T
*i +sp 5
Figura 8 — Velocidade e aceleragdo da particula da figura 7 (perpendiculares). A aceleragdo da particula faz
um angulo @ com a horizontal, o que leva a sombra a ter aceleragdo dada por (C-9).

Sabendo que a aceleragdo ¢ um vetor, ndo ¢ dificil perceber que a aceleracao da

sombra ¢ a proje¢do desse vetor no chdo, ou seja,

a=a'cos@ (C-9)
Isso requer que a particula tenha uma aceleragdo a' que satisfaca
. s
a (:os(p:—T—2 (C-10)

onde T ¢ uma constante com dimensdo de tempo. Esta condi¢do ¢ satisfeita se a curva for
um circulo:

2R

|
|
|
|
|
|
|
I

& +R

|
- L I

Figura 9 — Particula percorrendo uma circunferéncia com velocidade de modulo constante e sua sombra no
eixo-s. A aceleragdo d, da particula tem modulo constante e sempre aponta para o centro da circunferéncia;

ela é proporcional e tem a mesma direcdo da posigdo da particula em relagdo ao centro, porém ambas tém
sentidos contrarios. Substituindo @ por (6-T1), vé-se (C-10)é satisfeita.
Neste caso, para R=s, temos'

Y Ver Apéndice 1, item a.
"> Ver Apéndice 1 item e.
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~ . 2
a, = =7, 7 =sylcofedr =1, senledr=1,)l), w==7 (C-11)
Isso significa o seguinte:
- 0 MHS ¢ a proje¢ao do MCU (Movimento Circular Uniforme) numa reta;
- assim, 0 movimento da particula no oscilador harménico tem periodo T e ¢ descrito por'

2 C
t) = t—t -
s() = s, COSEF( O)E (C-12)
- de (C-8) e (C-11), o periodo do MHS ¢
T=2md/m/k (C-13)

e) conclusao

De (C-7) e (C-13), conclui-se que um péndulo simples de comprimento L executa
pequenas
oscilacdes com um periodo dado por

T=2n0[L/g (C-14)

2 — Corregoes
Voltemos a formula que vocé€ encontrou empiricamente:
T=al

com 1/5<a<2/5 e 2/5<b<3. Antes de pensar se a ¢ b concordam com (C-14) ou nio,
repare que os comprimentos NAO SAO os mesmos. O / que usamos na experiéncia 2 ¢é a
quantidade de fio que liga o peso ao ponto de suspensdo (ou seja, a distdncia do corpo
suspenso ao ponto de apoio), enquanto que o L ao qual (C-14) se refere é a distancia do
centro de massa ao ponto de apoio (que, no caso do péndulo estudado nas experiéncias
anteriores, corresponde ao ponto de suspensdo). Eles so se igualariam se o peso fosse um
ponto e se a corda ndo tivesse massa nenhuma; se vocé encontrou esta lei, ¢ porque, dentro
de certos limites, o péndulo fisico usado nas experiéncias anteriores pode ser considerado
aproximadamente como um péndulo simples.

Agora que vocé sabe que € o centro de massa que deve ser considerado, use as
anotacodes feitas na experiéncia 2 sobre a massa e as dimensdes do peso e do fio para
substituir / por L e corrigir os valores encontrados para os coeficientes a ¢ b. Estes novos
valores se assemelham ao que (C-14) diz?

' Ver Apéndice 1, item d.
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D - MEDINDO A ACELERACAO GRAVITACIONAL

1 — Aceleragdo Gravitacional

Ao estudar os fendmenos celestes e os terrestres, Newton concluiu que ambos eram
regidos pelas mesmas leis. Uma delas ¢ aquela conhecida como “Lei da Gravitagdo
Universal” (ou, simplesmente, “Gravidade”), que diz que dois corpos se atraem com uma
forca diretamente proporcional ao produto das suas massas e inversamente proporcional ao
quadrado da distancia entre eles. Em termos matematicos, isso quer dizer: cada um deles
estard sujeito a uma for¢a que o move em dire¢ao ao outro com uma intensidade dada por:

Pt (D-1)

onde m; € m; sdo as massas dos corpos (chamados de corpo 1 e corpo 2), d € a distancia
entre eles (na verdade entre os centros de massa de cada um) e G ¢ a constante de
proporcionalidade.

A Gravidade ¢ responsavel por varios fendmenos, desde o fato de uma cadeira
permanecer parada no chao até o movimento de corpos celestes, como planetas, cometas ou
estrelas.

Na nossa vida didria, a Gravidade age da seguinte forma: estamos nas vizinhancgas
de um corpo de massa muito grande — a Terra — e a nossa distdncia em relacdo a ele (aquilo
a que geralmente chamamos de “altura” ou “altitude”) varia muito pouco. Nessas
condi¢des, todos nds, corpos de massa pequena, estamos sujeitos a forcas que nos puxam
em dire¢dao a Terra (“para baixo”) e que variam muito pouco em intensidade. Chamamos
esse tipo de forga de “peso”; a intensidade do peso ¢ dada por:

P=mlg (D-2)
onde m ¢ a massa do corpo sobre o qual a Terra e g é o pardmetro que contém as
informacgdes sobre G, a Terra e a distancia (aproximada) do corpo ao centro de massa da
Terra. O parametro g ¢ conhecido como “aceleragdo gravitacional” da Terra, e contém toda
a informacdo necessaria ao entendimento dos fendomenos relacionados a Gravidade que
estdo presentes na nossa vida diaria.

Um desses fendmenos, como vimos, ¢ o movimento dos péndulos (ver figura 3). De
(C-14), temos que:

g=lon’ o (0-3)

2

Lembrando da experiéncia 2 (corrigida), o coeficiente a que vocé encontrou se relaciona
com g por

a=27‘[/\/§

A partir dai, que estimativa vocé pode dar para o valor de g?
Empiricamente, os valores de g medidos em alguns pontos sao [8]:

Localizaciao g aproximado (m/s?)
equador 9,78
polos 9,83
10km de altitude 9,78
300km de altitude 8,80
10 000km de altitude 1,94
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Sabendo que o pico mais alto da Terra, o do monte Everest, tem menos de 8,9km de
altitude, ¢ possivel perceber o quanto as variagdes de g sdo pequenas no nosso dia-a-dia.
Mas, como essas medidas foram obtidas?

Um meio para obté-las ¢ justamente (D-3). O valor de g que vocé€ encontrou a partir
do a obtido na experiéncia 2 (corrigida) pode ser encarado como uma estimativa inicial e
sem a necessidade de estar muito proxima do verdadeiro valor de g, pois ela foi calculada a
partir de um procedimento que tinha como objetivo, apenas, avaliar o comportamento do
péndulo. Agora que sabemos como ele se comporta, podemos usar essa informagao para
estimar g com uma precisdo maior.

2 — Usando O Péndulo para Encontrar A Aceleragdo Gravitacional na sua Cidade
a) material: o mesmo da experiéncia anterior
b) procedimento

Assim, como na experiéncia 2, comecaremos tomando nota das dimensodes e das
massas do peso e do fio utilizados. Em seguida, monta-se o péndulo e mede-se, com o
maximo cuidado possivel, o comprimento / do fio que liga o peso ao ponto de suspensao.
Todas essas medidas preliminares serdo usadas na determinagdo do centro de massa do
péndulo fisico.

Desta vez, manteremos / constante (sugerimos /=1m para facilitar o calculo do
centro de massa) e nos concentraremos em medir T . E, aqui, ¢ preciso estar atento a
imprevisibilidade da vida: devido a varia¢des da temperatura ambiente (que, por dilatagcdo
ou contragdo térmica, alteram as caracteristicas do pé€ndulo), falha humana ao operar o
crondmetro, correntes de ar inesperadas, entre outros fatores fora do nosso controle e da
nossa capacidade de previsdo, dificilmente duas medigdes de T encontrardo valores
exatamente iguais. Os valores medidos estardo distribuidos em torno do valor real de T;
mas, quanto mais medidas tivermos, mais chances teremos de eliminar essas flutuagdes
aleatdrias. Por isso, ¢ importante tirar o maior nimero possivel de medidas.

Como de costume, meca o tempo equivalente a 10 periodos (se ndo para eliminar
completamente a falha humana, ao menos para minimiza-la).

Tabela 8 — Medidas de T
i [ 10Ti(s)| 1 | 10Ti(s) | 1 10Ti (s)
01 11 21
02 12 22
03 13 23
04 14 24
05 15 25
06 16 26
07 17 27
08 18 28
09 19 29
10 20 30

Tendo calculado L a partir de / e das medidas feitas antes de se montar o péndulo, para cada
valor medido para T, (D-3) fornecera um valor para g.

'7 Lembrar de ndo ultrapassar 1cm entre o peso e a reta vertical da posi¢do de equilibrio e de deixar, pelo
menos, Im de fio no péndulo, pois sé temos certeza do comportamento do péndulo para angulos pequenos.
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Tabela 9 — Medidas de g
i | gi(m/s’) | 1] gi(m/s?) | i | gi(m/s?)

01 11 21
02 12 22
03 13 23
04 14 24
05 15 25
06 16 26
07 17 27
08 18 28
09 19 29
10 20 30

A partir desses valores, podemos tirar uma primeira estimativa para o verdadeiro

valor de g: a média deles.
-2
= D-4
8= (D-4)

onde N ¢ o niimero de valores gi que temos e o simbolo Z indica que estamos somando
todos eles. Ainda pode haver um desvio entre o verdadeiro valor de g e esta estimativa;
porém, a Estatistica diz que, muito provavelmente, o modulo desse desvio € menor ou igual

a'™:
—l\2
l’ —_
Ag = -2 (D-5)
N -1
A quantidade Ag é chamada de “desvio padrio”. Assim, a nossa estimativa final de g NAO
€ um numero, mas um intervalo:

— o+ Ao = -2 (100 + Ac(® D-6
g=g+* 100[ + Ag(%)| (D-6)
onde
Ag(%) =100% 22 (D-7)
g

Se o valor apresentado em [8] para o lugar mais proximo da sua cidade estiver
dentro do intervalo definido em (D-6), as duas estimativas (a sua ¢ a de [8]) sdo
compativeis (no caso, o valor de [8] poderia ser o valor real de g); se o valor de Ag(%) for
pequeno, a precisdo da sua estimativa foi boa. Uma boa estimativa possui essas duas
caracteristicas (compatibilidade com as estimativas anteriores e precisao); se vocé€ nao
estiver satisfeito com a sua estimativa, inclua os dados de alguns colegas nos calculos a fim
de eliminar mais os efeitos das flutuacoes aleatorias.

3 — Influéncias na Medida de g

Listamos, aqui, alguns fatores que podem ter interferido na sua estimativa de g.
a) incerteza nas massas envolvidas.

Apesar de o periodo do péndulo simples ndo depender da sua massa, o L do péndulo
composto usado depende das massas do fio e do peso. Apesar de temos medido essas

'® Ver Apéndice 2.
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massas na balan¢a, temos uma incerteza na medida de cada uma que ¢ igual a escala da
balanca; por exemplo, se a balanga fornece valores de massa de 0,1g em 0,1g, a incerteza
em qualquer massa medida (ou o desvio padrido de cada massa) ¢ 0,1g. Essa incerteza foi
desconsiderada nos nossos calculos.
b) rotagdo da Terra

A Terra gira em torno de seu eixo, € isso gera uma aceleracao centrifuga que se
opde a aceleracdo gravitacional. Este efeito diminui com a latitude e é responsavel, por
exemplo, pelo achatamento dos polos da Terra. De fato, quando o nosso planeta estava em
formacao, a sua distribuicdo de massa foi moldada pela Gravidade e pela forca centrifuga,
de modo que, hoje, a soma (vetorial) dessas duas forgas aponta “para baixo” em qualquer
ponto da Terra. Assim, o valor encontrado de g ¢, na verdade, a aceleragdo correspondente
a resultante dessas duas forcas, ¢ ¢ exatamente essa a aceleracao relevante no nosso dia-a-
dia. Para se ter uma idéia da influéncia da aceleragdo centrifuga: sabendo que, no equador,
a Terra percorre 40.000km em 24h e o seu raio ¢ 20.000km/Ty a teoria do Movimento
Circular Uniforme' nos diz que a acelerag¢do centrifuga (que é o negativo da aceleragdo
centripeta) tem um modulo de, aproximadamente, 0,03m/s?.
¢) estrutura geoldgica

Um prédio que esteja proximo do peso do péndulo também exerce Gravidade sobre
ele; ndo teria isso interferido no valor de g que vocé mediu? Na verdade, os gedlogos usam
esse tipo de principio para explorar a estrutura geoldgica de regides que lhes interessam, e
um dos possiveis métodos para essa exploracdo consiste justamente no estudo do periodo
de péndulos®. Porém, influéncias desse tipo quase sempre sdo menores que 0,0001% do
valor de g geralmente usado para outros propositos (9,8m/s?). Assim, esse fator tem um
papel desprezivel no nosso caso, se comparado com as outras fontes de erro (que, como
voce deve ter visto, podem gerar desvios de 1% ou até mais).

Esta lista estd longe de ser completa, mas evidencia alguns efeitos fisicos
interessantes que se relacionam ao movimento do péndulo real.

' Ver Apéndice 1, item e.
* Ver Apéndice 3.
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E — CONCLUSOES

Comegou-se quase sem conhecimento algum a respeito do péndulo e, no decorrer do
caminho, compreendeu-se o seu comportamento e utilizou-se esse novo conhecimento para
se obter outro: a aceleracdo gravitacional g. A compatibilidade entre o valor de g medido
com o péndulo e o valor usualmente aceito refor¢a a validade da formula do periodo T do
péndulo.

Todo esse processo pode servir de exemplo do desenvolvimento cientifico: comeca-
se com um fendmeno ainda inexplorado, realiza-se experiéncias (relativamente) simples
para se familiarizar com o seu comportamento geral, elabora-se uma teoria baseada em
argumentos que paregam coerentes e coloca-se a teoria a prova em experimentos mais
complexos e minuciosos (e que, talvez, relacionem o fenomeno em exploragao com algum
outro). Assim, cria-se ¢ sedimenta-se conhecimento novo, embora ainda haja perguntas a
serem respondidas; sé para citar um exemplo, sera que a unica influéncia da rotacdo da
Terra no movimento do péndulo estudado nas trés experiéncias realizadas se resume apenas
a atenuar a aceleracdo da gravidade e alterar T?

Mais do que simplesmente propor um estudo sobre o péndulo, este guia foi uma
tentativa de propor um estudo sobre a propria formagdo do conhecimento humano.
Esperamos que vocé, prezado leitor, tenha feito um bom proveito de todas as idéias aqui
contidas.
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G — APENDICES

APENDICE 1 — Trigonometria ¢ Movimento Circular Uniforme
Discutimos, aqui, alguns topicos mencionados no estudo do péndulo e que estiao
relacionados com trigonometria. Assim, um conhecimento basico desse tema ¢ necessario
para seguir a leitura.
a) como variar a velocidade de um corpo sem alterar o seu médulo
A velocidade de um corpo € o parametro que se usa para descrever para onde este
corpo esta indo e com que rapidez ele vai. Nao basta sabermos apenas quio veloz ¢ um
corpo para sabermos a sua velocidade; precisamos também saber em qual direcao ele se
move e, dentro dessa direcdo, em qual sentido. Por isso, a velocidade ¢ uma grandeza
vetorial [1].
Foi dito que uma aceleracdo sempre perpendicular a velocidade ¢ a unica forma de
alterar a sua dire¢do sem mudar o seu médulo. Agora, provaremos esta afirmagao.
A aceleragdao também ¢ um vetor, dado por:
A ,
a=- [eq 17]
Comegaremos estudando o comportamento de Av .
Suponhamos que um corpo, devido a uma aceleragao qualquer ao longo do tempo,

teve a sua velocidade alterada de V, paraV,, com [v,|= ‘W‘ =v|; as velocidades inicial e

final estdo mostradas na figura 1°, juntamente com a variagdo Av .

Ay

Figura 1’ — Velocidades inicial e final e variagdo da velocidade. Como o médulo da velocidade ndo se alterou,

os trés vetores formam um tridngulo isosceles, e por isso o Angulo de AV com as duas velocidades é igual.
As trés velocidades (V;,V, e Av) formam um tridngulo isdsceles; como a soma de todos os

angulos internos de um tridngulo ¢ sempre 180°, na notagao da figura 1’b o angulo S entre
v, e AV ¢é dado por
p=r = feq 2]
2
Quanto menor for A, mais proximo de 90° serd (3, € mais proximo Av estara de ser
perpendicular a V;, e V,. Agora, se pensarmos numa aceleragio que NUNCA altere o

modulo da velocidade, [eq 1’] deve ser valida para At’s muito pequenos, pequenos o
suficiente para que O seja tdo pequeno quanto se queira, ainda que ndo-nulo; ou seja, valida
para O ’s tdo pequenos que seja impossivel notar qualquer diferenca entre 5 e 90°. Assim,
uma aceleracdo que NUNCA altera o mddulo da velocidade, mas muda a sua direcdo, s
permite variagdes perpendiculares 2 mesma. Logo, a UNICA aceleracdo que nunca varia o
modulo da velocidade ¢ SEMPRE perpendicular a ela.
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b) seno, co-seno e o circulo trigonométrico

“Seno” e “co-seno” sao dois conceitos que foram inicialmente definidos a partir das
relacdes geométricas no tridngulo retangulo. Num tridngulo retangulo, o lado oposto ao
angulo reto ¢ chamado de “hipotenusa”, e os outros dois sao chamados de “catetos”. Cada
um dos outros dois angulos ¢ formado pela hipotenusa e um dos catetos, conhecido como
“cateto adjacente”; o cateto restante ¢ conhecido como “cateto oposto”.

Co

X 94
CaA

Figura 2’ — Exemplo de tridngulo retangulo. A hipotenusa esta simbolizada por h, o cateto oposto ao angulo a

por co, € 0 adjacente por Ca.
Para o angulo a (0< a <90°), define-se [2]

_CO _CA )
send =—~, cosad = —= eq3
P P [eq 3’]

Com o tempo, houve a necessidade de se estender esses conceitos para angulos
maiores que 90°. Para isso, foi criado o “circulo trigonométrico” [3]:

+14sen6

cos_e
-1 +1

-1

Figura 3’ — O circulo trigonométrico. Dado um angulo qualquer, obtemos o seu co-seno pela proje¢do do
ponto P no eixo horizontal e o seu seno, pela proje¢do no vertical. Na figura, 0<8<90°.

Com ele, cosO e senf passaram a ser vistos como as projecdes do ponto P nos eixos
horizontal e vertical, respectivamente (0<8 <360°). Além disso, dessa associagdo entre
angulos e circulo surgiu uma nova unidade de medida de angulos: o “radiano”. Se
chamarmos o ponto correspondente a 6 =0 de A, um radiano (Ilrad) é o angulo
correspondente ao ponto B, que pode ser ligado a A por um segmento de arco AB=1.
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B
LN AB=1
0

A

Figura 4’ — O angulo correspondente a um radiano.
Dai segue que
21rad=360° [eq4’]

Medir angulos em radianos ¢ tdo comum que, quando isso € feito, geralmente se
omite a unidade; assim, dizemos que a idéia do circulo trigonométrico estendeu os
conceitos de “seno” e “co-seno” para <8 <27 Se quisermos pensar em angulos maiores,
basta notar que, em 8 =277 os valores do seno e do co-seno coincidem com os de a =0 e, a
partir dai, tudo comega a se repetir; estendendo esse raciocinio também para o <0, podemos
pensar em seno € co-seno para qualquer valor de a.
¢) a aproximagdo sen8 (16

Demonstraremos, agora, a validade da aproximagao

g<<10 29 ) [eq 5]

usada no estudo do péndulo e em vérias outras situacdes. Do circulo trigonométrico, segue
que, para 0< 8 <71/2, podemos colocar o arco correspondente ao angulo 6 dentro de um
triangulo retangulo de catetos (sen6) e (1-cos6).

A
F 3
sene 1
send
send
o) 0
cosf1 _ A \p
1-cosB 1-cosB
(a) (b) (c)

Figura 5° — (a) Angulo 8no circulo trigonométrico. (b) Ampliagdo de (a); a linha vermelha ¢ o segmento de
reta que liga as duas extremidades do arco 6. (¢) Tridngulo retdngulo formado pelas linhas tracejadas e pela
linha vermelha, contendo o arco 6.

Na figura 5’c, percebe-se trés caminhos diferentes entre os pontos A e B: a
hipotenusa do triangulo, o arco correspondente ao angulo e os dois catetos. Visualmente,
percebe-se que, para 8>0, o arco ¢ maior que a hipotenusa (e, portanto, que qualquer cateto
sozinho), mas também ¢ menor que a soma dos dois catetos. Assim,

sen@ <0 < senf+1-cosf [eq 6°]
onde o igual é para o caso 6=0. Agora, para 0 <8 <<1<77/2, temos

cos@ U010 senB+1—-cosf Usenf O send 01

que € o que queriamos demonstrar.
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d) funcdes trigonométricas basicas

Voltando ao seno e ao co-seno, ja sabemos como obté-los para qualquer angulo,
inclusive angulos negativos ou maiores que uma volta inteira. Suponhamos, agora, que este
angulo possa, de alguma maneira, variar: para cada um deles, temos apenas um seno ¢
apenas um co-seno. Portanto, temos duas funcdes:

7(6) =send, gl6) = cos@

Estas fun¢des, juntamente com outras, sdo chamadas “fung¢des trigonométricas” [2], pois
surgem de conceitos da trigonometria. (Estas duas fungdes sdo as fungdes trigonométricas
basicas, pois sdo as mais simples e todas as outras sao obtidas a partir delas.) Todas as
fungdes trigonométricas tém uma propriedade importante: elas sdo periodicas, isto €, existe
um intervalo P (conhecido como “periodo”) a partir do qual elas passam a se repetir:

flx+P)=(x)
No caso das fungdes seno e co-seno, o periodo € 2TU
seno+

ANANYA
RPN \/+2+3\ S(nrad)

=1
Figura 6 — Grafico da fungéo f{6)=sen0. Para reforcar o fato de que o periodo desta fungdo é 21T, colocamos 6
em unidades de Ttrad; Assim, por exemplo, -1 no eixo horizontal corresponde ao angulo de —Ttrad, ¢ +3 a 31T
rad.
€) o movimento circular uniforme
O MCU consiste em uma particula percorrendo uma circunferéncia de raio R com
uma velocidade de médulo constante v [4].

yll.

=i

=y

Figura 7 — Movimento Circular Uniforme: a particula descreve uma circunferéncia na sua trajetoria. Para
isso, a sua velocidade deve ter sempre o mesmo moédulo e ser sempre tangente a circunferéncia; ou seja, ela
deve ter a sua dire¢do (e apenas a direcdo) variando sempre.

Trata-se de um movimento bi-dimensional e, por isso, podemos decompd-lo em
duas coordenadas, x(t) e y(t). Como R se mantém constante, apenas o angulo 8 em relagao
a0 eixXo X varia, € entdo temos

?(t) = (x(t) y(t)) , x(t) =R E\“en@(t) , y(t) =R Ei:os@(t) [eq 7’]

Agora,
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As _ RAGO _AG _ v
= U w —

= = = = =cte [qu’]
JAYRAY; At R
onde w ¢ conhecida como “Velocidade angular”; ou seja, se G(t,)=0, temos
1) =t —1,) 0 1) = Rleosladt =1,)] senledr=1,)) [eq 9]

Como o MCU ¢ composto pelas fungdes trigonométricas basicas, ele € periddico: no

periodo T, a particula percorre todo o perimetro 2TR do circulo. Assim,
y= 2_TR w= 2_7-[ [eq 10°]
T T

Mas, como ja vimos, se o modulo da velocidade se mantém constante, isso se deve a
uma aceleragdo sempre perpendicular a velocidade; no caso do MCU, essa aceleragdo ¢
chamada de “aceleracdo centripeta”, e estd sempre orientada para o centro da
circunferéncia®'.

Diregao
" do raio

Figura 8’ — Velocidade no MCU, aceleracdo centripeta e a for¢a que a gera e mantém o movimento (forga
centripeta). Para que a velocidade mude de dire¢do sem alteragdes no modulo, a aceleragdo deve ser
perpendicular a velocidade; para que a trajetoria da particula seja uma circunferéncia, a aceleragcdo deve
apontar sempre para o centro e ter o modulo constante. (Figura extraida de [5].)

Para encontrar o seu modulo, vejamos o comportamento da particula num intervalo At: ela

vai do ponto A ao B, separados por um arco de comprimento vA¢ e pelo segmento de reta
AB , e a velocidade muda de v, para. V.

— 0 —
Vo AoVa
N Q VAT
(B)
(A) (C)

Figura 9’ — (A) A partlcula vai de do ponto A ao B, separados por um arco de comprimento RAG, e a sua
velocidade muda de ¥’ , para V (B) Triangulo formado por V V e a variagdo da velocidade AJ . (C)

2! Se esta tltima afirmagdo ndo parece dbvia, imagine alguém rodando na horizontal uma pedra amarrada num
barbante. A pedra descreve uma circunferéncia, e s6 ndo escapa por causa da tragdo no barbante, que a puxa
para dentro da circunferéncia. Neste exemplo, a tracao corresponde a forca centripeta e € a forga resultante, e
a aceleragdo centripeta ¢ paralela a ela.
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Tridngulo formado pelo centro da circunferéncia e os pontos A e B; o arco percorrido tem comprimento VAt.
(Figura extraida de [5].)

Porque os triangulos das figuras 9°B e 9°C sdo isosceles e tém o mesmo angulo AO
entre os seus lados iguais, temos que

Av v feq 11°]
—_ - e
AB R a
Mas 4B = 2Rsen(A®/2) ; por isso, para A®<<1, [eq 5’] nos da
— v _Av
AB OvAr D — O— 12°
b R VAt leq 127]
e, do modulo de [eq 17],
2
v
a =-— eq 13’
e =2 [eq 13°]

onde o indice “c” indica que esta ¢ a aceleracdo centripeta do MCU. Vetorialmente,
d, = -w't) [eq 14°]
f) referéncias
1] http://servlab.fis.unb.br/matdid/2_1999/Marlon-Eduardo/mru.htm

[

[2] http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/trigonom/trigon1/mod114.htm#trig10
[3] http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/trigonom/trigo02.htm
[
[

4] http://www.mundofisico.joinville.udesc.br/PreVestibular/2005-1/mod1/node20.html
5] http://educar.sc.usp.br/fisica/circteo.html

APENDICE 2 — Sobre O Desvio entre Os Valores Real ¢ Estimado de Uma Quantidade
Fisica

Ao tentarmos medir g, nos deparamos com uma dificuldade: a existéncia de
influéncias externas que alteram o valor medido de forma imprevisivel e das quais ndo
podemos nos livrar completamente. Essas alteragdes sdo aleatdrias, e, por isso, podemos
tomar como uma boa estimativa do valor real a média entre varios valores medidos™.
Porém, essa estimativa dificilmente € o valor real: ha um desvio entre os dois. Por isso,
fomos obrigados a procurar ndo o verdadeiro valor de g, mas um intervalo que (com
alguma seguranca poderiamos afirmar que) o incluisse; e, para determinar esse intervalo,
tivemos que usar o desvio padrdo, definido em (D-5).

Embora (D-5) seja deduzida através de formulas estatisticas, € possivel
constatarmos que essa formula ¢ razodvel. Para isso, comecemos pensando num caso em
que soO tivéssemos duas medidas: a estimativa para o valor real ¢ a média entre elas, e
queremos estimar o desvio entre a estimativa e o valor real; a primeira coisa em que
poderiamos pensar seria calcular a metade da soma dos desvios em relacdo a média

Ag;5gl+5g2 _ (gl—g’+(g2—g)
2 2
porém, pela propria definicdo de g, obteriamos zero. Nesta primeira tentativa, vé-se

claramente o problema de como somar os desvios.

2 Pois, quanto maior o niimero de medidas feitas sob “as mesmas” condigdes, maiores serdo as compensagdes
entre as influéncias que aumentam e as que diminuem o resultado de cada medida; para o caso ideal de
infinitas medidas, essas influéncias se compensam totalmente e a média corresponde exatamente ao valor real.


http://educar.sc.usp.br/fisica/circteo.html
http://www.mundofisico.joinville.udesc.br/PreVestibular/2005-1/mod1/node20.html
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/trigonom/trigo02.htm
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/trigonom/trigon1/mod114.htm#trig10
http://servlab.fis.unb.br/matdid/2_1999/Marlon-Eduardo/mru.htm
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Para resolver este problema, voltemos ao carater imprevisivel das medidas: se as
influéncias sobre elas sdao aleatérias, o desvio de cada uma delas em relacio a média
também ¢; e, se os dois desvios sdo aleatdrios, eles sdo independentes entre si. Se fossemos
representar isso geometricamente, teriamos dois vetores perpendiculares:

&

% x|

| —

|

. ogl

pois, assim, a dire¢do para a qual um aponta nao tem relagdo nenhuma com a dire¢do do

outro”. Isso significa que a forma correta de somar os desvios, no nosso caso de duas
medidas, ¢ o Teorema de Pitdgoras:

(%) =(21)* +(%&2)*

Entdo, uma estimativa mais razoavel para o desvio seria

Ag= lg1-of ’;(82‘§)2

no caso de duas medidas, e

no caso de N medidas, j4 que uma grande quantidade de medidas deve contribuir para
diminuir o desvio.

Mas, entdo, um problema mais sutil se mostra: para o caso de uma medida apenas, a
média seria a propria medida e a estimativa do desvio, novamente, zero. E isso
precisamente quando nao € possivel dar estimativa nenhuma para o desvio! Para contornar
essa dificuldade, assume-se como estimativa do desvio a quantidade

que ¢ o desvio padrao apresentado em (D-5).
Referéncias: ?777%**

APENDICE 3 — Gravidade e Geologia

O texto que segue ¢ uma traducdo do conjunto de textos apresentados nas
referéncias [1-8].
a) tradugdo

3 Este é, provavelmente, o argumento mais dificil de se aceitar nesta “dedugdo”. Para compreendé-lo,
imagine o caso em que os vetores ndo sdo perpendiculares; entdo, o vetor correspondente a 0s2 poderia ser
representado como a soma do vetor correspondente a 0sl com outro, perpendicular a dsl. Assim, 6s2 e 0sl
ndo seriam completamente independentes; a Unica maneira de isso acontecer, portanto, ¢ com vetores
perpendiculares entre si.
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Como a aceleragdo gravitacional, g, esté relacionada a geologia?

Densidade ¢ definida como massa por a unidade de volume. Por exemplo, se nds
tivéssemos que calcular a densidade de uma sala cheia de pessoas, a densidade seria dada
pelo nimero médio de pessoas por unidade de volume (por exemplo, por o pé clbico) e
teria a unidade de pessoas por o pé cubico. Quanto mais pessoas na sala, mais proximas
elas estdo umas das outras. Assim, nos diriamos que o quarto estd com uma densidade
maior de pessoas. As unidades usadas tipicamente para descrever a densidade das
substancias ¢ gramas por o centimetro cubico (g/cm”3); massa por a unidade de volume.
Relacionando a nossa analogia do quarto as substancias, nds podemos usar os pontos de
massa descritos mais cedo como usamos as pessoas.

Considere um exemplo geologico simples de um corpo de minério enterrado no solo. Nos
esperariamos a densidade do corpo de minério, d2, ser maior do que a densidade do solo
circunvizinho, d1.

Density of the soil = dy

Density of the ore = d,
Such that dl < l:l2

A densidade do material pode ser pensada como de um niimero que quantifica quantos
pontos de massa por a unidade de volume ¢ necessario se reunir para representar o material,
assim como o numero de pessoas por o pé cubico no exemplo dado acima descrevia quao
lotado uma certa sala era. Assim, para representar um corpo de minério de grande
densidade, nos precisamos de mais pontos de massa por unidade de volume do que para o
solo de uma densidade mais baixa *.

* Nesta discussdo n6s supomos que todos os pontos de massa t€ém massa igual.


http://216.239.37.104/translate_c?hl=pt-BR&ie=UTF-8&oe=UTF-8&langpair=en|pt&u=http://www.earthsci.unimelb.edu.au/ES304/MODULES/GRAV/NOTES/gravforce.html&prev=/language_tools
http://216.239.37.104/translate_c?hl=pt-BR&ie=UTF-8&oe=UTF-8&langpair=en|pt&u=http://www.earthsci.unimelb.edu.au/ES304/MODULES/GRAV/NOTES/gravforce.html&prev=/language_tools
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@ = Location of Point Mass

Agora, vamos descrever qualitativamente a aceleragdo gravitacional experimentada por
uma esfera que ¢ deixada cair de uma escada. Este aceleragao pode ser calculado medindo a
taxa de variacdo da velocidade no tempo da esfera enquanto cai. A intensidade da
aceleracdo que a esfera se submete sera proporcional ao nimero das massas proximas do
ponto que estdo diretamente abaixo dela. Nos nos importamos com os pontos de massa
proximos porque o valor do aceleracdo gravitacional diminui com o quadrado da distancia
entre a esfera e o ponto de massa. Quanto mais proximos estiverem os pontos de massa
diretamente abaixo da esfera, maior sua aceleracao sera.

¢ Ball accelerates towanrd

& = Ball feels the attractive force
of ALL of the point masses

Nos poderiamos, entdo, deixar a esfera cair de um nimero de posi¢des diferentes, e, porque
o niamero de pontos de massa abaixo da esfera varia com a posi¢ao em que ¢ deixada cair,
mapear as diferencas na intensidade da aceleracdo gravitacional experimentada pela esfera


http://216.239.37.104/translate_c?hl=pt-BR&ie=UTF-8&oe=UTF-8&langpair=en|pt&u=http://www.earthsci.unimelb.edu.au/ES304/MODULES/GRAV/NOTES/gravacc.html&prev=/language_tools
http://216.239.37.104/translate_c?hl=pt-BR&ie=UTF-8&oe=UTF-8&langpair=en|pt&u=http://www.earthsci.unimelb.edu.au/ES304/MODULES/GRAV/NOTES/gravunits.html&prev=/language_tools
http://216.239.37.104/translate_c?hl=pt-BR&ie=UTF-8&oe=UTF-8&langpair=en|pt&u=http://www.earthsci.unimelb.edu.au/ES304/MODULES/GRAV/NOTES/gravunits.html&prev=/language_tools
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causadas por variagdes na geologia subjacente. Um grafico da aceleragdo gravitacional pela
a posicao costuma ser chamado de perfil de gravidade.

Ohserved Gravitational Acceleration

Position

§ § § 8

y G
—3» Position

Esta experiéncia mental simples dé a base fisica da explorac¢ao da gravidade.
O parametro geoldgico relevante ndo ¢ densidade, mas contraste de densidade.

Ao contrario do que vocé poderia pensar inicialmente, a forma da curva que descreve a
variag¢do no aceleragdo gravitacional ndo depende das densidades absolutas das rochas. Ela
depende apenas da diferenga entre as densidades (chamada geralmente de contraste de
densidade) entre o corpo de minério e o solo circunvizinho. Isto €, a variacdo espacial da
aceleracdo gravitacional gerada no nosso exemplo anterior seria exatamente a mesma se
imaginassemos densidades diferentes para o corpo de minério e o solo circunvizinho,
contanto que o contraste da densidade, d2 - dI , entre o corpo de minério e o solo se
mantenham constantes. Um exemplo de modelo que satisfaca a esta ¢ a densidade do solo
ser zero e a densidade do corpo de minério ser d2 - d1.



http://216.239.37.104/translate_c?hl=pt-BR&ie=UTF-8&oe=UTF-8&langpair=en|pt&u=http://www.earthsci.unimelb.edu.au/ES304/MODULES/GRAV/NOTES/gtogeo.html&prev=/language_tools

Ohserved Gravitational Acceleration

N

Position
¢ § § 8
y GBI
—3» Position
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Observed Gravitational Acceleration

Position

IR

Density assumed to be zero

A

—» Position

Density assumed to be equal to d,- d,

A unica diferenga nas aceleracdes gravitacionais produzidos pelas duas estruturas
mostradas acima (uma dada pelo modelo original e uma dada ajustando a densidade do solo
a zero ¢ do corpo de minério ao d2 - dI) ¢ um deslocamento na curva derivada dos dois
modelos. O deslocamento ¢ tal que, a distancias grandes do corpo de minério, a aceleracao
gravitacional se aproxima de zero no modelo que usa uma densidade do solo nula ao invés
do valor constante ndo-nulo do qual a aceleracdo se aproxima no modelo original. Para
identificar a posi¢ao do corpo de minério, a aceleracao gravitacional se aproximar de zero
ou ndo longe do corpo de minério ndo importa. O que importa ¢ o tamanho da diferenga na
aceleracdo gravitacional proximo ao minério e longe do minério e a forma da variagao
espacial da aceleragdo gravitacional.

Assim, o ultimo modelo, que emprega somente o contraste da densidade do corpo de
minério ao solo circunvizinho, contém toda a informagdo necessaria para identificar a
posicao e a forma do corpo de minério.

* E comum usar expressoes como campo da gravitacional como um sinOnimo para a
aceleracdo gravitacional.



14— 45

Variacoes da densidade de materiais da terra

Até aqui, estimar a varia¢do na densidade da terra devido as mudangas locais na geologia
soa como uma proposi¢do razoavelmente simples. Ha, entretanto, diversas complicagdes
significativas. A primeira tem a ver com os contrastes de densidade medidos para varios
materiais da terra.

As densidades associadas com os varios materiais da terra sdo mostradas abaixo.

Material Hl)ensidade (g/em”3) ‘
Ar ~0 |
Agua 1 |
Sedimentos \ \1,7 -2,3 \
lArenito ‘ ﬁ,0-2,6 ‘
Xisto 2,0-2,7 |
L[’edra calcaria \P,S-Z,S \
k}ranito ‘ P,S-Z,S ‘
h%asaltos \ p,7 -3,1 \
Pochas Metamorficas ‘h.6-3.0 ‘

Observe que a variagdo relativa na densidade da rocha ¢ muito pequena, ~0.8 g/cm”3, e ha
uma sobreposi¢ao consideravel nas densidades medidas. Assim, o conhecimento da
densidade da rocha sozinho ndo serd suficiente determinar o tipo de rocha.

Esta varia¢do pequena na densidade da rocha implica também que as variagdes espaciais na
aceleracdo gravitacional observada causadas por estruturas geoldgica serdo muito pequenas
e, assim, dificeis de detectar.

Uma unidade da densidade que estd ganhando influéncia ¢ a tonelada por o metro cubico,
(t/m"3), que ¢ numericamente o0 mesmo que g/cm”3, e conforma-se as convengdes do SI.
Esta ¢ também uma unidade util em relacionar volumes "visuais" com massas. A unidade
formal do SI ¢ o quilograma por o metro ctbico.

Um Modelo Simples

Considere a variacdo na aceleragdo gravitacional que seria observada num modelo simples.
Para este modelo, vamos supor que a Unica variacao na densidade na subsuperficie ¢ devido
a presenca de um corpo de minério pequeno. Suponha que o minério tem uma forma
esférica com um raio de 10 metros, e estd enterrado em uma profundidade de 25 metros
abaixo da superficie, com um contraste da densidade as rochas que o cercam de 0,5 gramas
por o centimetro cubico. Da tabela de densidades da rocha, observe que o contraste
escolhido da densidade ¢ realmente razoavelmente grande. Os detalhes de como a_

aceleracdo gravitacional foi computada nao sdo, agora, importantes.
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Ha diversas coisas a observar sobre a anomalia gravitacional* produzida por esta estrutura.

« A anomalia gravitacional produzida por uma esfera enterrada ¢ simétrica sobre o
centro da esfera.

« O valor maximo da anomalia ¢ extremamente pequeno. Para este exemplo, 0,025
mGals. [1Gal =1em/ s ]

« O valor da anomalia gravitacional se aproxima de zero a distancias horizontais
pequenas (~60 metros) do centro da esfera.

Mais tarde, nés exploraremos como o tamanho e a forma da anomalia gravitacional sdo
afetados pelos parametros modelo tais como o raio do corpo de minério, de seu contraste da
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densidade, e de sua profundidade de enterro. Por enquanto, note simplesmente que a
anomalia gravitacional produzida por este corpo de minério feito sob medida ¢ pequena.
Quando comparado a aceleragdo gravitacional produzida pela terra como um todo, 980.000
mG@Gals, a anomalia produzida pelo corpo de minério representa uma mudanca no campo
gravitacional de somente 1 parte em 40 milhdes.

Claramente, uma variagdo na gravidade tdo pequena serd dificil de medir. Além disso,
outros fatores além da estrutura geoldgica poderiam produzir as variagdes na aceleragao
gravitacional observada tdo grandes quanto essa, se ndo maiores.

* Nos usaremos freqiientemente o termo anomalia gravitacional para descrever variagdes
no campo gravitacional de fundo produzidas pela estrutura geologica local ou por um
modelo da estrutura geologica local.

Como nos medimos a gravidade?

Como vocé pode imaginar, ¢ dificil construir os instrumentos capazes de medir anomalias
gravitacionais tdo pequenas quanto 1 parte em 40 milhdes. Ha, entretanto, varias maneiras
pelas quais isso pode ser feito, incluindo:

« Medidas de corpo caindo. Estes ¢ o tipo de medida que nds descrevemos até este
ponto. Alguém deixa cair um objeto e registra diretamente a acelera¢do que o corpo
sofre, medindo com cuidado a distancia e o tempo enquanto o corpo cai.

« Medidas de péndulo. Neste tipo de medida, a aceleragdo gravitacional ¢ estimada
medindo a oscilagdo do periodo de um péndulo.

« Medidas de massa em mola . Suspendendo uma massa em uma mola e observando

quanto a mola se deforma sob a forca da gravidade, pode-se determinar

uma estimativa da aceleragdo gravitacional.

Como sera descrito mais tarde, num exame de cada método, as observagdes de
campo geralmente ndo produzem medidas do valor absoluto da aceleragdo
gravitacional. Ao contrario, nés podemos somente derivar estimativas das
variagoes da aceleragdo gravitacional. A principal razao para isto € que pode ser
dificil caracterizar o instrumento de registro bem o bastante para medir
variagcdes nos valores absolutos da gravidade de 1 parte em 50 milhdes para
baixo. Esta, entretanto, ndo ¢ uma limita¢do para a exploracdo da gravidade, ja
que ¢ somente a mudanca relativa na gravidade que ¢ usada para definir a
varia¢do na estrutura geologica.

Medidas De Corpo Caindo

A aceleragdo gravitacional pode ser medida diretamente deixando cair um objeto € medindo
a sua taxa de variagdo da velocidade no tempo (aceleracdo) enquanto cai. Pela tradigdo, este
¢ o método que nos geralmente atribuimos a_Galileu Galilei . Nesta experiéncia, Galileu
supostamente teria deixado objetos de massas diferentes cairem da torre inclinada de Pisa e
constatado que a aceleragdo que gravitaciona a que um objeto se submete ¢ independente de
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sua massa. E dito também que ele teria estimado o valor do aceleracdo gravitacional nesta
experiéncia. Enquanto ¢ verdade que Galileu fez estas observagdes, ele ndo usou uma
experiéncia de queda do corpo fazé-las. Ao contrario, usou medidas baseadas em péndulos .
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E facil mostrar que a distincia que um corpo cai é proporcional ao quadrado do tempo que
levou para cair. A constante de proporcionalidade ¢ a aceleragdo gravitacional, g.
Conseqiientemente, medindo distancias e intervalos de tempo conforme um corpo cai, ¢
possivel estimar a aceleragdo gravitacional.

Para medir mudangas na aceleracdo gravitacional de 1 parte em 40 milhdes para baixo
usando um instrumento de tamanho razoavel (digamos um que permite que o objeto caia 1
metro), nds precisamos poder medir mudancas na distancia de 1 parte em 10 milhdes para
baixo e mudangas de tempo de 1 parte em 100 milhdes para baixo!! Como vocé pode
imaginar, ¢ dificil fazer medidas com este nivel da exatidao.

E possivel, porém, projetar um instrumento capaz de medir distancias e intervalos de tempo
exatos e de computar mudangas na gravidade absoluta menores que 1 microgal (0,001
mgals; esta ¢ uma exatiddo da medida de quase 1 parte em 1 bilhdo!!). A Micro-g Solutions
¢ um fabricante deste tipo de instrumento, conhecido como um gravitémetro absoluto . Ao
contrario dos instrumentos descritos em seguida, esta classe de instrumentos € tem os inico
instrumentos de campo projetados para medir a gravidade absoluta. Isto ¢, este instrumento
mede o tamanho da componente vertical da aceleragdo gravitacional em um ponto dado.
Como descrito previamente, os instrumentos geralmente usados em exploragdes sdo
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capazes de medir somente a mudanca na aceleragdo gravitacional de um ponto ao outro, e
nao o valor absoluto da gravidade em algum um ponto.

Embora os gravitometros absolutos sejam mais caros do que os tradicionais, gravitometros
relativos e requeiram um tempo maior de ocupacdo da estagdo (de 1/2 dia a 1 dia por a
estacdo), o aumento de precisdo oferecido por eles e o fato que as estratégias descritas mais
tarde ndo sdo necessarias para remover imprecisdes do instrumento pode compensar a
despesa extra em opera-los. Isto ¢ particularmente verdadeiro quando os projetos de
exploracdo requerem afastamentos grandes da estagdo ou para as experiéncias que
necessitam de monitoragdo continua da aceleragdo gravitacional em um tnico lugar. Como
um exemplo desta ultima aplicacdo, ¢ possivel observar subidas da crosta tdo pequenas
quanto 3 mm ao longo do tempo monitorando a mudanca na aceleragdo gravitacional em
uma Unica posi¢do com um destes instrumentos.

Medidas De Péndulo

Um outro método pelo qual nés podemos medir a aceleragdo devida a gravidade € observar
a oscilacdo de um péndulo, tal como aquele encontrado em relogios antigos. Ao contrario
da opinido popular, Galileu Galilei fez suas famosas observagdes sobre a gravidade usando
um péndulo, e ndo deixando cair objetos da torre inclinada de Pisa.

Se noés devéssemos construir um péndulo simples pendurando uma massa em uma haste e
entdo deslocar a massa da vertical, o péndulo comegaria a oscilar em torno da vertical de
uma forma regular. O parametro relevante que descreve esta oscilagdo ¢ conhecido como o
periodo* da oscilagao.

* O periodo da oscilacdo ¢ o tempo necessario para o péndulo terminar um ciclo no seu
movimento. Ele pode ser determinado medindo o tempo necessario ao péndulo para
reocupar uma posicao dada. Na figura mostrada abaixo, o periodo da oscilagdo do péndulo
¢ de aproximadamente dois segundos.
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A razdo pela qual o péndulo oscila sobre a vertical ¢ que,
se o péndulo for deslocado, a forca da gravidade o puxa
para baixo. O péndulo comeca a mover-se para baixo.

-10

-1 050 05 1 quadrada da aceleragdo gravitacional, g. A

Quando o péndulo alcanga a vertical, ndo pode parar
instantaneamente. Ele continua apos a vertical e para
cima, no sentido oposto. A forca da gravidade retarda-o
para baixo, até que ele eventualmente para e comeca a
cair outra vez. Se ndo houvesse nenhuma fric¢dao onde o
péndulo estd unido ao teto, nem nenhuma resisténcia do
ar ao movimento do péndulo, isso continuaria assim para
sempre.

Porque ¢ a forca da gravidade que produz a oscilagdo, é
de se esperar que o periodo da oscilagio mude para
valores diferentes da gravidade. Em particular, se a forga
da gravidade for pequena, ha menos forga puxando o
péndulo para baixo, o péndulo move-se mais lentamente
One para a vertical, e o periodo observado da oscilagao
Feriod aumenta. Assim, medindo o periodo da oscilacdo de um
péndulo, noés podemos estimar a forca ou a aceleragao
gravitacional. Para uma demonstragdo na qual todas as
quantidades relevantes podem ser variadas, clique aqui
[link quebrado].

Pode-se mostrar que o periodo da oscilagdao do
péndulo, 7, E proporcional ao inverso da raiz

constante de proporcionalidade, &, depende das
caracteristicas fisicas do péndulo tais como seu
comprimento e a distribuicdo da massa sobre o
ponto de apoio do péndulo.

Position {meters)

Assim como na experiéncia de corpo caindo, descrita
acima, parece que seria facil determinar a aceleracdo
gravitacional medindo o periodo de oscilagdo. Infelizmente, poder medir a aceleracao a 1
parte em 50 milhdes requer uma estimativa muito exata da constante . K ndo pode ser
determinada com precisdo suficiente para fazer isso.

Mas nem tudo esta perdido. Nos poderiamos medir o periodo da oscilagdo de um dado
péndulo em duas posi¢des diferentes. Embora ndés ndo possamos estimar k exatamente o
bastante para permitir determinar a aceleracdo gravitacional em qualquer uma destas
posicdes, porque nds usamos o mesmo péndulo em ambas, podemos estimar a variagdo da
aceleracdo gravitacional nas duas posi¢cdes com bastante exatidao sem saber £.

As variagdes pequenas no periodo do péndulo que nds necessitamos observar podem ser
estimadas permitindo que o péndulo oscile por muito tempo, contando o numero de
oscilagdes, ¢ dividindo o tempo de oscilagdo pelo numero de oscilagdes. Quanto mais
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tempo vocé permitir que o péndulo oscile, mais exata a sua estimativa do periodo do
péndulo sera. Esta €, essencialmente, uma forma de calcular a média. Quanto mais tempo o
péndulo oscila, mais periodos vocé tera para calcular a média e obter a sua estimativa do
periodo do péndulo, e melhor a sua estimativa do periodo médio de oscilagao do péndulo.

No passado, as medidas de péndulo foram usadas extensivamente para tracar as variagoes
da aceleragdo gravitacional ao redor do globo. Mas, como pode levar até uma hora para
observar oscilagdes suficientes para determinar exatamente o periodo, esta técnica de
exploracdo foi largamente suplantada pela medidas de massa em mola, descritas a seguir.

Medidas da gravidade de massa em mola

O tipo o mais comum de gravitometro* usado em exploragdes €

baseado em um simples sistema massa-mola. Se no6s pendurarmos
uma massa em uma mola, a for¢a da gravidade esticara a mola por

uma quantidade que seja proporcional a forca gravitacional . Pode-
se mostrar que a constante de proporcionalidade entre o
estiramento da mola e a aceleracdo gravitacional ¢ o valor da

massa pendurada na mola dividida por uma constante, £ , que
descreve a rigidez da mola. Quanto maior k, mais dura ¢ a mola, e

menos ela esticard para um dado valor da aceleragdo gravitacional.

08 =) I e L b

5

.
!

Como nas medidas com péndulo , nés ndo podemos determinar k&
exatamente o bastante estimar o valor absoluto do aceleracao

gravitacional a 1 parte em 40 milhdes. Nos podemos,
entretanto, estimar variacdes na aceleracdo gravitacional de | X
um lugar ao lugar dentro desta precisdo. Para poder fazer

mg

isto, entretanto, € usado um sofisticado sistema massa-mola,
que coloca a massa em um feixe® e emprega um tipo

especial de mola, conhecido como mola de comprimento nulo.

Os instrumentos deste tipo sdo produzidos por diversos fabricantes, incluindo LaCoste and

Romberg, Scintrex (IDS), e Texas Instruments (Worden Gravity Meter) . Os gravitdmetros
modernos sdo capazes de medir mudancas na aceleracdo gravitacional da terra menores que
1 parte em 1000 milhdes. Isto leva a uma precisdo de aproximadamente 0,001 mgal. Tal
precisdo pode ser obtida somente sob circunstincias Otimas quando os procedimentos
recomendados do campo sdo seguidos com cuidado.

2 Nio sei ao certo o que o texto quer dizer com isso. Ao que me parece, um feixe de laser seria usado para
medir o deslocamento da massa com tanta precisdo quanto possivel. De qualquer forma, o funcionamento
exato desse sistema ndo importa para quem pretende medir g através de um péndulo, como € o0 nosso caso.
(NOTA DO TRADUTOR)
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* Um gravitometro ¢ todo o instrumento projetado medir variagdes espaciais da aceleragao

gravitacional.
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**Figura de Introduction to Geophysical Prospecting, M. Dobrin e C. Savit.
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Anexo 2 — Site da Internet Sobre o Péndulo

Reproducgado do contetdo do site
http://educar.sc.usp.br/licenciatura/2001/pendulo/PenduloSimples HTML.htm

Universidade de Sao Paulo

Instituto de Fisica de Sao Carlos

Licenciatura em Ciéncias Exatas

Disciplina: Instrumentacao para o Ensino

Péndulo Simples


http://educar.sc.usp.br/licenciatura/2001/pendulo/PenduloSimples_HTML.htm
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Este trabalho consiste em

apresentar uma breve historia

sobre a contagem do tempo e
sobre o revolucionario Péndulo

Simples, com aplicacdes fisicas e

um exemplo pratico de como
utiliza-lo para medir com precisao

a aceleracao da gravidade .

Aluno: Manoel Batista Pratavieira

Prof. Dr.: Dietrich Schiel

Sao Carlos, setembro de 2001
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Um pouco de Histéria das incriveis maquinas do tempo

Sol, agua, areia, péndulo, quartzo e césio, sao o0s principais meios de
que o homem ja utilizou para a contagem do tempo.

O mais antigo instrumento para medir a duragdo do dia foi o relogio solar,
como o gnédmon egipcio, datado de 3500 a 3000 a.C. Consiste em um
mastro vertical ficando sobre uma base. O tempo é medido de acordo
com a sombra projetada pelo mastro. Por volta do século VIIl a.C., esses
instrumentos se tornaram mais preciosos, a medida que marcas
passaram a ser inscritas na base onde se projetava a sombra.

Os gregos integraram os relogios solares a sistemas de consideravel
complexidade, nos quais se mediam os momentos do Sol, da Lua e das
estrelas. Nasceu assim o reldgio astronémico.

Os progressos na Astronomia ajudaram a aprimorar a medi¢ao do tempo.
Com a invencao do astrolabio, por Ptolomeu, no século Il d.C., tornou-se
possivel calcular, de acordo com a posi¢cao do Sol, a duracao do dia ou
da noite, assim como prever o levantar e o cair de um astro no
firmamento e a hora do crepusculo e da aurora.

Media-se o tempo pelo ritmo de escoamento de um liquido. Os reldgios
de agua eram usados pelos egipcios para marcar o tempo a noite, ou
guando nao havia sol. No Museu do Cairo existe um exemplar, fabricado

na época do farad Amendofis Ill, em 1400 a.C.
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Era um recipiente cheio de agua, com um pequeno furo no fundo, que
deixava escorrer o liquido para outro recipiente, marcado com escalas.
De acordo com o nivel da agua, podia-se saber o tempo.

Esses instrumentos foram aperfeicoados por mecanismos que tornavam
constante a pressédo da agua que escoava; por exemplo, a colocagao de
canos que jogavam continuamente liquido no primeiro reservatério. Um
dos mais bem elaborados sistemas da Antiguidade foi a Torre dos
Ventos, construida em 75 a.C. aos pés do Partenon, em Atenas uma
torre de 20 metros de altura, com nove quadrantes solares, um
catavento, uma clepsidra (o nome do relégio a agua), além de outros
instrumentos. Também os chineses apreciavam esse tipo de relogio. O
que foi feito, ja no ano de 1090, para o imperador Su Sung indicava as
doze horas do dia, tinha um sino que soava a cada quarto de hora e era
enfeitado com autébmatos.

Mas foi s6 no primeiro século da era cristd que surgiu o mais conhecido
dos medidores de tempo anteriores ao relégio mecanico: a ampulheta.
Ela mede o tempo de acordo com a passagem da areia de um recipiente
de vidro para outro, através de uma estreita ligacdo. Nos séculos XVI e
XVII, foram feitas ampulhetas para funcionar durante periodos de quinze
e trinta minutos.

Poucos inventos moldaram tanto o mundo moderno como o relégio
mecanico, surgido no século XIV. Ele tornou possivel a civilizagao
industrial e fixou a idéia de desempenho na atividade humana.

Até |ldade Média, o tempo era percebido como uma coisa natural. Ao
inverno seguia-se a primavera, o verdo; a manha vinha depois da
madrugada, que por sua vez sucedia a noite, a contagem do tempo se

fazia por longos periodos, meses e anos, materializados nos calendarios.
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Nos conventos, especialmente, nem hora existia. O dia era dividido de
acordo com o ritual dos oficios. Como ndo havia uma medida universal,
cada convento tinha sua hora, assim como cada cidade vivia segundo
seu ritmo.

O reldgio mecanico figura entre as supremas invengdes da humanidade,
sendo das mesma ordem que a da imprensa, por suas consequéncias
revolucionarias em relacao aos valores culturais, as mudancas técnicas,
a organizacgao politica e social e a personalidade. Foi o relégio que
tornou possivel uma civilizagao atenta ao tempo portanto a produtividade
e ao desempenho.

E o que diferenciou tecnicamente o relégio mecanico dos que o
antecederam? Antes de mais nada, o relégio mecanico é movido por um
peso. A energia da queda desse peso € transmitida através de um trem
de engrenagem, formado por rodas dentadas que se encaixam umas nas
outras e movimentam as agulhas do mostrador. O problema € que uma
forgca aplicada continuamente produz uma aceleragéo. Logo, se nada se
opusesse a descida do peso, ele imprimiria um movimento cada vez mais
rapido a engrenagem. O que os sabios da Idade Média descobriram foi
justamente um dispositivo de retardamento capaz de bloquear o peso e
frear o movimento das rodas e agulhas, de modo a criar um movimento
de oscilagao com um batimento regular o vaivém continuo caracteristico
dos relogios.

Isso foi possivel gracas a uma pecinha composta de duas palhetas presa
a um eixo horizontal moével, que se engrenam alternadamente sobre uma
roda em forma de coroa dentada (chamada roda de encontro), localizada
verticalmente sobre um eixo que se move sob o efeito do peso. Os

impulsos alternados provocados pela roda de encontro fazem a pecinha
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oscilar sobre seu eixo de maneira regular; este movimento, entao, é
transmitido ao trem de engrenagem, que movimenta as agulhas. O
aparecimento, dos primeiros relégios mecanicos causou uma febre nas
cidades européia que comecavam a sacudir a modorra medieval. Cada
burgo queria ter seu relégio n&o apenas por uma questao de prestigio,
mas também porque a atracgao trazia viajantes, portanto dinheiro, para a
localidade.

Ja para os operarios das cidade mais desenvolvidas, principalmente na
Italia e em Flandres, onde ja existiam uma florescente industria téxtil, um
movimentado comércio, a novidade ndo era assim tdo boa. O relogio.
passou a encarnar a autoridade que impunha as horas de trabalho e
mais importante ainda exigia determinada produtividade ao longo da
jornada. Em algumas cidades, os operarios chegaram a se rebelar contra
isso. Por exemplo, em Padua, em 1390, a torre que abrigava o relogio de
Dondi foi atacada.

Em 1656, na cidade de Haia, Holanda, Christian Huygens (1629-1695)
concebeu um reldgio de péndulo com escapo, que substituiu o fuso como
instrumento regulador da for¢a da mola. Ao contrario dos outros
progressos da relojoaria, porém, essa invencao foi antes de tudo tedrica.
No lugar do fuso regulador da mola-motor, Huygens imaginou um
péndulo, suspenso livremente por um corddo ou um fio. Esse achado
reduziu a margem de erro dos relégios de cerca de quinze minutos por
dia para meros dez ou quinze segundos, o relégio se tornara enfim um
instrumento realmente confiavel para medir o tempo.

A Revolugao Industrial do século XVIII na Inglaterra deu uma nova
importancia a hora. As relacées de producao passaram a se fazer de

maneira mais sistematizada, com a reuniao dos operarios dentro de
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fabricas. Habituados ainda a trabalhar segundo seu préprio ritmo, de
acordo com a tradicdo herdada das corporagdes de oficio dos artesdos
medievais, 0s operarios se revoltaram contra as implacaveis maquinas
do tempo. Com a desconfianga de que os patrées roubavam nas horas,
adiantando ou atrasando, os operarios comegaram a adquirir seus
préprios reldgios, com isso a industria de relégios cresceu e estes
tornaram-se mais baratos a medida que sua produgao tornou-se seriada.
Nada, porém, popularizaria tanto o relégio como uma descoberta de
1880. Os irmaos Pierre e Jacques Curie, cientistas franceses,
descobriram que um pedaco de cristal de quartzo, cortado na forma de
uma lamina ou de um anel e colocado a vacuo num circuito elétrico e em
baixa temperatura, vibra 32758 vezes por segundo, como um péndulo
ultra-rapido.

Em 1925, pesquisadores dos Laboratérios Bell, nos Estados Unidos,
construiram o primeiro oscilador a quartzo. Mas, entao, os relégios a
quartzo eram ainda quase tao grandes quanto uma geladeira e assim
permaneceriam por muito tempo. Pode-se considerar o 9°. Congresso
Internacional de Cronometria, em Paris, em setembro de 1969, como a
verdadeira data de nascimento da industria do relégio a quartzo. Pois foi
ali que a empresa japonesa Seiko apresentou seu primeiro modelo
eletrénico.

O reldgio a quartzo tinha dado um golpe mortal na industria relojoeira
classica assim como o relogio atémico a césio tiraria do observatério de

Greenwich, na Inglaterra, o privilégio de fornecer a hora oficial do mundo.

A fisica aplicada no Péndulo Simples
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Um péndulo simples € um corpo ideal que consiste de uma particula
suspensa por um fio inextensivel e de massa desprezivel. Quando
afastado de sua posicao de equilibrio e solto, o péndulo oscilara em um
plano vertical sob a agao da gravidade; o movimento é periddico e

oscilatério, sendo assim podemos determinar o periodo do movimento.
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A figura acima exemplifica um péndulo de comprimento L, sendo ma
massa da particula. No instante mostrado, o fio faz um angulo 6 com a
vertical. As forgas que atuam em m séo o peso m.g e a tragao da corda
T. O movimento sera em torno de um arco de circulo de raio L; por isto,
escolheremos um referencial em que um dos eixos seja radial e o outro
tangente ao circulo. O peso m.g pode ser decomposto numa componente
radial de médulo m.g.cos@ e numa componente tangencial m.g.senf. A
componente radial da resultante é a for¢a centripeta que mantém a
particula na trajetoria circular. A componente tangencial é a forga

restauradora onde o sinal negativo indica que F se opde ao aumento de 6

Note que a forca restauradora ndo é proporcional ao deslocamento
angular 8 e sim a sen@. O movimento portanto ndo € harmdnico simples.
Entretanto, se o angulo 8 for suficientemente pequeno, senfsera

aproximadamente igual a 8 em radianos, com diferenca cerca de 0,1% e
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o deslocamento ao longo do arco sera x =L .8 e, para angulos pequenos,
ele sera aproximadamente retilineo. Por isto, supondo sen 6= 0,
Obteremos:

F=-m.g.0=-m.g. (x/L) =-(m.g/L).x(2)

Para pequenos deslocamentos, a for¢a restauradora € proporcional ao
deslocamento e tem o sentido oposto. Esta é exatamente a condi¢ao
para se ter movimento harmdnico simples e, de fato, a equacgao (2) acima
tem a mesma forma que a equagao, F = - k. x, com m.g/L representando
a constante k. Para pequenas amplitudes, o periodo T (fempo de um
ciclo) de um péndulo pode ser obtido fazendo-se k=m. g /L
T=2n(m/K)=2n(m/(m.g/L)"™

T=2n(/g9)"”

O Péndulo Simples, através da equagao acima, também fornece um
meétodo para medigdes do valor de g, a aceleragao da gravidade.
Podemos determinar L e T, usando equipamentos de um laboratério de
ensino, obtendo precisdo melhor do que 0,1%.

g=4m’L/T

Note que o periodo T , é independente da massa m, da particula
suspensa.

Durante os ultimos trés séculos, o péndulo foi 0 mais confiavel medidor
de tempo, sendo substituido apenas nas ultimas décadas por oscilagdes
atdbmicas ou eletrénicas. Para um relégio de péndulo ser um medidor de
tempo preciso, a amplitude do movimento deve ser mantida constante
apesar de as perdas por atrito afetarem todo o sistema mecanico,
Variagdes na amplitude, tdo pequenas quanto 4° ou 5°, fazem um reldgio
adiantar cerca de 15 segundos por dia, o que nao é toleravel mesmo em

um relogio caseiro. Para manter constante a amplitude € necessario
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compensar com um peso ou mola, fornecendo energia automaticamente,

compensando as perdas devidas ao atrito.

Determinando a aceleragao da gravidade

Utilizando material muito simples, pode-se medir com boa precisao a
aceleracao da gravidade local, bem como introduzir o método cientifico a
partir de situacdes experimentais, esta experiéncia € muito interessante

para os alunos.

MATERIAL:

- Chumbadas de pesca com diferentes pesos, por ex.: 50, 100 e 200

g
- Linha de pesca, que seja inextensivel com os pesos citados acima;
« Uma fita métrica ou outro meio para medir em (mm);
«  Um transferidor para medir o angulo.

METODO:

Os pesos de chumbo ja sdo perfurados ao meio, o que torna-os facil de
serem amarrados por uma linha de pesca. Uma vez fixado o peso de
chumbo, corte a outra extremidade da linha maior que 2m, amarrando-a
com um laco em um prego fixo na parede ou numa tabua, com altura
acima de 2m, deixando um comprimento L entre o centro do chumbo e o
ponto amarrado 2m de extensao, constituindo-se num bom péndulo
simples. Estas operagdes sao muito simples e podem ser feitas pelos
alunos, sem restricdo quanto ao diametro de linha de pesca (identificado

pelo numero no carretel e os pesos utilizados).
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E bom que os aluno ja tenham experiéncias prévias de medicdo de
espaco com fita métrica e de tempo com reldgio de pulso que marque
segundos, caso contrario pode-se solicita-los a fazer algumas medidas
de dimensdes de alguns objetos e de tempo de algum movimento.

Com o péndulo em funcionamento pode-se pedir aos alunos que
relacionem as variaveis envolvidas no fenbmeno, tais como: o tempo de
ida e volta, ou seja o periodo, o comprimento do fio, a massa das
chumbadas (tendo-se uma balanga por perto, podem ser aferidas), o
angulo entre o fio e a vertical, o diametro do prego de sustentacao, a
hora do dia, a temperatura da sala, etc... Com o universo de grandezas
definido, pede-se que definam quais delas sao relevantes para o periodo
T. Nao é necessario que o professor imponha suas preferéncias. Se um
determinado grupo de alunos (é aconselhavel no maximo 3 por
experimento) considerar que o comprimento do péndulo € uma variavel
irrelevante, sugira-lhe que megcam o periodo para dois comprimentos
bem diferentes, de 2m e 0,5m por exemplo.

Qual a melhor maneira de medir o periodo? Coloque este problema aos
alunos numa situagcéo onde o comprimento do péndulo é menor que
20cm. Discuta os erros cometidos ao se medir visualmente periodos da
ordem de 1s, e o fato de que o periodo varia muito pouco com 10
oscilagoes.

Uma das solugdes € medir o tempo de 10 oscilagdes, 3 vezes. As 3
medidas ndao devem discordar muito entre si, e a média dessas 3
medidas deve ser utilizada. Este tempo médio deve ser dividido por 10,
que sao as 10 oscilagdes, do resultado temos com boa precisao o valor
do periodo de uma oscilagdo, mesmo se utilizando de um simples reldgio

de pulso. Pode ser que um aluno va anotando os dados conforme
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exemplo da tabela 1 abaixo, outro contando o numero de vezes em que 0
péndulo vai e volta, e outro cronometrando, sugere-se que a cada
medicao revezem suas fungoes.

Determinando o conjunto de observacdes (ou variaveis) relevantes, resta
saber de quais delas depende o periodo. Para fixarmos idéias vamos nos
deter nas variaveis principais: comprimento do fio; massa do chumbo;
didmetro do fio e 0 angulo (6 ) entre a vertical e o deslocamento inicial do
fio. Para conhecer quais variaveis que influenciam o fenébmeno, deve se
fixar 3 quaisquer variaveis a outra, apesar do periodo s6 depender do
comprimento do fio geralmente os aluno acreditam que a massa da
chumbada influencia o periodo. As vezes é conveniente solicitar de
antemao que o angulo 0 seja inferior a 20° o que pode ser descoberto
pelos proprios alunos, pois se abaixo de 15° o periodo ndao depende do
angulo inicial, para grandes valores do angulo 0 isto ja é verdade, basta
ver o caso limite de 8 =180°, quando o peso torna-se um objeto de queda
livre simplesmente.

Em uma folha separada os alunos podem anotar os dados conforme
labela 1.

Tabela 1

Lim) Ti1(s) T2(s) T3(s) T=(T1+T2+T3)/3(s) l(s)=T/10 \variaveis
m=7?
d=7?
D=7?

Fazer alteracbes em uma variavel por vez e manter as outras fixas:

. m=massa da chumbada
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« d = diametro da linha

« D = diametro do prego

Caso exista tempo suficiente pode-se pedir que cada grupo varie as
grandezas que fixou anteriormente. Caso isto ndo seja possivel deve-se
comparar o resultado com outros grupos que fizeram a experiéncia com
massas diferentes, angulos 6 diferentes e fios diferentes, onde deve ficar
claro para o aluno que este procedimento é equivalente a variar a massa,

o angulo e o diametro da linha por exemplo.
DISCUSSAO:

Deve ficar claro para o aluno que o periodo de um péndulo, que a
principio poderia depender de muitas observaveis, s6 depende do
comprimento. Essa dependéncia nao é qualquer, mas a razdao de TZL é
aproximadamente constante, ou seja T?=k.L .
Apesar de que a experiéncia pode ser desenvolvida para estudantes de
qualquer nivel a discussao dos resultados e a teoria envolvida depende
do conhecimento prévio do aluno. De qualquer modo a confecgdo de um
grafico linear com y = T?ou y = m.xem funcido de x = L, € de grande
interesse para alunos de 2° grau.
A aceleracao da gravidade g pode ser obtida através do coeficiente
angular m, dos graficos com os valores de xe y acima e aplicando na
equacao abaixo:

2
g=4m/m
Com a equacao abaixo do periodo T do péndulo simples, podemos

determinar a aceleragao da gravidade g.
T=2n(/g9)"”
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g=4n’L/T

Uma dedugado matematica rigorosa das formulas acima nao € de todo
simples. Em analogia com o movimento harmdnico simples pode-se
seguir o desenvolvimento em Fisica Vol. 1 - Beatriz Alvarenga e Antbnio
Maximo - pg (146), para alunos universitarios a dedugao proposta por
Fisica -lI-1, Halliday-Resnick - secdo 15-5, ou outros livros que abordam
este assunto.

Apesar da simplicidade de construgao, pode-se discutir muitos outros
conceitos fundamentais, tais como:

a) Equivaléncia entre massa inercial e gravitacional, na dedugao das
equacoes acima citadas.

b) O fato de que o péndulo simples € um modelo de uma massa pontual,
pode-se levar em considerag¢ao a que o comprimento medido do péndulo
deve ser entre o ponto de fixagao e o ponto médio da massa, ou seja o
centro de gravidade. Aqui € uma boa oportunidade de se introduzir o
conceito de centro de massa ou gravidade.

c) Apesar do fato de que o periodo sé depende do comprimento ja ser do
conhecimento de Galileu, o desenvolvimento do péndulo simples, e a
construgao do primeiro reldgio deve-se ao cientista amador holandés
Cristian Huygens, por volta de 1656. Sua preocupacéo principal era
construir um aparelho que solucionasse um problema fundamental na
navegacao maritima, que era a determinagao da longitude em qualquer
lugar no oceano. Pode-se discutir entre os alunos de como as vezes
alguns desenvolvimentos técnicos e cientificos partiram da necessidade
humana de resolver problemas concretos.

d) A constru¢cao de um péndulo que bate segundos podera ser uma 6tima

atividade para casa.
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e) A discussao do péndulo composto, do péndulo de Foucault é outro
desenvolvimento possivel.
f) E de grande utilidade uma discuss&o sobre algarismo significativos e

graficos, através de uma analise de dados obtidos.
Com esta pratica podemos explicitar aos alunos algumas observagoes
como: o periodo do péndulo depende da gravidade, e que uma das
principais propriedades do péndulo ¢ a regularidade das suas oscilagdes.
Por este motivo, os péndulos eram usados em reldgios. Observamos
também que a massa do péndulo ndo influencia no resultado do periodo,
mas o comprimento sim, por isso ¢ que os relogios de maior precisao,
possuem o péndulo de maior comprimento.
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Anexo 3 — Introdugao ao Calculo Diferencial

Texto inicialmente concebido para servir de apéndice para o guia.
[EM SEPARADO]



