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Nesse exercicio, estudaremos os estados estaciondrios de uma particula de massa m e energia E

num poco de potencial quadrado finito unidimensional de largura 2a e profundidade Vj. Isto é,

-V, se—a<x<a
V(x) =
0, sex>a ou x<-—a

Analisaremos duas situacoes distintas: (a) o caso E > 0, onde hd um continuo de estados e (b) a

situacdo em que —Vj < E < 0, onde temos estados ligados, com energias quantizadas.

Notacao:

* “Regido I”: regido correspondente a x < —a. Denotaremos a funcdo de onda da particula nessa

regido por ¥(x);

* “Regido I1”: regido correspondente a —a < x < a. Denotaremos a funcao de onda da particula

nessa regiao por yy(x);

* “Regido I11”: regido correspondente a x > a. Denotaremos a funcao de onda da particula nessa

regido por ¥y(x);

1 PRIMEIRO CASO: E>0

Nas regides [ e 111, V(x) =0 e a equacao de Schrodinger independente do tempo é

n? d?
oYW =By (). (1.1)
Ambas as funcdes eP* e e"P*, com
2mE
p= ? » (12)

satisfazem (1.1), de modo que as solucdes sio combinacdes lineares de e!”* (que representa uma onda
plana propagando da esquerda para a direita) e e/°* (que representa uma onda plana propagando da
direita para a esquerda):

wi(x) = Aje'P* + Bye iP¥ (1.3)

Wir(x) = Age’P* + Bge P (1.4)



E importante notar que, uma vez escolhido que a particula desloca-se da esquerda para a direira' o

primeiro termo do lado direito da equagdo (1.3) representa a onda incidente no poco, enquanto que o
segundo termo representa a componente refletida pelo poco. Jd em (1.3), o primeiro termo do lado
direito da equacao nos da a onda transmitida pelo poco e, assumindo que a particula nao sofre mais
nenhuma reflexdo nessa ultima regido, devemos ter Bz = 0.

Janaregido I1, V(x) = -V, e a equacao de Schrodinger independente do tempo fica

n? d?
—%@W(x) - Wy (x)=Ey(x). (1.5)
Nesse caso, a solucao é dada por
Yi1(x) = Ape'P* + Bye 'P¥, (1.6)

onde

[2m(E + vt
b= % (1.7)

Juntando as equagoes (1.3), (1.4) e (1.6) encontramos a forma geral da funcdo de onda de uma

particula com E > 0 num poco quadrado finito:

AjelP*+ Bie P se x<-a
Y(x) =% ArelP* + Bye iPX | se —a<x<a. (1.8)

Agze'P* se x=a

Para determinarmos os coeficientes A; a Bs de (1.8), precisamos usar as condicdes de continuidade
da funcao de onda e sua primeira derivada: y(x) é uma concado continua e bem comportada (ndo

diverge) em todo o espaco, logo ela deve ser continuaem x =aeem x = —a:

* emx=a:

vi(@) = yi(a) = Are'P? + Bye P9 = Azell?; (1.9

* emx-—-—a.:
vi(—a) =y (-a)=> Ae P4+ BielP? = Aye P4 4 ByelP? (1.10)

Do mesmo modo, para a primeira derivada de v (x):

* emx=a: d d
wir(x) _ Wir1(x) & ApeiP_ B emiPa gAgei"“ , (L1D)
dx x=a dx x=a p
s emx=-—a:
d d . . o . .
L(x) = M = Ale—lP“ —Blelpa - B Aze—lpﬂ —Bgelpa . (1.12)
dx  |y=—a dx X=-a p

As equacoes (1.9), (1.10), (1.11) e (1.12) definem um sistema de equagdes, cuja solucdo pode ser

facilmente encontrada apés um pouco de élgebra:
elo—-pa
“2p(p+p)

1 Alternativamente, poderiamos escolher uma particula incidente que se mova da direita para a esquerda. Os passos que
seguem seriam andlogos, mas nesse caso, teriamos A; = 0 ao invés de B3 = 0.

A=A [4ppcos2pa) —2i(p* + p*)sin@pa)] , (1.13)




By = iAye!PPsin(25a) (ﬂ) , (1.14)
BzzAzeZ"ﬁ“(’f;p) e (1.15)
p+p
. 25
As = Ayel =P (~—p) . (1.16)
p+p

Uma vez encontrados os coeficientes (1.13) a (1.16), podemos calcular os coeficientes de reflexao
e transmissdo do poco, os quais estdo relacionados, respectivamente, com as probabilidades da

particula, vindo de x — —oo, ser refletida pelo poc¢o ou atravessa-lo.

1.1 COEFICIENTE DE TRANSMISSAO (T)

O coeficiente de transmissao é dado

As |?
T=|— (1.17)
Ay
elevando (1.13) e (1.16) em (1.17), obtemos
4p’2p2
T= . 1.18
4p%p? + (p% - p?)?sin®(2p a) e
1.2 COEFICIENTE DE REFLEXAO (R)
O coeficiente de reflexdo é dado por
B |?
R=|— (1.19)
Ay
elevando (1.13) e (1.14) em (1.19), obtemos
52 — 02)2sin2(25
(p”— p)7sin"(2pa) (1.20)

45202 + (02— p?)2sin2(2pa) |

Note que R+ T =1, conforme esperado.

2 SEGUNDO CASO: =V <E<O

Vamos agora supor que a energia da particula é negativa, E = —|E|, com 0 < |E| < V. Nesse caso,
aparecerdo estados nos quais a particula encontra-se aprisionada no poco, os estados ligados. Veremos
que os niveis de energia dos estados ligados sdo quantizados. Os passos para o célculo da funcao de
onda da particula nesse caso sdo anédlogos aqueles mostrados na secdo anterior, de modo que nao

serdo esmiucados novamente aqui.



Resolvendo a equacdo de Schrédinger em cada uma das trés regides (regides I, I1 e I1]) do

potencial, encontramos a seguinte forma geral para os estados estaciondrios com —Vj < E < 0:

Cie"*+Die*, se x<-a
P(x) =1 Cret** + Dye™k*  se —g<x<a,

Csef*+ Dse ™ ® | se x=a

com

2miE]
k=\ "0 @.1)
2m(Vo - |EI)
=\ 2.2)

e Cy, Cy, C3, Dy, D, e D3, constantes a serem determinadas. Como a funcao de onda ndo pode divergir

baull

nos limites x — co e x — —o0, devemos ter, necessariamente D; = 0 e C3 = 0. Portanto,

Cief = @(x), se Xx<-a
@x) = Cgeikx+Dge_ikxE(p11(x), se —as<x<a. (2.3)
Dse kx = Qrx), se x=a
do(x)

Das condi¢oes de continuidade de ¢(x) e sua primeira derivada == tanto em x = a quanto em

X = —a, encontramos o seguinte sistema de equacdes

Cle_ka — Cze—iktl +Dzeika
Czeika+Dze—ika — Dge—ka
Cle—ka — % [Cze—ika_Dzeika] ’

Cgeik“ _ Dze—ika — %Dge_ka

cuja solucdo nos da

o 2ik
C,=C e(k_lk)“(—~) , (2.4)
G k+ik
o (k+ik = (k—ik
py=-cyétta[ELE) g, aia(EiE), es
2T k—ik 2 k+ik
o 2ik
Dy=-C e(k+’k)“(—~) 2.6)
ST k— ik

e, como podemos concluir por (2.5), uma equacio transcedental que relaciona k e k:

k+ik

212 .7
e4l-im=(k—lk :>eznza=i(k—lk) _ 2.7)

k+ik

Na préxima secdo, vamos estudar as solucdes de (2.7). O coeficiente C,, por sua vez, é determinado

normalizacdo da funcao de onda,

fdx|(p(x)|2:13 f dx|(p1(x)|2+fdx|(p11(x)|2+fdx|(p111(x)|2:1. (2.8)
—00 —00 —a a



2.1 ESTUDO DOS ESTADOS LIGADOS

A equacdo (2.7) nos da as energias dos estados ligados da particula. Para tal, temos que resolver-
la graficamente, ja que se trata de uma equacao transcedental. Vamos dividir nossa andlise em dois

casos: (a) solugdo de (2.7) com o sinal positivo e (b) com o sinal negativo.
* sinal positivo:

Nesse caso, (2.7) pode ser reescrita da seguinte maneira:

sin(2ka) = —%
cos(2ka) = zzfg
ou, equivalentemente
tan(ka) = —% . (2.9)

Primeiramente, vamos deixa-la apenas em funcéo de k: de (2.1) e (2.2), segue que

~ 2mVy
2 _
k® = 32

— k2

de modo que, usando a notagdo

2mV;
ko = ’ZZO, (2.10)

podemos reescrever a equacdo (2.9) da seguinte maneira

tan(ka) = _k (2.11)

Vamos chamar de f(k) o primeiro membro de (2.11) e de g(k), o segundo. Serdo solucoes da
equacao (2.11) os valores de k para os quais f (k) e g(l~c) interceptam-se. A figura 2.1 traz as solucoes
gréaficas de (2.11).

Levando (2.11) em (2.4), (2.5) e (2.6) encontramos D, = —C» e C; = —D3, de modo que ¢;;(0) =0
e @r(x) =—@r(x). Ouseja, p(x) = —p(—x) e a funcdo de onda é impar. Assim, as solugdes da equacao

(2.11) nos dao os niveis de energia dos estados ligados impares.



r — Tan(ka)
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Figura 2.1: Solugdo gréfica de (2.11) com kp = 10 e a = 1. Os pontos coloridos marcam as solucoes.

* sinal negativo:

Nesse caso, (2.7) pode ser reescrita da seguinte maneira:

: 7 N _ 2kk
sinka) = P

~ 2_72
cos(2ka) = —%

ou, equivalentemente
2_ 712
K-k

tan(ka) = = = ——— . 2.12
an(ka) F ( )

A figura 2.2 traz as solugdes graficas de (2.12). Levando (2.12) em (2.4), (2.5) e (2.6) encontramos

| &

D, = C, e C; = D3 e afuncdo de onda é par. Assim, as solucdes da equacgdo (2.12) nos dao os niveis de

energia dos estados ligados pares.
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Figura 2.2: Solucao gréfica de (2.12) com ko = 10 e a = 1. Os pontos coloridos marcam as solugdes.

Na figura 2.3, colocamos as curvas das figuras 2.1 e 2.2 no mesmo plano e podemos ver os

pontos de interseccdo que se verificam para a e Vj fixados. Ou seja, todos os estados discretos do pogo



quadrado. Como —V; < E < 0, k pode assumir valores 0 < k < Kp, portanto, a intersec¢io com o menor

valor de k nos daré a energia do estado fundamental, o préximo nos informard a energia do primeiro

estado excitado e assim por diante. Observando a figura 2.3, podemos ver claramente que o estado

fundamental é par, enquanto que o primeiro estados excitado é impar, o segundo é par, o terceiro

volta a ser impar e assim por diante. Ou seja, estados ligados do poco quadrado finito 1D alternam em

paridade.
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Figura 2.3: Solucao grafica de (2.11) e (2.12) com kp = 10 e a = 1. Os pontos coloridos marcam as

solugoes.



