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Problema 13 do Capitulo 1 do livro “Modern Quantum Mechanics” — ].J. Sakurai e Jim Napolitano

(segunda edicao).

Um feixe de atomos de spin 3 1 passa por uma série de aparatos de medida do tipo Stern-Gerlach,

conforme descrito abaixo:
(a) A primeira medida aceita &tomos com s, = g e rejeita &tomos com s, = —g‘.

(b) A segunda medida aceita &tomos com s; = % e rejeita &tomos com s, = —721, onde s, corresponde
ao autovalor do operador S,, = S 71 (projecao do operador spin S na direcdo caracterizada pelo

versor 71), com 7 no plano xz, fazendo um angulo § com o eixo z.

(c) Aterceira medida aceita atomos com s, = —ﬁ e rejeita &tomos com s; =

NSt

Qual é a intensidade do feixe final de &tomos com s, = —% quando o feixe com s, = % da primeira
medida é normalizado a unidade? Como devemos orientar o segundo aparato se quisermos maximizar
a intensidade do feixe final?

Solucao:

* Notacao:

|1//0 ) é a funcdo de onda dos 4tomos do feixe inicial (antes de qualquer medida);

|w 1) é afungdo de onda dos dtomos apés passar pelo primeiro aparato;

|1// 11) € afungdo de onda dos dtomos apds passar pelo segundo aparato;

|w 111 ) € afungdo de onda dos dtomos ap6s passar pelo terceiro aparato (estado final).

* Observacao:

Ao longo de todo o exercicio, usaremos a base {|+), |-)}, composta pelos autoestados da proje-

R
2_20_1,

h h
Sz|+>:§|+> e Sz|_>:§|—>.

¢do do spin do 4tomo no eixo z, S;,

O enunciado do exercicio ndo nos diz nada a respeito do estado inicial. Desse modo, o estado

mais geral que podemos escrever é uma combinacao linear dos kets da base
%:H"')y'_)}r (1)

isto é,
lwo)=al+)+bl-), )



onde a e b sdo constantes complexas tais que |al® + |b|*> = 1 se exigimos que o estado inicial seja
normalizado.

Quando o feixe passa pelo primeiro aparato de Stern-Gerlach, medimos S, obtendo o autovalor
S; = % Apé6s a medida, a funcdo de onda do d&tomo colapsa para o autoestado de S, relativo ao

autovalor s, = B Portanto, usando o quinto postulado da Mecanica Quantica, o estado |y ) fica
2 q p

lr) = Pz [wo) ’
V (Vo |Pzhz| wo)

onde o denominador garante a normalizacdo da funcao de onda (conforme solicitado pelo enunciado)

3)

e P, /2 € o projetor no autoestado |+) de S, (referente ao autovalor //2),
Pz,h/z = [+)(+] .

Entao

P |wo)=(+lal+)+b|-) |+)=al+),

pois |+) e |—) sdo ortonormais e

(wo|Pzni2|wo)=|(+ |1Vo>|2 =lal*.

de modo que

_ Ay b
|1//1>—|a| l+)=e'%, 4)

sendo 6, a fase de a (lembrando que a € C, ou seja, a = Ialeiaa). Pela liberdade de escolha da fase
global da funcdo de onda, podemos tomar 8, = 0. Contudo, para evidenciar que 6, ndo influenciard
no resultado final, manterei a fase.

Quando o feixe passa pelo segundo aparato de Stern-Gerlach, efetuamos a medida do operador
S,=S-f,queéa projecdo do spin do 4&tomo na dire¢do do versor 72. Como resultado, encontramos
o autovalor s, = % Entdo, ap6s a medida, a fun¢do de onda |w 1) colapsa para o autoestado de Sy,
referente ao autovalor /2, o qual denotaremos por |+),, (por outro lado, |-}, é o autoestado de S,

com autovalor s; = —g’). Ou seja,
|wir)=Punz|vi), (5)

sendo

Pn,ﬁ/z = |+>nn<+| .

Na expressdo (5), ndo dividimos Py, /2 |1 ) por \/{w1|Py 12| ¥ 1) porque ndo devemos normalizar

\1// [1 ) uma vez que estamos interessados em saber a intensidade do feixe final quando € o estado |1// )
que encontra-se normalizado & unidade.

Temos, agora, que encontrar a expressdo do ket |+ ), em temos de |+) e |—). Para tal, temos que
diagonalizar S,,. A representacio matricial de S, na base (1) pode ser facilmente encontrada: S,, = S- 7,

mas

sendo



as representacoes matriciais das componentes Sy, Sy € S; do spin na base (1). Além disso, segundo o

enunciado
n=sinffx+cosPz.
Consequentemente,
f [cos sin
Sp=8xsinff+Szcosf=>S,=—| . p p . (6)
2\sinf —cosp
Diagonalizando (6), encontramos os seguintes autovalores e autoestados
Autovaloresde S;, — Autovetores de Sj,
sn=1b — I+ =cos(§) 1+)+sin(5) 1) . @)
sn=—10 — |- =sin(§) 1+) —cos (5] I-)

Levando (7) em (5) obtemos

B

lwir) = n(+1wr) 1+), =%, (+ |+ |+>n=cos(§)e“’a 4+,

que, em termos dos kets |[+) e |—) é

B B. B

lwir) = e coszz |+)+cos§sin§ B 8)

Por fim, o feixe passa pelo terceiro aparato, que mede a componente S, do spin, obtendo o

resultado s, = —%. O estado do atomo apo6s essa medida (estado final do sistema) fica, entao:
[Wirt)=Pon |wir) 9)

com
Pz,—h/Z =[=2{(~I.

Consequentemente, levando (8) em (9), obtemos
|1//HI>:<—|1//H>|—)=ei9“sin§cos§I—) . (10)

Para sabermos a intensidade do feixe ao final das medidas, basta calcularmos o médulo de

W/m >,

1
I |<1//UI|1//1H>|2=sin2§cos‘2§=Zsinzﬁ ) (11)

E f4cil ver que a intensidade serd maxima quando sin? 8 for méximo, ou seja, quando sin = +1= =
+7. Isto é, a intensidade do feixe que sai do terceiro aparato de medida serd méaximo quando orien-
tarmos o segundo aparato na direcao do eixo x!. Note que, conforme argumentado anteriormente, o

resultado independe da fase e’ do estado inicial.



