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UNICAMP, 5 de setembro de 2017

Considere uma funcao f de uma varidavel . Em um certo dominio, dizemos que f pode
ser expressa em uma série de poténcias

)= car™ 1)

Agora considere um operador A arbitrario. Definindo A% = A.A, podemos criar uma
série de poténcias de A, tal qual a expressao (1), ou seja,

[e.9]

F(A) =) c,A", (2)

n=0

onde A™ & o operador A multiplicado n vezes. Assim, pode-se definir o operador expo-
nencial de A, de tal maneira que

ooAn A2 An

A _ _

e —ZH—[+A+§+...+H+-~; (3)
n=0

onde I é a matriz identidade.
Questao 1 - A matriz o, é definida por
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Prove a relagao €"°* = [ cos « + i, sin a, onde I é matriz identidade 2 x 2.

SOLUCAO: A matriz iao, pode ser escrita como
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Usando a definigao (3) da fungio exponencial, vamos calcular €’“° termo & termo:
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Assim, podemos dizer intuitivamente que (iao,)”" = (i)™ I, comn = 0, 1, 2, ....
) . 2n+1 . \2n+l .

Para os termos impares, (ico,)”"" = (ia)”"" o,, comn = 0, 1, 2, .... Dessa maneira

vamos reescrever (3) como
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=TIcos a+io,sin a W

j4 que os termos entre parénteses correspondem as séries de cos « e sin «, respectiva-
mente.

Por que é importante definirmos uma funcdo de um operador? Assim podemos
representar qualquer operador em termos de operadores mais simples e, consequente-
mente, autovalores mais simples. Veja: considere |¢,) um autovetor do operador A com
autovalor a. Assim sendo,

Alpa) = alpa) = A"|pa) =a" |pa) -

Como F(A) pode ser expressa em uma série tal como em (2), entao

AQ A™ 2 a™
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F(A)|pa) = F(a) |pa) (4)

Agora considere uma fung¢do potencial V(X). Vamos usar a propriedade (4) para
demonstrar a equivaléncia do operador Hamiltoniano com a funcao Hamiltoniana na
equagao de Schrodinger. Seja H |1) = E'|¢) . A Hamiltoniana cléssica é escrita com a
soma de um termo cinético e de outro potencial, sendo assim escrevemos

2

I =El0) = (5 +V 00l = Elo). ¢

—



Aplicando o (x| em ambos os lados de (5), temos

%<:p|P2W>+($!V(X)W>:E<$W>

1 <’2i) (2| 0) + V(@) (z]0) = E(z|d),

o2m \ i dx
ja que, por (4), (z|V (X) =V (x) (z|. Entao,
n?* d?
~5 ¥ (@) V(@)Y (2) = By (2),

que corresponde, justamente, & equagao de Schrédinger independente do tempo, de-
monstrando a equivaléncia entre os espacos F, e &,, como ja era de se esperar.

Questao 2 - Considere o operador Hamiltoniano H de uma particula unidimensional

definido por
P2
H=—+V (X
onde X e P satisfazem a relacdo [X, P] = ih. Os autovetores de H sdo denotados como

H |pn) = E, |@n), onde n é uma base discreta. Mostre que

<90n‘P’90n’>:O‘<90n|X’90n’>7

onde o é um coeficiente que depende da diferenca entre F,, e E,.

SOLUGCAO: Vamos determinar o comutador[X, H]. Usando propriedades de comu-

tadores,
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X, H =—[X, P? X, V(X)) =—[X, P?
[ U ] 2m |: ? ] +[ ’ ( )] 2m |: ) j| )
pois [ X, V(X)] = 0. Continuando,
1 1 P )
X, H=—[X,P’]=—I[X,P|P+_—[X, P|= @P.
2m 2m 2m m
Aplicando os kets e bras da base de autovetores,
ih
(el —Plow) = (nl [X, H]|pw)
m m
<90n‘ P |90n’> = T <90n’XH —HX |90n’> = T (<80n|XH |S0n’> - <90n‘ HX |80n’>)
m m
H ((pn| X Ew |@n) — (0n] EnX |on)) = H (Bn — Ew) (0n] X |on) .



