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Considere uma função f de uma variável x. Em um certo domínio, dizemos que f pode
ser expressa em uma série de potências

f(x) =
∞∑
n=0

cnx
n. (1)

Agora considere um operador A arbitrário. De�nindo A2 = A.A, podemos criar uma
série de potências de A, tal qual a expressão (1), ou seja,

F (A) =
∞∑
n=0

cnA
n, (2)

onde An é o operador A multiplicado n vezes. Assim, pode-se de�nir o operador expo-
nencial de A, de tal maneira que

eA =
∞∑
n=0

An

n!
= I + A+

A2

2!
+ ...+

An

n!
+ ... , (3)

onde I é a matriz identidade.

Questão 1 - A matriz σx é de�nida por

σx ≡
[
0 1
1 0

]
.

Prove a relação eiασx = I cos α + iσx sin α, onde I é matriz identidade 2× 2.

SOLUÇÃO: A matriz iασx pode ser escrita como

iασx ≡
[

0 iα
iα 0

]
.

Usando a de�nição (3) da função exponencial, vamos calcular eiασx termo à termo:

(iασx)
2 =

[
0 iα
iα 0

] [
0 iα
iα 0

]
=

[
−α2 0
0 −α2

]
= −α2I
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(iασx)
3 = −α2I

[
0 iα
iα 0

]
= −iα3σx

(iασx)
4 = −iα3σx

[
0 iα
iα 0

]
= α4σ2

x = α4I.

Assim, podemos dizer intuitivamente que (iασx)
2n = (iα)2n I, comn = 0, 1, 2, ... .

Para os termos ímpares, (iασx)
2n+1 = (iα)2n+1 σx, comn = 0, 1, 2, ... . Dessa maneira

vamos reescrever (3) como

eiασx =
∞∑
n=0

(iασx)
n

n!
= I + iασx −

1

2!
α2I − 1

3!
iα3σx +

1

4!
α4I +

1

5!
iα5σx − ... =

=

(
1− α2

2!
+
α4

4!
− ...

)
I +

(
α− α3

3!
+
α5

5!
− ...

)
iσx =

= I

(
∞∑
n=0

α2n

(2n)!

)
+ iσx

(
∞∑
n=0

α2n+1

(2n+ 1)!

)
=

= I cos α + iσx sin α �,

já que os termos entre parênteses correspondem às séries de cos α e sin α, respectiva-
mente.

Por que é importante de�nirmos uma função de um operador? Assim podemos
representar qualquer operador em termos de operadores mais simples e, consequente-
mente, autovalores mais simples. Veja: considere |ϕa〉 um autovetor do operador A com
autovalor a. Assim sendo,

A |ϕa〉 = a |ϕa〉 ⇒ An |ϕa〉 = an |ϕa〉 .

Como F (A) pode ser expressa em uma série tal como em (2), então(
I + A+

A2

2!
+ ...+

An

n!
+ ...

)
|ϕa〉 =

(
1 + a+

a2

2!
+ ...+

an

n!
+ ...

)
|ϕa〉

F (A) |ϕa〉 = F (a) |ϕa〉 . (4)

Agora considere uma função potencial V (X). Vamos usar a propriedade (4) para
demonstrar a equivalência do operador Hamiltoniano com a função Hamiltoniana na
equação de Schrödinger. Seja H |ψ〉 = E |ψ〉 . A Hamiltoniana clássica é escrita com a
soma de um termo cinético e de outro potencial, sendo assim escrevemos

H |ψ〉 = E |ψ〉 ⇒
(
P 2

2m
+ V (X)

)
|ψ〉 = E |ψ〉 . (5)
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Aplicando o 〈x| em ambos os lados de (5), temos

1

2m

〈
x |P 2 |ψ

〉
+ 〈x |V (X) |ψ 〉 = E 〈x |ψ 〉

1

2m

(
}
i

d

dx

)2

〈x |ψ 〉+ V (x) 〈x |ψ 〉 = E 〈x |ψ 〉 ,

já que, por (4), 〈x|V (X) = V (x) 〈x|. Então,

− }2

2m

d2

dx2
ψ (x) + V (x)ψ (x) = Eψ (x) ,

que corresponde, justamente, à equação de Schrödinger independente do tempo, de-
monstrando a equivalência entre os espaços Fx e Ex, como já era de se esperar.

Questão 2 - Considere o operador Hamiltoniano H de uma partícula unidimensional
de�nido por

H =
P 2

2m
+ V (X) ,

onde X e P satisfazem a relação [X, P ] = i}. Os autovetores de H são denotados como
H |ϕn〉 = En |ϕn〉, onde n é uma base discreta. Mostre que

〈ϕn |P |ϕn′ 〉 = α 〈ϕn |X |ϕn′ 〉 ,

onde α é um coe�ciente que depende da diferença entre En e En′ .

SOLUÇÃO: Vamos determinar o comutador[X, H]. Usando propriedades de comu-
tadores,

[X, H] =
1

2m

[
X, P 2

]
+ [X, V (X)] =

1

2m

[
X, P 2

]
,

pois [X, V (X)] = 0. Continuando,

[X, H] =
1

2m

[
X, P 2

]
=

1

2m
[X, P ]P +

P

2m
[X, P ] =

i}
m
P.

Aplicando os kets e bras da base de autovetores,

〈ϕn|
i}
m
P |ϕn′〉 = 〈ϕn| [X, H] |ϕn′〉

〈ϕn|P |ϕn′〉 = −im
}
〈ϕn|XH −HX |ϕn′〉 = −im

}
(〈ϕn|XH |ϕn′〉 − 〈ϕn|HX |ϕn′〉)

−im
}

(〈ϕn|XEn′ |ϕn′〉 − 〈ϕn|EnX |ϕn′〉) = im

}
(En − En′) 〈ϕn|X |ϕn′〉 .
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