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Paridade de vetores

Vamos definir o operador paridade II como aquele que atuando numa base |r), tem a
seguinte propriedade

II|r) = |-r), (1)
ou dado um ket |¢)) = [ d®r)(r) |r) representado na base |r)
(r{Iy) =9 (-1).

Se um ket |p,) é um autovetor de II com autovalor p,, entdo escrevemos

|§07r> :H2|907r> :p72r|(1077>7 (2)

j4 que a aplicagao dupla de IT em (1) nos permite ver que I1> = I, onde I é o operador
identidade.

Usando a expressao (2) vemos que p, = +1. Portanto, se |¢,) é um autovetor de
IT com autovalor p, = +1, entdo |¢,) é dito par. Simetricamente, se p, = —1, entao
|ox) € dito impar.

Paridade de operadores

Agora extendemos o conceito de paridade de vetores para operadores. Uma transfor-
macao ¢é dita unitaria se dado um operador B, submetido a transformagao

B = IIBII,
satisfaz a relagao <’r ’B r’> = (—r|B|—1).
Definimos o operador B como par se B = +B e impar se B = —B. Um operador

par, seja By, satisfaz B, = IIB.Il, o que é equivalente a dizer que [II, B,] = 0.
Simetricamente, o operador impar B_ obedece a relacao de anticomutacao: IIB_ +
B_II = 0.



Questao 1 - (a) Mostre que os operadores X e P, sdo impares. (b) A Hamiltoniana
do oscilador harmoénico unidimensional tem paridade par ou impar?

RESPOSTA:

a) Vamos verificar se o operador X satisfaz a comutacdo ou anticomutagdo com o
operador paridade. Sendo assim:

HX‘I'> = HX|I7 Y, Z> = LUH‘LE, Y, Z> = I’—I'>
XI|r)y=X|-r)=—x|-r1)
(IX +XII)|r) =0.

Logo X é um operador impar. Analogamente para P,,
1 > ,
11 |p) = —/ r ™/ T |r
p) 2o ) r)

1 * 3,. ipr/h
= —(27rﬁ)3/2/— d°r ePT/" | —r)

1 - (o)
:_W/ dr P = [—p)

logo uma demonstracao analoga a X para P, na base de momento é valida e P, é impar.

b) Escrevemos a Hamiltoniana do oscilador harmoénico unidimensional como

P? mw?

H= -t X2,
2m i 2
Analisando o comutador [II, H], temos
L, H) = = 11, P2 + ™ 11, x?)
Y 2m Y x 2 9 *

Agora avaliamos cada um dos comutadores acima:
(11, X?] |r) = IX?|r) — X°II |r)
=2°I |r) — X?|-1)
=2?|-1) — 2% |-r) = 0.
Analogamente para P,,

|11, P}] |p) = 1P} |p) — P2II |p)

2



= p21I |p) — P} |-p)
=p2|-p) —p2|-p) = 0.

Sendo assim [II, H] = 0, portanto H é um operador par.

Questao 2 - Seja um observavel par By com autovetores |¢,) e autovalores b. Mostre
que se b ¢ ndo-degenerado, entdo os autovetores |¢,) sdo ou pares ou fmpares.

RESPOSTA:

Seguindo a hipétese do problema, podemos escrever que

B |op) = bloy) ,

onde para cada b corresponde um unico |p,). Como B, é par, entao [II, B,] = 0, logo
se multiplicamos I/ em ambos os lados da equacao de autovalores

IIB, |py) = b [py)

By (I [ey)) = 0 (I |v)) -
Portanto, II |¢p) também é um autovetor de Bi com autovalor b. Como b é, por

definicao, nao-degenerado, entao todos os autovetores associados a ele sao proporcionais
a |pp). Em outras palavras,

ITpp) = Alps) -
Comparando a tltima expressao com (2), vemos que A = p, = £1. Logo |¢p) é ou par
ou impar.

Vale a comparacao do resultado da questao 2 com o oscilador harmoénico unidimen-
sional. De fato, H s6 é par devido a paridade do potencial quadratico, ja que o termo
cinético, P,/2m, é sempre par. Agora analisemos os estados de H, ou seja,

(2) 1 h\" (mw)1/4 mw d ne 1mwx2
= — — —x— —| ex S —— )
P 27! \ mw mh h dz P 2 h

Veja que o ultimo fator corresponde a uma derivada de ordem n de uma funcao Gaus-
siana. Invariavelmente podemos expressar essa relacao em termos de polindémios de
Hermite, de fato, as autofuncgtes do oscilador harmonico sao mais facilmente escritas

como
mw\/4 1 Ilmw 4 mw
= - H i

on (2) (Wﬁ> Tnn!exp( 5 ﬁx) n(\/ ﬁfv>

onde H, é o polindbmio de Hermite de ordem n. Portanto, os ¢,’s sao pares se n é par
e impares caso contrario.




