EXPANSAO EM ONDAS PLANAS E ESFERICAS

Essas notas tem como objetivo introduzir as propriedades gerais da expansao em ondas
planas e esféricas de fungoes genéricas ( esse procedimento é o mesmo que o visto em Métodos
IT quando estudamos as Séries de Fourier generalizadas ). Além disso discutiremos como

expressar as fungoes de uma base em outra.

Apesar de num primeiro momento ser um territério um pouco arido, uma boa referéncia
para aprofundar os conhecimentos sobre espalhamento via pacotes de onda é o livro do

Merzbacher (caps. 11, 12 e 13).

Expansao em ondas planas

Em problemas fisicos que envolvem propagacao de ondas, em geral, encontramos a seguinte

funcao

flw,y,2) = . (1)

Convenientemente, usando coordenadas esféricas e escolhendo o sistema de coordenadas tal

que E/ /%, podemos escrever:
f(Z) — eikz — eikrcos@ — f(’f‘, Q) (2>

Logo notamos que a fungao (2) independe da coordenada ¢, em outras palavras, a fungao
apresenta uma simetria azimutal. Devido a essa simetria, somos induzidos a expressar
essa funcao na forma de uma expansao em fung¢oes que apresentam a mesma simetra, os
polinoémios de Legendre (lembre-se do curos de Eletromagnetismo I):

Z A, (r)Py(cos(0)) (3)

n>0
onde n é um numero inteiro ndo negativo. Note que a depedéncia em r foi mantida na con-
stante de expansao ( algo que nao precisa ser feito ). Usando a ortgonalidade dos polinémios

de Legendre

/ dx P,( / df sin(0) P,(cos(0)) Py, (cos(0)) = Lémm (4)

2n +1



podemos determinar a constante de expansao

/07r dfsin(0) f(r,0) Py (cos(d)) = > A,(r) /07r df sin(0) P, (cos(0)) P,,(cos(#))
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= Aulr) = 5L [ 0sin(0) (r,0) Po(cos(0)). (5)
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No nosso caso, Eq.(2), obtemos:
An(r) = 2m2+ ! /7r df sin(f)e*r <@ P, (cos(8)) (6)
0

Antes de prosseguirmos, precisamos relembrar uma das representacoes integrais da funcao

de Bessel esférica de primeira espécie dada por

1

je(z) = 50
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/ AEPIE) = o / d0 sin ()¢ <0 P, (cos(8)) (7)
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e com ela, podemos expressar (6) como

1 ™ .
An(r) = (2m 4+ 1)i" / df sin(0)e™ <O P, (cos(0))
0

= A, (r) =2m 4+ 1)i"j,, (kr). (8)
Substituindo (8) em (3) e trocando m por ¢ (varidaveis mudas) obtemos
glkreost — > 20+ 1)i%j,(kr) Py(cos(6)) (9)
>0
Note que o aparecimento da fun¢ao de Bessel esférica de primeira espécie como a parte radial
da expressao de A,,(r) é algo esperado ja que ela é a solu¢ao do problema da particula livre

escrito em coordenadas esféricas. Lembre-se ainda que nos problemas de espalhamento supo-

mos que temos uma particula livre antes e depois dela interagir com o potencial espalhador

)

Podemos generalizar o resultado encontrado em (9) para um vetor k em qualquer diregao,

para isso, usamos a seguinte propriedade do produto escalar

i
cos(6) :TT . (10)
T



€ escrevemos

=520+ 1)ijo(kr) Polk - 7). (11)
>0

Note que na Eq.(11) podemos ter uma dependéncia explicita no dngulo azimutal ¢ e se torna
interessante expressarmos nossas funcoes na base formada pelos harmonicos esféricos. Para

fazemos isso, utilizaremos o teorema da adigcdo dos harmonicos esféricos que é dado por

T y4
Pyl ) = Pieos(8)) =5 > 0 (5.0 Y7 6.0) (12)
e escrevemos (11) como
T =4 30 T i) [V (B, )] Y0, ). (13)

>0 m=—~

Mas o que significa o teorema da adi¢io dos harmonicos esféricos? Considere dois sistemas
de referéncia (x,y,2) e (z',y,2"), o teorema da adicao é a férmula que expressa as auto-
funcoes Py(cos(d')) do momento angular em torno do eixo 2 em termos das autofuncoes
Y,/"(0,¢) de L.. Um dado vetor posigao 7 tem coordenadas angulares (0, ¢) num sistema
de coordenadas e (6',¢') no outro. A direciio do eixo 2 no espaco é especificada pelo seu

angulo polar 3 e seu angulo azimutal @ em relagdo ao sistem “sem linha”.

Expressando ondas esféricas na base de ondas planas

Dadas as funcoes

(i) = (AF) = (273)3/2 T (14

Prm(r:0,0) = (M Prem) = \/zka(kr) Y0, 9), (15)

e as relagoes de ortogonalidae

(Kky=0(k-F) (16)
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queremos escrever a representacdo da onda esférica Eq.(15) em termos da base de ondas

planas Eq.(14), isto é, queremos determinar

rem(K) = (F ok em) - (18)

Como sabemos as representacoes de ondas planas e esféricas na base de posicao, escrevemos

a Eq.(18) como

Ok em(k /d3 < ﬂ@kem>

:\[(2703/2 /d3r€_zk Tje(kr) Y0, ¢). (19)

Agora, tomando o complexo conjugado da Eq.(13) temos

. / / / * /
T r S (=) e () [V 0,0)] Y (5,0 (20)

£ >0m=—rt'

Substituindo (20) em (19), obtemos

sok,e,m(k’):\/z 4W§/2 3 Z ™ (8, a / dr 12 jo(kr) jp (K'r) / 0 [Ym (0, gb)r Yy (0, )

>0m

(21)
Para usarmos a relagdo de ortogonalidade expressa em (17) multiplicamos e dividimos a

Eq.(21) pelo fator 2kk’ e obtemos

/ 2 4nk o« N, o
Prem(k ) = \ﬁ%)m?’f’ﬁa(_l) Z Y,/ (B a ( ) Oge’ Orpm

(—i)"
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= rem(k) = Y (B.0) 8 (k—K) (22)

~ A . . !
Lembre-se que [ e «a sao os angulos polar e azimutal do eixo z onde o vetor de onda

o , . ~ . . P ,
k' esta escrito em relacao ao sistema de eixos em que o vetor de onda k estd expresso,

respectivamente. Com isso, tomamos 3 = 0 e a = ¢z e obtemos
(=) :
Q0k7g7m(k ) = ]C/ ng’ (91_5” ¢E/) 0 (kﬁ —k > . (23)



Curiosidade

A titulo de curiosidade, se vocés procurarem na literatura sobre expansao em ondas planas
para a fungdo (2), uma possibilidade é expressi-la diretamente como uma expansao em

harmonicos esféricos

f(r,0) = EZ Com(r)Y(" (0,0) (24)

porém, como a funcdo apresenta simetria azimutal, ndo sao todos os harmonicos que con-
tribuirao para essa expansao. Sabemos que os harmonicos esféricos podem ser escritos em

termos dos polinémios de Legendre associados como

20+1(0—m)!
dr (0 —m)!

Y™ (6,6) = (~)" J ¢ Py (cos(6)). (25)

Logo, tomando m = 0, eliminamos a dependéncia azimutal em (25)

VY (0.0) = 2 PR cos0), (26)

além disso, usando o fato de que quando m = 0, os polindmios associados de Legendre sao

os proprios polindmios de Legendre, obtemos que

20+ 1
47
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£>0

Coo(r)Pi(cos(h)). (27)

Note que a menos do fator 4/ %, a Eq.(27) é semelhante & Eq.(3) e repetindo os mesmos

passos da primeira se¢ao, obtemos

ehreost =N 4 (20 4 1) (k) Po(cos(6)). (28)

>0
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