AULA 6 - TEORIA DE PERTUBACAO DEPENDENTE DO TEMPO
Revisao sobre teoria de pertubacao dependente do tempo

Dada a Hamiltoniana
H(t) = Ho + AW(t), (1)

onde Hy é a Hamiltoniana de um problema cujos autovalores, E,, e autovetores, |¢,), sdo
bem conhecidos (ex. oscilador harménico, pogo infinito, potencial delta, potencial central,

etc.), isto é,

Hy |¢n> =k, |¢n> ) (2>

e W(t) uma interacao que depende explicitamente do tempo, tal que,

W(t) = : (3)

e A é uma constante adimensional. Supondo que no instante inicial ¢ = 0 o sistema se
encontra em um autoestado de Hy, denotado por |¢;), queremos determinar a probabilidade
de transicao induzida pela interagao (3) de encontrarmos o sistema em dado instante ¢ no
autoestado de Hy, denotado por |¢f) (Nesse ponto é importante manter em mente que estu-
daremos somente transi¢oes entre autoestados da Hamiltoniana H, induzidas pela interacao

(3)), ou seja, queremos determinar

Pis(t) = ol ()] (4)

Para determinarmos |1 (t)), voltamos a equagao de Schrodinger

ihd; [Y(t)) = H(t) |1 (t))
— [Hy + AW ()] (1)) . (5)

Como H (t) dependende explicitamente do tempo, notamos que o operador de evolugao tem-

—iHt/h

poral ndo admite mais a forma simples U(t) = e que somente é obtida quando a



Hamiltoniana do sistema nao apresenta essa dependéncia explicita. J& que estamos inter-
essados em transigoes entre autoestados de Hy é conveniente expressarmos |¢(t)) na base

desses autoestados

Z Cn(t) |¢n) - (6)

Substituindo (6) em (5) obtemos

Y 5 o) = 3 Bca(t)6) + A a0 (0) 00}, (7)
tomando o produto interno da equagao (7) com o bra (¢,,| obtemos
1Y 0, = 57 B0+ A Ecnlt) (0 W(0) 61, ©)
denotando o elemento de matriz (¢,,| W(t) |¢,) = Wp,(t) e trocando os indices mudos n
por m, chegamos que
mdcgit) = Enn(t) + A W (t)em (). 9)

Note que devido a presenca da interagao temos um conjunto de equagoes acopladas, isto
é, a dindmica do coeficiente ¢, (t) correspondente ao estado |¢,) depende dos coeficientes
¢m(t) correspondentes aos estados |¢,,). Os coeficientes ¢,,(t) que se acoplam a dindmica
do coeficiente ¢, (t) sdo determinados pelo elemento de matriz da interagao, W,. (Na
préxima sessao calcularemos explicitamente esse elemento de matriz para o caso do oscilador
harmonico na presenca de um campo elétrico dependente do tempo para exemplificarmos

essa afirmacao.)

No caso em que a interagao é nula, isto é, AW (t) = 0, retomamos o problema independente

do tempo
den(t)
h———= = E,c,(t 10
A = Bye1) (10)
cuja solucao ja conhecemos
ca(t) = et/ (11)

onde ¢, (t = 0) = b, corresponde ao coeficiente do estado no instante inicial, t = 0. Se A < 1,
é razoavel supormos que a solu¢ao do problema seja préxima a obtida em (11), adicionando

a dependéncia temporal que nao conhecemos no coeficiente b,,, ou seja,

cn(t) = by (t)e Ent/h, (12)



Substituindo (12) em (9), obtemos

db, (1)

ihe™ BN Bub (£)e P = Bub (e 4 XY W ()b (t)e™ "
db .
= d; ) _ A" Wi (£)byy () €/ En = Em)t/
dby(t) _ A it
= L= ; W ()b ()€™, (13)

onde Wy, = (E, — E,,) /h sao as frequéncias de Bohr. Como A < 1, podemos escrever uma

solucdo pertubativa nesse pardmetro para os coeficientes b, ()
ba(t) = b (1) + AL (1) + O(N?), (14)

substituindo na equagao (13) e coletando termos de mesma ordem em A chegamos que

dbO) (t
— . n — 1
r=0: 0, (15)

db (t

. _ = (r—1) iWnmt
r#0: P LSy @0 e (16)

~—

~—
—_

onde 7 denota a ordem da pertubagdo. Como antes de ligarmos a intera¢ao (t < 0) o
sistema se encontra no autoestado de Hy, |¢;), e apesar de a interagdo poder ser uma fungao
descontinua mas ainda finita, devemos ter que a solucao da equacao de Schrodinger em ¢t = 0

seja continua, com isso, temos que

[¥(t =0)) = [¢3) - (17)

consequentemente, como b{”) é independe do tempo, eq.(15), obtemos
by = (dulto(t = 0)) = (du]¢i) = dus. (18)

Basicamente, a eq,(18) nos diz que em ¢ = 0, o sistema se encontra no autoestado |¢;).

Agora, para r = 1, temos

db(t 1 .
= i S W1 )
¢ m
1 )
= 2 W (£)dpmie™
1 .
= —Wu(t)e™“n. (19)



Integrando ambos os lados da eq.(19) na variavel temporal, chegamos que

BOW) = — / dt W (1 Yeinit . (20)

Logo, em primeira ordem de teoria de pertubacao, obtemos que

Py(t) = Woslo@)]* = les@)]” = lop(O)

= Py(t) ~ o) + 0 (1))
2

_‘5ﬁ / At Wit )e'nit (21)

Supondo que |¢y) # |¢;), concluimos que dado que o sistema inicialmente esté no autoestado
|¢;) de Hy, a probabilidade de transicao induzida pela interagdo (3) de encontrarmos o
sistema em dado instante ¢ no também autoestado de Hy, denotado por |¢;) em primeira

aproximacao ¢ dada por

2

Pi(t) = o | [ W) (22)

Oscilador harmoénico na presenca de um campo elétrico dependente do tempo

Considere um oscilador harmoénico com frequéncia angular wy na presenca de um campo de

um campo elétrico que oscila no tempo com frequéncia angular w dado por

E(z,t) = Byxsin(wt)z. (23)

A hamiltoniana do sistema é dada por

2
1
H—p—+ —mwa?

1
5 T3 x —in:v sin(wt). (24)

Calcule em primeira ordem de teoria de pertubacgao dependente do tempo a pobabilidade
de transi¢ao de um estado |n) para um estado |m) induzida pela presenga do campo elétrico

oscilante no tempo (m # n).

Para obtermos a probabilidade de transi¢ao, devemos calcular (22). Como nesse caso,

W (t) = —3qEa?sin(wt) temos

212

2 [l m

Pif(t,w) _ ,)eiant/ 2 (25)




Primeiramente, expressando o operador posicao em termos dos operadores de criacao e

aniquilagao do oscilador harmonico

=2 (a+al), (26)

obtemos que

z? ZQTrijw (a + aT> (a + aT>
0
- (a2 + (aT)z +aal + aTa)

<a2 + (af)* 42V + 1) , (27)

2muwyg

onde N é o operador nimero. Usando a ortogonalidade dos autoestados do oscilador har-

monico, concluimos que o elemento de matriz é dado por

(nla|m) = 5o (| (a2 + (o) + 28 + 1) )

=5 7:% (2n+1). (28)

Agora, vamos efetuar a integral temporal na eq.(25). Expressando a fungao seno em termos

das exponenciais complexas, temos

t ’ roo i
/ dt Sln(wt >€anmt = {/ dt 62 an-‘rw)t / dt 61 Wnm — UJ }
0

z(wnm—i-w) -1 z(wnm w)t _ 1
B Z i (Wom + W) i (W — w)

1 1— i(wnm~tw)t 1— i(wnm—w)t
:{ ¢ _lze | (29)
2 Whm + W W, — W
Logo, obtemos
2E2 1 — i(wnmtw)t 1 — i(wWnm—w)t 2
Po(t,w) = L= |=—¢ S~ (30)
64m2wj Whm + W Whm — W

A partir da eq.(30), notamos que para um tempo fixo, a probabilidade adquire seu valor
maximo quando w x Wy, € W & —wym, Ou seja, quando a frequéncia de oscilagao do campo
elétrico se aproxima das frequéncias de Bohr do sistema associadas com os estados |n) e |m)
(situacdo de ressondncia). Interpretamos a frequéncia positiva como sendo uma absor¢ao

estimulada pela pertubacao e a frequéncia negativa como uma emissdo.



Vamos analisar o caso de ressonancia da frequéncia postiva, isto é, quando w = wy,,, (lembre-

se que manteremos o tempo fixo). Para isso, definindo

1 — ei(wnm—w)t
A = - 31
o) = 1)

1 — ei(wnm+w)t
A_ = 32
W= (32)

e consequentemente,
2 12
¢F 2

Panlt.) = G 1A-(0) = A @) (33)

notamos que no regime de interesse, o comportamento da probabilidade de transicao é

determinado por A, (w) e portanto, escrevemos
¢’ E? 2
Pun(t,w) ® ——— AL (w)|". (34)

64m2w?

Wnm—w)t/2

Tirando em evidéncia o fator —ie'l na eq.(31), podemos escrever

(wnm—w)t/2 _ e—i(wnm—w)t/Q

A — i(wnm—w)t/2e
+w) e i (Wpm — w)

_ _jeianm—wit/2 Si“(%j;m_‘wj’)/ 2 (35)

e com isso,
q2E2
64m2w?

sin [(wpm — w) /2]
(Whm — w) /2

2
P (t,w) ~ .

(36)

Usando que

i S0 (ax) _.

z—0 x

obtemos que na situagao de ressonancia o valor maximo da probabilidade de transi¢ao é
¢ E? sin [(wym — w) /2] _ PE*?
64m2wi w=wnm | (wpm — w) /2 © 64m2wd’

A medida que nos afastamos da frequéncia de ressonancia w,,, a probabilidade de transi¢ao

Pt (t,w) = (37)

decresce e vai a zero quando

sin [(wpm —w)t/2] =0

|wnm —w|t
=
2
= Jem — ] = =, (38)
e sua largura entao ¢ dada por
4
Aw="T (39)
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