AULA 7 - PARTICULAS IDENTICAS

Probabilidade de medida no autoestado de um dado observavel

Considere um sistema composto de duas particulas indénticas descritas pelo estado
1
10) = —=(14+€ePyy)|1:9:;2: ,
0i6) = 5 (L+ ePu) [L:i2: 9
onde P é o operador de permutacao cuja acao é definida como
Por|l:9;2:¢) =[1:¢52:9),
e € ¢ o sinal da permutacao tal que

+1, bosons
€ =
—1, fermions

Dado o operador A cujos autovalores e autovetores denotamos por

Alan) = an lan) ,

(4)

determine a probabilidade de encontrarmos uma particula com autovalor a, e outra com

autovalor a,y,.

Sabemos que para determinarmos a probabilidade de encontrarmos uma particula com au-

tovalor a,, e outra com autovalor a,,, devemos projetar o estado (1) na base dos autovetores

correpondentes a esses autovalores, porém, como estamos tratando um sistema de duas

particulas idénticas temos que o autovetor correspondente a esses autovalores é dado por

L+ePn)|l:an2: ap),

1
|@n; am) = ﬁ (
com isso, obtemos

(Ap; am|h; ) = <1 S 2t | (1+ €Poy) (14 €Pyy) |1: 40,2 (b>

N~ DN~

<1 D2 (1 + 2ePy + €2P221) |1:4;2: ¢>

(1:an;2: am| (1+€Psy)|1:9;2: ¢)
=1:ap;2:anl:0;2:0)+€(l:ay;2:an|l:¢;2:9)
= (an|¥) (am|9) + € (an|9) (am|¥)

()



e portanto, a probabilidade é dada por

P (an, am) = !<an;am|¢;¢>\2
= [{an|®) (am|®) + € (an]®) <am|¢>|2

Discuta o mesmo problema no caso em que as particulas sao distinguiveis.

Densidade de probabilidade de duas particulas idénticas

Considere um sistema composto de duas particulas idénticas uma no estado |¢) e a outra no

estado |x). Determine a probabilidade de encontrarmos uma delas no volume dr centrado

— / —
em 7 e a outra no volume d°r centrado em 7 .

Como o sistema é composto de duas particulas idénticas, o estado que descreve esse sistema

¢ dado por

1
’@;X>:ﬁ(1+€P21)‘1:Q0;23X>.

s . o~ — , .
Além disso, o ket de posicao |77 > é escrito como

Usando (9), podemos expressar o ket (8) na representa¢do de coordenadas como

— 1 —
<T;T_’I|QO;X>:§<117‘;2ZT_’1|(1+€P21)T(1+€P21)’1230;22X>

<12_»;227_’1’(1+EP21)|12(,0;22X>
= 1:ﬁ'2:7”]1:90;2:)(>+e<1:ﬁ2:ﬂ|1:x;2:¢>
:gp(F)X(f/)—i-ego(F())((F).

Uma vez que determinamos (10), a densidade de probabilidade p (F, 7 ) ¢ dada por

X T
X (7)o (F) x ) + ¢ (F) x* ) e M) x ()]

(8)

(10)

(11)



e portanto, a probabilidade dP(7, 7 ) de encontrarmos uma delas no volume d3r centrado

— 3 /! o .
em 7 e a outra no volume d°r centrado em 7 é escrita como

dP(F, i) = p (7,7) d*rd®’ (12)

Valor esperado de um observavel

Considere um sistema composto de duas particulas idénticas, uma no estado |¢;) e a outra
no estado |¢y). Calcule o valor esperado do potencial

62

Vv (ri) = (13)

=71

no estado do sistema composto por essas particulas na representacao de coordenadas. Use

a seguinte notacao para as integrais

J(61,82) = [ dradrag] (1) 65 (72) V(7. 7)1 (71) 62 (72) (14)
K (é1,02) = [ diridrad] (1) 65 () V(7o 72)6n (72) 61 () (15)

O estado do sistema composto pelas duas particulas idénticas é descrito como

1
) :ﬁ(l—i—er)H D132 o) . (16)

. — . . . ~
Queremos determinar <’I7Z)|V (r,r) |w> Para isso, introduziremos na expressao do valor
esperado a relacao de completeza da representacao na base de posicao para um sistema de

duas particulas idénticas, isto é, usando (9), temos que

1= /d3r1d37“2 |75 7o) (71; 7o

1
= §/d37’1d37“2 (14 €Poy) |1 :7152 7)) (175275 (1 + ePgl)T. (17)

Agora, podemos escrever
. 1 . o Lo
(v (7 7) |¢) = §/d3r1d3r2 (QIV (7, 7) (14 ePyr) [1: 752 7%) (11 7452 1 7] (14 €Pa)T [0)
1 . L
= Z/d3T1d3T2<1 : ¢1,2 : ¢2‘ (1—|—6P21)TV(7’,7_’/) (1—|—€P21) ’1 : 7"1;2 : 7"2>

<1 1712 7| (14 Ele)T (L4 €ePn)[1: 152 ¢2> (18)



Note que o potencial é invariante sob a permutacao dos vetores de posicao, isto é, V' (F, 7 ) =

V (#,7), isso implica que ele comuta com o operador de permutagéio e portanto (18) se reduz
A
(wlv (7,7) [¢) = /dr1d3r2<1 6012 GolV (7 7) (14 ePo) (1 + €Po) |11 72522 7%)
(11752 7] (14 €Pa) (14 €Po) [1: 6152 6)
:/d3r1d3r2{<1 61325 oV (7 ) (L ePp) 127052 7%)
(1:752: 7 (1 +€Pa) [1: ¢1;2: ¢o)}
= [@rdr{(1: 02: 0oV (7.7
e<1;¢1;2:¢2|v( )|1 2 r>}{1 P2 |l g2 do) +
e(l:m;2: 71 ¢252: 61)}
= [@ridrag (7) 63 () V (71, 7) 61 (74) 02 (72) +
/d rdrag) (71) &5 (72) V (71, 7) @2 (71) 61 (7) +
[ dndrad (7) 63 () V (71 72) 61 (71) da () +
2 [ dridrad (7) 63 (7) V (7. 72) 6 (1) 6 (7). (19)

|1 T1,2 T2>

Usando as defini¢oes (14) e (15), expressamos (19) como

(WIV (77 ) ) = 2T (61, d) + K (61, 00)] (20)
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