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Princípio da Superposição:  

 

Teorema: 
 
Considere um conjunto de funções         de modo que 
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Princípio da Superposição:  
Séries de Fourier  

Teorema de Fourier : 
 

Qualquer função periódica,                      com período                                   

pode ser escrita como 
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TM seção 3.8, pg. 128

Para demonstrar as fórmulas de Euler–Fourier para os coeficien-
tes {a0, an, bn}, vamos utilizar as integrais para ν ∈N∗:∫ τ

0 cos(νωt)dt= 1
νω

sen(νωt)τ0 = 1
νω

sen(2πν)= 0, já que ωτ= 2π∫ τ
0 sen(νωt)dt=− 1

νω
cos(νωt)τ0 = 1

νω
[1−cos(2πν)]= 0∫ τ

0
[cos2(νωt)
sen2(νωt)

]
dt= 1

2
∫ τ
0 [1±cos(2νωt)]dt= [ t

2 ± 1
4νω sen(2νωt)

]τ
0 = τ

2

Relações de ortogonalidade das funções trigonométricas:∫ τ
0 cos(nωt) sen(mωt)dt= 1

2
∫ τ
0 sen[(n+m)ωt]dt

− 1
2
∫ τ
0 sen[(n−m)ωt]dt= 0, ∀(n,m)∫ τ

0
[ cos(nωt) cos(mωt)
sen(nωt) sen(mωt)

]
dt= 1

2
∫ τ
0 cos[(n−m)ωt]dt

± 1
2
∫ τ
0 cos[(n+m)ωt]dt= τ

2 δnm

Delta de Kronecker : δnm =
{
0 , n 6=m ,
1 , n=m .
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TM seção 3.8, pg. 128

Multiplicando

Série de Fourier : TM eq. (3.89)

F(t)= 1
2a0+

∞∑
m=1

[
am cos(mωt)+bm sen(mωt)

]
por cos(nωt) e integrando o produto no período 0≤ t≤ τ, obtemos∫ τ
0 F(t) cos(nωt)dt= 1

2a0
∫ τ
0 cos(nωt)dt+

∞∑
m=1

[
am

∫ τ
0 cos(nωt)

×cos(mωt)dt+bm
∫ τ
0 cos(nωt) sen(mωt)dt

]= τ
2

∞∑
m=1

amδmn = τ
2an

Para o caso particular n= 0:
∫ τ
0 F(t)dt= 1

2a0
∫ τ
0 dt= τ

2a0

De forma análoga,
∫ τ
0 F(t) sen(nωt)dt= τ

2
∞∑

m=1
bmδmn = τ

2bn

Fórmulas de Euler–Fourier : TM eqs. (3.90)

a0 = 2
τ

∫ τ
0 F(t)dt ,

[an
bn

]= 2
τ

∫ τ
0 F(t)

[cos(nωt)
sen(nωt)

]
dt
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Problema
 

Calcular os coeficientes de Fourier da função  

“dente de serra” 
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TM exemplo 3.6, pg. 128/129



TM exemplo 3.6, pgs. 128–129

Série de Fourier da função dente de serra:
Função ímpar F(−t)=−F(t) → an = 0,∀n

bn = 2
τ

∫ τ/2

−τ/2
F(t) sen(nωt)dt= ω2A

2π2

∫ π/ω

−π/ω
tsen(nωt)dt

= ω2A
2π2

[
−tcos(nωt)

nω
+ sen(nωt)

n2ω2

]π/ω

−π/ω

= ω2A
2π2

2π
nω2 [−cos(nπ)]= A

nπ
(−1)n+1

TM eq. (3.95)

F(t)= A
π

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sen(nωt)
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Função “dente de serra” 

 
 

 








1

1

sin
1

n

n

tn
n

AtF 




TM seção 3.8, pgs. 126–129; S seção 2.11, pgs. 79–81

Série de Fourier para uma força externa periódica:

F(t)= 1
2a0+

∞∑
n=1

[an cos(nωt)+bn sen(nωt)]

= 1
2a0+

∞∑
n=1

cn

cos(nωt) cosθn +sen(nωt) senθn︷ ︸︸ ︷
cos(nωt−θn)

an = cn cosθn

bn = cn senθn

}
→

an+ ibn = cneiθn ,

cn =
√

a2
n+b2

n , θn = arg (an+ ibn)

Solução particular: TM eqs. (3.86) e (3.87); S eq. (2.199)

xp(t)= a0
2mω2

0
+ 1

m

∞∑
n=1

cn cos(nωt−θn−ϕn)√
(ω2

0−n2ω2)2+4n2γ2ω2
, tgϕn = 2nγω

ω2
0−n2ω2
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G problema 6.15, pg. 274

F(t) é uma função qualquer (aperiódica) expressa como:

F(t)= 1p
2π

∫ ∞

−∞
f (ω)eiωtdω, f (ω) pode ser pensado como

os coeficientes de uma expansão na variável contínua ω

Transformada de Fourier da função F(t):

f (ω)=F [F(t)]≡ 1p
2π

∫ ∞

−∞
F(t′)e−iωt′dt′

Solução estacionária

xp(t)= 1
m
p
2π

∞∫
−∞

f (ω)eiωtdω
ω2

0−ω2+2iγω

Função delta de Dirac:
δ(t)= 1

2π

∞∫
−∞

eiωtdω

F(t)=
∞∫

−∞
F(t′)δ(t′−t)dt′
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Timbre: análise de Fourier



Timbre: análise de Fourier

https://www.youtube.com/watch?v=nlv5bylQDsE

https://www.youtube.com/watch?v=nlv5bylQDsE


Timbre e espectro de frequência de instrumentos musicais

Caso já tenha carregado o vídeo aqui, salve-o com o
nome musical_timbre.mp4 no mesmo diretório deste
arquivo pdf. Da próxima vez, basta clicar na foto acima.
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https://www.youtube.com/watch?v=VRAXK4QKJ1Q



