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DistribuicOes continuas de 13
massa — 3D S secdo 5.5, pgs. 248-258

Massa total de um corpo: M :jjjpdv

posicao do elemento
infinitesimal de massa

Centro de massa: R _ .m prdV  obs: T ¢ovetor
M

Momento de inércia )
em relacao a z: . _HIPr av

Obs: r é a distancia
do eixo z ao elemento
Infinitesimal de massa



Coordenadas cilindricas

X =1T1CO0S¢
Yy =TrSeng
=1

Elemento de drea: dA = rd¢dz
Elemento de volume: dV = dAdr = rdgdzdr



Coordenadas esfericas o

X =TI sendcosg
y =rsendseng
Z=1rcosf

Elemento de drea: JA=rd@rsendd¢ =r’senddfdg¢
Elemento de volume: dV = dAdr =r°sen@d@dgdr



Exemplo:

Calcular o momento de inércia de uma esfera
homogénea de raio R e massa total M, em relacao
ao eixo z, que passa pelo centro da esfera. Obs:
considere a esfera como um conjunto de discos
finos concéntricos empilhados.



Momento de inércia: exemplos de calculo em 3-D

Esfera sélida, eixo passando pelo CM: p =M / %nR?’

L=[G2+y)dM = p [7"dg [ r*dr [, d(cos0) (1 cos®6)
= M oniR°(2-2)=ZMR® [Seq.(591)

Esfera como um conjunto de varios discos empilhados,

cada disco de raio a =R senf tem dI, = %asz , com

dM(a) = pdV = pra’dz = 2L 7R*sen® 6 d(R cos6)

I,=1[a?dM(a) = sR*3M [, sen*0 d(cos6)
= 3MR? [1(1-&?2d¢ = EMR?2(1- 2+ 1) = 2MR?
Usando coordenadas cartesianas a = VR2-22, dM(a)

= pdV = pra*dz = 2 n(R* -2%)dz

L=1[a?dM(a)=33L [* (R?-2%)?dz = ZMR?
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Teoremas :

Teorema l: S eq. (5.60), pg. 250
Se um corpo for simétrico em relacdo a um plano,
0 Seu centro de massa estara neste plano.

Teorema 2: S egs. (5.65-5.70), pg. 251

Se um corpo for composto de duas ou mais partes
com centros de massa conhecidos, o centro de
massa do corpo composto podera ser calculado
considerando suas partes componentes como
particulas localizadas nos centros de massa
respectivos.



Exemplo: :

Calcular a coordenada do centro de massa de
um hemisfério homogéneo de raio R. Obs: utilize a

simetria do hemisfério.

Seq. (5.71), pg. 253

& »
< »




Centro de massa: exemplos de calculo em 3-D

Por simetria X =Y =0, Z:]%lfzpdV;éO, p:M/%JTR?’
dV=d3r:d(prdrdz:d<pr2drd(cos0):dxdydz
or VRS2

Z—2R3fzdzfd(p0frdr 2R327tlfz(R2 )dz
=55 (113211\32 IRY)=2R [Seq.(5.71)
R
Z=5> f d(pfcosﬁd(cose)fr?’dr: o 2n 5 1R =R
N 2_2_2
2 st oo [ 1V oo [

R
nRsf 2de [V dy= e [2 (R -2 de = IR
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Problema
Rolamento de uma esfera com e sem
deslizamento (rolamento puro)

Uma esfera homogénea de massa m e raio r € langada sobre uma
superficie horizontal com velocidade de translacao inicial horizontal
V,=V,X € sem rotagdo inicial. O coeficiente de atrito cinético entre a

superficie e a esfera € e o campo gravitacional € g=-gz. Tome o

momento de inércia de uma esfera em relacao a qualquer eixo que
passe pelo seu CM como sendo /M = Bmr2.

a) Obtenha a velocidade angular de rotagdo da esfera 6(t) em torno
de seu CM. Dica: considere o torque da forca de atrito.

b) Determine o intervalo de tempo transcorrido desde o langamento
inicial até que a esfera comece a rolar sem deslizar. Dica:
inicialmente o movimento nao € de rolamento puro.



Problema
Rolamento de uma esfera com e sem
deslizamento (rolamento puro)

c) Qual é a velocidade de translacao da esfera quando se inicia o
rolamento puro? Qual é a distancia percorrida pela esfera desde o
lancamento inicial até que se inicie o rolamento puro?

d) Verifigue que o trabalho da forca de atrito sobre o CM da esfera
e atravées do seu torque correspondem, respectivamente, as
variacdes da energia cinética translacional e rotacional da esfera.

Respostas: a) 8(t)=ugt/Br; b) At= v, /[(1+8)ug]; c))'((At):vo/(1+,B),
AX=(1+BI2)Bv,/[(1+BYugl;  d)W,, =F, AX=-umgAX=AT,

transl transl’

W_=~-rF. AG=pmv2/[2(1+B )] =AT,

https://www.youtube.com/watch?v=W_yWqFYSggc
https://www.youtube.com/watch?v=vhb2b1gESRs
https://www.youtube.com/watch?v=dN5 NrkjQj8


https://www.youtube.com/watch?v=W_yWqFYSggc
https://www.youtube.com/watch?v=vhb2b1gESRs
https://www.youtube.com/watch?v=dN5_NrkjQj8



