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Calculo Variacional °
TM secao 6.2

Problema basico do calculo variacional:
Determinar a funcao y(x) tal que a integral

3= [ £y (h i

seja um extremo

A funcéao y(x) é variada visando encontrar um
extremo para J.

Sendo X, €X, dois pontos fixos



Calculo Variacional
M secao 6.2

Parametrizacao — familia de funcdes vizinhas a y(x):
y = y(a, x)
y(a’ X): Y(O, X)—I—O{U(X) com 77(X1): U(Xz): 0

d 2
Exemplo: f:(d_ij : y(x)zx; X,=0ex,=2r

TM exemplo 6.1, pgs. 209-210



TM exemplo 6.1 (modificado), pgs. 209-210

Considere f(x) = (dy/dx)?, onde y(x) = x. A funcéo y(x)
adicione an(x) = ax(x —x3). Encontre J(a) entre os li-
mites x; =0 e x2 > 0. Mostre que J(0) é um minimo.
y(a,x) =y(0,x) + an(x), %y(a,x) =1+ a(2x—x3)
flx)= [%y(oz,x)]2 =1+ 2a(2x —x2) + a?(2x — x3)*
=1-2axy + a’x? o+ (1—axg)dax+ da’x?

J(a)—ff(x)dx (1 - axo)?xe +(1— ax2)2ax2+§a x2

—(1 a’x )x2+4a2xg—x2+ La?xd > xy =J(0)

d d 3
L@ =2ax;, £J()|,_,=0, WJ(a)‘a:0:§x2>0
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Calculo Variacional :
TM secao 6.3

Equacao de Euler

of d( of
oy dx\ oy’

] =0 TMeq. (6.18)

Onde tomamos a = 0, ou seja, as derivadas
sdo em relagdo a y =y(0,x) ea y' =y'(0,x)



Calculo Variacional
TM secao 6.3

Condic&o necessaria para termos um extremo de J

dJ

da




TM secao 6.3 (equacao de Euler), pgs. 210-211

y(a,x) =y(0,x) + an(_x) oy _ n(x) oy dn(x)

oa — da 17()
2 of dy . of 9 2
o = 2 [fiy = f(£%+a§,aﬁ)dx=f[ @+ L) dx
X1 X1 X1

—xf2n(x)di(0f)dx

o [@ _ i(a_f)] n(x)dx = 0. Como deve valer Vn(x)
x1

Equacao de Euler:
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Problemas .
TM exemplo 6.2, pgs. 211-213

1) Uma particula se move sob a acao de uma forca
constante (na vertical) entre o ponto (x,,y,) para
um ponto em uma posicdo mais baixa (x,,Y,).
Encontrar o caminho tal que o percurso seja feito
em um tempo minimo (braquistocrona) A curva
resultante € uma cicloide.




Curva braquistocrona

Caso ja tenha carregado o video aqui, salve-o com o nome
brachistochrone.mp4 no mesmo diretério deste arquivo
pdf. Da préxima vez, basta clicar na foto acima.
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https://www.youtube.com/watch?v=z_YeieIBuuw

TM exemplo 6.2, pgs. 211-213; G pgs. 42-43

Problema da curva braquistocrona (Johann Bernoulli):

E=T+V=>1m?-mgx=0 — v=1\/2gx, r=(xy)

Minimizar t—rfds f . dx;;xdy f 2gx oo dx= \/— ff(y y';x)dx
1

F(y,93%) = 1_+xL satisfaz a equago de Euler: g—f - &( g; ) 0
6f Y L = oy = x x=a(l-cos0)
,/x(1+yr2 @ = const. Yy = dx — 2a—x {dx —asenfdf

0
y(x) = y(0) + %:y(ona (1-cos6')d6’ =y(0) +a (6 —senb)
[ =0 va]

Cicloide que passa pela origem r =(0,0): TM eq. (6.26)
x=a(l-cosf), y=a(0—senb), y(x)—2aarcsen\/2i vx(2a —x)
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Problemas
TM exemplo 6.3, pgs. 213-215

2) Considere uma superficie gerada pela revolugao de
uma linha conectando dois pontos fixos, (x,,y,) € (x,,y,).

Encontre a equacao da curva tal que a area da
superficie de revolucdo seja um minimo. A curva

resultante € denominada catenaria.

Yy Yy
Yo

Ya

Y1




TM exemplo 6.3, pgs. 213-215; G pgs. 40-42

Problema da superficie de revolucédo de area minima:

dA = 27xds = 2 Vdx? + dy? = 2nx de V1 +y'2
Minimizar A =27 [*x V1 +y? dx =27 [* f(y,y;2) dx
fly,y';x)=xV1+y'? satisfaz a equacéo de Euler:

F _d(H\_qg o —_m . _
3 dx(ay,)—O By = 1+y/2—a—const.
X
r_dy _ __ a (x) = ady’ aln(&+4/&2-1)
== — y() =y(a) + [ v
Y dx 22— 2 Y Y {w/x’Z—cﬂ {5:x/a

Catenaria com minimo em (y,x) = (b,a): TM eq. (6.34)

y(x)=b+aarccosh, «x(y)=acosh (SV;_Z’)
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