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Calculo Variacional
TM secao 6.5

Funcdes com varias variaveis

f — f{yi(x), yi’(x); X} 1=12...n

Analogamente,

8] i Of dfof)
—:IZ - , Ui(xhx
Jox X, | _aYi dx a)’i i
Resulta no conjunto de equacdes de Euler
of  d [ of
oy; x| oy;

}z 0 TMeq. (6.57)



Calculo Variacional .
TM secao 6.6

Equacdes de Euler com vinculos
TM eq. (6.69)

s; dx[ ]+Z/1 =0

1=1,2,...n
]=12...m

As funcoes /Ij sao os multiplicadores de Lagrange

Onde os vinculos 0, {yi : X}z 0 e



TM secao 6.6, pgs. 219-222; G secao 2.4, pgs. 45-49

f=F{y;,y;;x}: maultiplas variaveis dependentes {y;(x)}
i=1,---,n, com vinculos g, = gz{y;;x} =0, k=1,--- ,m
3
Exemplo: g, = Y x> —r?=0 (r sobre a esfera de raio r)
i=1

yila,x) = y,(0,x) + an;(x), "y‘—m( ), 2= )

o _ of dyi | Of O}
%—f.;(a 9t 3] Oa)dx fz [ay n:(x) + 3 ,nl(x)
X1 1=

x1 =1
2 n
=/ ; [% - %(%2)] nMi(x)dx = 0. Agora os {r);(x)} nao séo
mais independentes, mas estdo vinculados através da

condicdo sobre dgj = Z agk ay‘ ~da = Z ng n;(x)da = 0.
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TM secao 6.6, pgs. 219-222; G secao 2.4, pgs. 45-49

ExempIO' um Vinculo (m=1)comn =2, g(y1,y2;x)

dg nolx) _ _ 0g/0y1
77 (x)+ 772(35) 0 — nix) ~  0g/dys

-1~ ) e - () e

- - -2 2 nwas-o
Agora o integrando entre colchetes se anula Vn(x) —

o= £-4(2)| (%) (- £(2)] (&)

é o chamado multiplicador de Lagrange.

LA F)rwE =L - L L)+ a0 E =0
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TM secao 6.6, pgs. 219-222; G secao 2.4, pgs. 45-49

Para m vinculos holonomicos g, =gply;;x}=0 |, isto

é equivalente a extremizar JJ = f [f + Z/lk(x)gk]dx como
k=

X1

se {y;(x), A, (x)} fossem variaveis 1ndependentes entre si.
TM eq. (6. 69)

com vinculos: dy; dx\o

Equacées de Euler of ( of )

O caso geral nd@o-holonémico g, = gi{y;,y;;x} =0 néo é
trivial: ver FLANNERY, Am. J. Phys. 73, 265-272 (2005).
No entanto, se o vinculo esta na forma integral K{y;} =
= [.2g{yi,y;;x}dx, entdo extremiza-se [ *(f +Ag)dx.
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http://www.phys.ufl.edu/~maslov/classmech/flannery.pdf

Problema
TM exemplo 6.5, pgs. 221-222

Disco de raio R rolando sem escorregar em um
plano inclinado. Obter a equacao de vinculo g(y,6).

Da aula 16, aceleracao:

=%gsena
y=RE6
g(y,0)=y-R6=0
dg=1, dg=-R

oy 06



Problema
TM exemplo 6.6, pgs. 222-224

Problema isoperimétrico: Encontrar a curva y(x), de
comprimento ¢, limitada inferiormente pelo eixo x,
gue passa pelos pontos (-a,0) e (a,0) de modo que
a area circunscrita seja maxima.

a=Asenf

Z\/ \/\ \\\\ ""/ yO — A COS 9
> “

~a e 6 =¢/2)




TM exemplo 6.6 (problema de Dido), pgs. 222-224

Problema de maximizar a drea A= [ ydx com comprimento fixo
-Qa

a a
¢= [ds= [V1+y%dx. Condicdes de contorno: y(x = +a)=0

a a - -
Maximizar J = [ (y+/1\/1+y'2)dx5 ffdx. A funcgo F(y,y':x)
-a

. < oF _d(of
satisfaz a equacao de Euler: & ( 3y ) 0
of _ of Ay Ay —
3y 1=% (ay ) dx | (13y'2)12 ] — 11y 22 = X + constante =X —xp —
+(x—2xq)

A%y'2 = (x —x0)2(1+y'2) — ' (x) = y(x) =y0 FIA? — (x —x0)21V2

[/12—(x—x0)2]1/2 -

Caso geral, circunferéncia de raio 1: TM eq. (6.85)

l

(x—x0)2 +(y—y0)2 =12, x0=0, yO:/lcosﬁ, a=Asengy

Equacdo para a provém de £ = [? ds= A1 /“ ag’}/l \/”— =2\arcsen §.

M. N. Tamashiro |3 Mecanica Geral | aula 22



G problema 2.9 (curva catenaria), pg. 65

Problema da curva catenaria: minimizar potencial gravitacional

a a a
V=pg[yds=pg [yV1+y'%dx com comprimento fixo £ = [ ds
-a —-a

a
= [V 1+y'?dx. Condigdes de contorno: b =y(x = a)—y(x = —a).
-a

Minimizar J = [ (y +A)V 1+y'2dxz ffdx. A funcéo f(y,y';x)
—Qa

satisfaz a equacao de Euler: o _ —( of ) 0

oy dx\ody
6f —(1+y 12)12 — d(of)_ d] Gty | _ y%++0y"  (y+)y'%y"
d_x oy | — dx (1+y/2)1/2 - (1+y12)1/2 (1+y/2)3/2

"_ 12 2y _ 2y d 12y_ d 2
— (y+A)y'=1+y"* — Z =i 7 In(1+y) = - In(y + 1)

— In(1+y?) =C+In(y+1)? — 1+y2=(¥2)? — y =2 =

dx —
+1 vt d
LRV T-O — fe=aoro=ae | Tt
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G problema 2.9 (curva catenaria), pg. 65

Escolhendo x¢ tal que yg

y@)
y(xg) =0ey'(xg) =0 — c =

1, ou seja, xg representa um

minimo da funcao y(x), con-

forme mostra a figura ao lado:

X
y/IA
/A +
Ax = M;",[M/m Acln[l+u+vV(1+u)?—c? ]y M—/larccosh(T)
0:
b—y(a) y( —a)=Acosh5¥|® =—-21senh$ senh %, y'(x) = senh &

(= fds—fcoshAxdx AsenhAx| =2Asenh ¢ cosh?

—a

Curva catenaria com minimo em (xg,yo =0)

y(@)=Alecosh(52)-1], V¢2-b2=21senh%, tgh®=-2
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TM secao 6.4 (equacao de Euler II), pgs. 216-217

. Ldf _ofdy of dy'  of _ sOf , nOf | Of
Derivada total: ety Ta Y Y it

Temos também %(y’ af) :y”i + ’i(g—;) , ou seja:

oy ay’ dx
9 af 9 ) F)
%(y'a—;;) = af — % —y' [% — %(a—;)]J =0 (eq. de Euler) J
TM eq. (6.39)
Equacao de Euler (11): %_i(f_y'i) -0
Ox dx oy’

Assim, se f =f(y,y';x) ndo depende explicitamente de x:

TM eq. (6.40); Taylor eq. (6.43)

0
!/
— = — —vy — = constante
3 f-y 3y
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Problemas isoperimétrico e da curva catenaria revisitados

Nestes dois casos: —f =0 — f— y' o = constante.

Problema isoperlmetrlco: Fly,y ;x) =y+AV1+y 2
) A 12 ~ 7_ 12 Z 12
f y' f f _ AT _f_(f Y _ [y

— A —
(1+y’2)1/2 = T2 = 14y7 =y+ dry12 = constante
d £A2— (y—y0)2]V2
(y _yo)(1+y12)1/2 .y y y L ;.Zyg’o) ] i(x—.’)C())Z

TM eq. (6.85)
&'=y0)d.
f<xo> (22 y(yyoyo)y2]1/z == (=301 = (@-20) +(y-y0)* =12

Problema da curva catenaria: f(y,y;x) =(y+A)V1 +y'2
2 /6f F_HAy? o fy? _F oy -
f=yg7=F- (lyﬂ}% =r - 133,/2 =152 (13;,/2)1/2 = constante = Ac

Curva catenaria com minimo em (xg,yq =0)

YA yo 0
+A2 = x(y)=x0+ Ac =0 + Aarccosh
(/10)2 8% ) Y 0 yo‘///l vV (1+u)2 —c2 0 ( )

_'1+y/2
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