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Calculo Variacional
TM secao 6.7

A notacdo o

a—Jdoz: a d[&fj aydadx

oa O XY [0 1ea (6.86)

0J

Notacao: &J Eada . :T_ﬂ_ d ( of ‘éydx
oy Xl_ay dx | oy’ )
TM eq. (6.93)




Mecanica Lagrangiana 4
TM secao 7.2

O principio de Hamilton

@QWMWWMMWWyWWWM
dindmico pode movimentar-se de wm ponte para outre, rum
indervalo de tempo, 0W/WWW&’W¢W
mm%wmw no tempo, a/wa%mmenﬁmw&ne@ym
cinetion e potencial.



Mecanica Lagrangiana 4
TM secao 7.2

Matematicamente
I—} Lagrangiana: L=T —U

T™ eq. (7.2
8 = 5jT U]dt_5j (x., % Mt =0 °a- {72
y TMeq. (7.3)

Equacoes de Euler-Lagrange

-2 oo i-naa
Ox, dt\ o% T™ eq. (7.4)




Mecanica Lagrangiana -
TM secao 7.2

. Coordenad
Notacao. X—>1 |_’ c;)r(t)ers;nnzs?:l,zs
yi (X) — Xi (t)
y'(t), = X (t)

Tambeém:

FAY (X), Y/ (05X} — L(% (1), % (t);t)



Mecanica Lagrangiana °
TM secao 7.3

Coordenadas generalizadas:

Conjunto de quantidades gue especificam

completamente o estado de um sistema, q,,d,,...q;

Para um conjunto de n particulas temos 3n coordenadas
retangulares. Se houver m vinculos teremos s =3n—-m
graus de liberdade

Velocidades generalizadas:  0,,0,,...d;



Mecanica Lagrangiana
TM secao 7.3

Equacoes de transformacao
X = %(0h, G0, 1) = %,(q; )
X; = Xi(qj’qj’t)
Transformacoes inversas

qj:qj(xi’t) qj:qj(xi’xit)

Equagdes de vinculos  f (x,t)=0 k=12,...m




TM problema 7.15, pg. 281
Taylor problema 7.36, pg. 287 o T l g
Greiner exemplo 15.14, pg. 308

m
Um péndulo € composto de uma mola (massa desprezivel,
constante de mola k e comprimento de repouso b) presa a
uma massa m numa de suas extremidades. A outra € presa a
um pivo fixo O. O sistema pode girar em torno de O confinado
a um plano vertical, sendo que a mola mantém-se reta (p.ex.,
enrolando-a em torno de uma haste rigida sem massa).

a) Obtenha a lagrangiana para este péndulo, usando como
coordenadas generalizadas o angulo € em relagao a direcao
vertical e o comprimento total r da mola.

b) Obtenha as duas equacdes de Lagrange do sistema.

c) Determine o0 movimento de pequenas oscilagdes em torno
das coordenadas de equilibrio Ff=b+ mg/ke 8 =0.



TM probl. 7.15, pg. 281; Taylor probl. 7.36, pg. 287

a) T= —mr + mr2(92 V:%k(r—b)2—mgrcose

L=T-vV=1 smr +§mr2é2—%k(r—b)2+mgrcose

0% . 0Z .
b) — ( 5 ) =5 " Ce::;ffga—k(r —b)+mgcosb
0L .. . 07
& (5) = mgigoiirSZmri'H = 50 = —mgrsenf

— mrf =—-2mi0 —mgsen0

¢)br=r—F, 6Fx-L6r=-0w’6r, 60=60-6=0,
6 ~ 9 =-0%0, 6r(t) = 5r(0)coswt+—r(0)senwt
0(t) = 6(0)cos Qt + éH(O)seth, w = \/IT, Q= \/_‘
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V4
TM problema 7.15, O\

X .
pg. 281 (modificado) / X %
x/0=wt em

Considere agora que o péndulo do problema anterior €
deitado sobre um plano horizontal. Novamente a extremidade
O, oposta aquela que contém a massa m na posicao r, €
fixada na origem. O sistema massa-mola gira agora, sem
atrito, em torno do eixo vertical z com velocidade angular

constante Q) -

a) Obtenha a lagrangiana do sistema em termos de r a partir
da lagrangiana expressa em coordenadas cartesianas.

b) Obtenha a equacao de Lagrange e encontre as solucoes.
c) Obtenha a posicao de equilibrio estavel r e a frequéncia de

pequenas oscilacdoes em torno dela a partir da analise de
estabilidade do potencial efetivo V_(r) =7 mr2 - 7.




TM probl. 7.15 (modificado), pg. 281

a) L =imG” +3°) - tk(Va® +y* - by
x=rcosf, x=rcosf —rfsen6 = fcosf —rwgsenf
y=rsenf, y=rsenf +rfcosb =Fsenf +rwycosd
& = Im(® +r*wy) — 2k(r — b)?

b) — (63) mi = 0L _ = mrwj; —k(r—>b)

or Or
(1)a) —k—w0>0—>r— w2r+@
r(t)==%+ [r(O) coswt + = r(O)senwt

(11)’125‘“(2)_E>0 — r:/12r+—

r(t) = —% + [r(O) + =2 | cosh At + r(O)senh At
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TM probl. 7.15 (modificado), pg. 281
kb t2

— F=5 ) =r(0)+7(0)t+ 22
Veer(r) = 1k(r —b)* — mrzwﬁ

c) L= —mr Verr(r),
Vig(r=F)=kF-b)-miw:=0 — 7= 1_,fwg/k

(r=r)=Fk- mw(Z) > (0 para equilibrio estavel

Veff(r):Veff(f')'i'vlﬁ'(’_')(r_’_')‘l‘% é;f(f')(r—f')z-k---
= 1k(F - b)? - ImP?w) + 3k - mwd) (r — ) +

K = %mfz — Ve (F) — §(k —mw3)(r—7)?+--- descreve
N _k 2
= —w

. Al )
um oscilador harmoénico com w” = egl
em concordancia com a solucdo exata do item b(i)
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