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Problema
Péndulo composto por mola e haste

Considere uma haste homogénea de massa m e comprimento
{ que oscila num plano vertical suspensa por uma de suas

extremidades. O ponto de suspensao € a extremidade de uma
mola (massa desprezivel, constante de mola k e comprimento

de repouso b) mantida na vertical.

a) Obtenha a lagrangiana para este péndulo, usando como
coordenadas generalizadas o angulo 8 em relagao a direcéo
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vertical e o comprimento total y da mola (ver figura).

b) Determine o movimento de pequenas oscilagbes em torno

das coordenadas de equilibrio y =b+ mg/k e 6 =0.




Problema: péndulo composto por mola e haste

a) & =im(X2+Y?)+ 00 0% — 1k(y —b)* + mgY
b m (03
Tiasto =7 J 0 €26 = 33 (5)" = gm”
X= %Zsen@, X= %ZHCOSH
Y=y+ %(cos@, Y=y- %(9 senf, £ = %m€292+
+ %myQ — %mﬁj»é senf — %k(y ~b)?+ mg(y + %[cos@)
b) Expandindo .Z em tornode y =b+ ng, 0=0:
L = im0 +imy? - ik(y -5 + mg(b+ 22 + 1¢)
~1Imgto® — 85~ -L5y=-w?sy, H~-£0=-0Q%
y(t) =y +[y(0) —y]cos wt + %y(O)senwt, w = Vk/m
0(t) =0(0)cos Qt + éé(O)seth, Q=+/3g/2¢
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Mecanica Lagrangiana 4
TM secao 7.6

Equivaléncia entre as equacoes de Lagrange
e as equacoes de Newton

Podemos obter a 22 lei de Newton a partir das
equacoes de Lagrange e vice-versa

oL d oL
ox. dt ox

=0 & mX =F TMeq. (7.98)



TM secao 7.6, pgs. 255-257; Greiner cap. 16, pgs. 301-303

Forcas em coordenadas cartesianas (x¥1,x2,x3) = (x,y,2)

_ 4 ey 1 2 0L _ oV _gp 0L _OT _ e _ o
V=Vix}, T=Tx}= 2m2x~ ax; — om T ax T oy M =Di
0L

oz _4(2Z)=F, pz—0~ p=5(V: Z)=F=-VV=VZ

Forcas generalizadas em coordenadas esféricas (q,92,93)
=(r,0,¢), na auséncia de vinculos

TM eq. (7.112); S eq. (9.53)

—_0V _d|oT oT —
—-E-[)-Z, v-van

oT . oT
Pr=5, — pk—Qk'*‘@
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TM secao 7.6, pgs. 255-257; Greiner cap. 16, pgs. 301-303

TM egs. (7.105) e (7.106); S eq. (9.33)

= Vo _ypoy _p or _ .
Q=54 = 2 v 00, ~ & Fi g, oqs Ex
Ep = 6% : vetores de base para coordenadas esféricas

(Arfken 52 ed., secdo 2.10, pg. 150)

r=xXx+yy+zz=rsenfcospX+rsenf sen@y+rcosfz

£ = g—: =r=r
£y = gg =rcosf cospx+rcosf senpy—rsenfz2=rl0=pxr
— Or

Ep=5p = —rsenf sen@px +rsenf cospy=rsenfp =2 xr

Arfken eq. (2.116)

E.=r, &=r0=@pxr, g,=rsenf@Pp=2xr
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TM secao 7.6, pgs. 255-257; Greiner cap. 16, pgs. 301-303

Decomposicéo das forcas: F =F,x+F,y+F,2=F.F +Fy 0+ Fy,¢
Q-=F -¢.=F -1 =F, (forca radial)
Qo=F-eg=F-(pxr)=@-(rxF)=@ -t =1, =1rFq (torque || @)
Qpy=F-¢y=F-(¢2xr)=2-(rxF)=2-t=1,=rsen0F, (torque || 2)

. _ dr or , e« Or _ = ) . — 10 Y &
r=%= rar+9 6+(p%_r£,+9£9+(p£¢—rr+r90+rsen0<p(p
_ 1,2 1 202 2 20 22 _ T
T = Imi? = im (7 +r*0? + r’sen0 ¢?), Pr=55 =P &

2

pr=mr, pgzmr2é:m|£9lzé, Dy =mr-sen 0¢:m|£¢|2(,b

p=mr=m(f#+rf0+rsenf 9 ) :prf'+ﬁp90+|£—1(p|p(pfp

Forcas de reacdo Q; com vinculos holonémicos f;, = f{q;;t} =0

TM eqs. (7.64), (7.65) e (7.66)

5F, = Zafkdql 0, dt(a,sf) 0L Zﬁ(t)afk Q;
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Mecanica Lagrangiana oe
TM secao 7.5

Equacoes com multiplicadores de Lagrange

of :
Vinculos da forma > —*dg, =0 j=12,...5;k=12,...m
7 0q;
Podem ser incorporados nas equacoes de Lagrange

oL
=0 TMeq. (7.65)
oq. dtaqJ Zklﬂk()aqJ

J

E as forcas de vinculo generalizadas sao dadas por

Q, Zﬁk— TM eq. (7.66)

J



Symon problema 9.12, pg. 435

Kibble & Berkshire problema M

10.12, pg. 250 N, |9
Forcas de vinculo em haste [
apoiada : |

Uma haste uniforme de comprimento 2f e massa m é
apoiada entre duas superficies lisas, uma horizontal (piso) e
outra vertical (parede). Ao ser largada, ela desliza sem atrito,
mantendo-se sempre num mesmo plano vertical.

a) Obtenha a lagrangiana do sistema, usando como
coordenadas generalizadas a posicao do CM da haste e o
angulo @ que ela forma com a parede (ver figura).

b) Obtenha as trés equacodes de Lagrange do sistema com
os vinculos e multiplicadores de Lagrange apropriados.

c) Usando 6(0) = 9'(0) =0 como condicdes iniciais, obtenha
as forcas de reacdo da parede e do piso em funcédo de 6.



S probl. 9.12, pg. 435; Kibble & Berkshire probl. 10.12, pg. 250

a) ¥ = lm(jcz +5/2) + 1I}(1ji\sdte92 —mgy, (x,y) = (X, Y)haste

I = +m(20) = ime?
b) filx,0)=x—¥¢senf =0, fo(y,0)=y—¥fcosf=0
dt(ag) mx——+/1 afl - =M
T (ag) my = d’f+ﬂtz%=ﬂlg—mg
di(%) Ihastee +/11 afl"‘A 6f2
= —/llﬁcos9+/12€sen6

c) x=Fsenf, y=~cos0, 5c=€écos6, y:—éésen9
&zfécos@—[éQSenH, yz—éésen0—€92cosﬁ
A =mx= me6 cos® —meH%send

M. N. Tamashiro  [E3

Mecanica Geral | aula 24



S probl. 9.12, pg. 435; Kibble & Berkshire probl. 10.12, pg. 250

Ao=m(g+y)=mg— mtfsen6 —me6?%cos6
I™M §=—-110cosO+Aylsenf — 6= i—i senf
E=1imG®+5%) + 3N 0% + mgy = mgt
= %mézéz + %mézéz +mglcos — 62 = g—i(l —cosf)

Substituindo em A; e A5, obtemos as forcas de reacao:
Q=11 = %mg sen@(% cosfO — 1) : reacdo da parede
Qy=Ay= %mg(l —3cos 8)2: reacdo do piso
Qo =—-A1fcosO + Ayl senf = %mgé senf =1,: torques

T=ry X Q¥ +ry xQyy=1,2, ry=(-x,y), ry=(x,-y)
A reacao da parede se anula para cosf, = %, enquanto
a reacdo do piso se anula para cos8, = %
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