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TM seção 7.8, pgs. 258–259; S seção 9.1, pgs. 392–394

Teorema envolvendo a energia cinética T = 1
2
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ai j = aj i

Sistemas / vínculos esclerônomos: rα = rα(q) → ∂rα(q)/∂t= 0

T é uma função homogênea
quadrática das velocidades
generalizadas { .qj}

TM eq. (7.121); S eq. (9.9)
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TM eq. (7.122); S eq. (9.122)∑
j

∂T
∂
.qj

.qj = 2
∑
j

(∑
i

ai j
.qi

) .qj = 2T
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TM seção 7.9, pgs. 260–265; S seção 9.6, pgs. 414–417

Conservação de energia: invariância temporal
.

L = ∂L
∂t +∑

j
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∂qj

.qj + ∂L
∂
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..qj
)= ∂L

∂t +∑
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d
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d
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(
∂L
∂
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.qj
)
. Se ∂L

∂t = 0, então

Função hamiltoniana H
é uma constante,

.
H = 0

TM eq. (7.128)

L −∑
j

∂L
∂
.qj

.qj ≡−H

Para V =V(q), isto é, ∂V
∂
.qj
= 0 → ∂L

∂
.qj
= ∂(T−V)

∂
.qj

= ∂T
∂
.qj
:

−H =T −V −∑
j

∂T
∂
.qj

.qj︸ ︷︷ ︸=−(T +V)=−E

2T (TM seção 7.8): vínculos q(x) devem ser esclerônomos, ∂q(x)/∂t= 0
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TM seção 7.9, pgs. 260–265; S seção 9.6, pgs. 414–417

Para que H =E: (a) vínculos q(x) devem ser escle-
rônomos, ∂q(x)

∂t = 0; (b) ∂V
∂
.qj
= 0, não vale na presença

de fricção/atrito e para a força de Lorentz F = q .r×B.

Condições para conservação da energia (
.
E = 0)

L ≡T −V , E=T +V = 2T −L ,
.
E= 2

.
T − .

L
.
E= 2

.
T −∑

j

d
dt

(
∂L
∂
.qj

.qj
)− ∂L

∂t = d
dt

(
2T −∑

j

∂L
∂
.qj

.qj

)
− ∂L

∂t

Energia E se conserva,
.
E = 0 , se:

2T =∑
j

∂L

∂
.qj

.qj +constante ,
∂L

∂t
= 0
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TM seção 7.9, pgs. 260–265; S seção 9.6, pgs. 414–417

Conservação do momento linear: invariância
translacional

Se ∂L
∂xj

= 0 → xj: coordenada cíclica ou ignorável
Momento (linear) conjugado pj ≡ ∂L

∂
.xj

se conserva (é
uma constante do movimento): .pj = d

dt
(
∂L
∂
.xj

)= ∂L
∂xj

= 0

Exemplo: massa m em campo gravitacional g =−gẑ
L = 1

2m( .x2+ .y2+ .z2)−mgz, (x,y): coordenadas cíclicas
invariância translacional em (x,y) → .px = .py = 0
z não é uma coordenada cíclica, pz não se conserva:
.pz = d

dt
(
∂L
∂
.z
)= ∂L

∂z =−mg 6= 0
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TM seção 7.9, pgs. 260–265; S seção 9.6, pgs. 414–417

Conservação do momento angular: invariância
rotacional
Se qj: coordenada angular cíclica → momento angular
conjugado pj se conserva
Exemplo: massa m em potencial de simetria cilíndrica

L = 1
2m( .

ρ2+ρ2 .
ϕ2+ .z2)−V(ρ), ρ ≡

√
x2+y2, tgϕ≡ y/x

(ϕ,z) são coordenadas cíclicas (rotações em ϕ e trans-
lações em z são invariantes)
Lz = pϕ ≡ ∂L

∂
.
ϕ
=mρ2 .

ϕ se conserva → .
Lz = 0

pz ≡ ∂L
∂
.z =m .z se conserva → .pz = 0
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TM seção 7.9, pgs. 260–265; S seção 9.6, pgs. 414–417

Exemplo: massa m em potencial de simetria azimutal
L = 1

2m( .r2+r2
.
θ2+r2 sen2θ

.
ϕ2)−V(r,θ), ϕ é cíclica

r ≡
√

x2+y2+z2, cosθ ≡ z
/√

x2+y2+z2, tgϕ≡ y/x
Lz = pϕ ≡ ∂L

∂
.
ϕ
=mr2 sen2θ

.
ϕ se conserva → .

Lz = 0

Exemplo: massa m em potencial V(r)=−k/r
L = 1

2m( .r2+r2
.
θ2+r2 sen2θ

.
ϕ2)+k/r, ϕ cíclica → .

Lz = 0

L2 ≡ p2
θ+

p2
ϕ

sen2θ =m2r4(
.
θ2+sen2θ

.
ϕ2) se conserva

para qualquer potencial central V(r)=V(|r|) → .
L2 = 0

Vetor de Laplace–Runge–Lenz (G seção 3.9, pgs. 102–
106): AAA≡p×L− mk

r r se conserva → .
AAA= 0
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Mecânica Lagrangiana
 

Energia mecânica: 
 

Homogeneidade 

do tempo 
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Função Hamiltoniana 

TM seção 7.9

TM eq. (7.128)



Mecânica Lagrangiana
 

Condições:  0
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TM seção 7.9



Mecânica Lagrangiana

 

Leis de Conservação: 
 

Homogeneidade                            Conservação 

do tempo                                        da Energia Mecânica  
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TM seção 7.9



TM seção 7.10, pgs. 265–267; S seção 9.10, pgs. 429–431

Tomando a forma diferencial da função hamiltoniana
H como uma transformada de Legendre de −L :
H ≡−L +∑

j
pj

.qj, pj ≡ ∂L
∂
.qj

, .pj = d
dt

(
∂L
∂
.qj

)= ∂L
∂qj

dH =−∂L
∂t dt−∑

j

(
∂L
∂qj︸︷︷︸.pj

dqj + ∂L
∂
.qj︸︷︷︸

pj

d .qj
)+∑

j
( .qjdpj +pjd

.qj)

Por outro lado, como a hamiltoniana H =H (pj,qj, t)
dH = ∂H

∂t dt+∑
j

(
∂H
∂pj

dpj + ∂H
∂qj

dqj
)
. Comparando-as:

Equações de Hamilton: TM eqs. (7.160)–(7.163)

.qj = ∂H

∂pj
, − .pj = ∂H

∂qj
, −∂L

∂t
= ∂H

∂t
= .

H
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Equações de Hamilton
 

Momentos generalizados 
 

 

 

 

 

Usando as equações de Lagrange, obtemos 
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TM seção 7.10

TM eq. (7.151)

TM eq. (7.152)



Equações de Hamilton

 

A função Hamiltoniana pode ser escrita como 
 

 

 

 

 

 

 

Equações de Hamilton 
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TM seção 7.10

TM eq. (7.155)

(7.160)

(7.161)

TM eqs.




