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TM problema 7.11, pg. 281
(modificado)

Uma conta de massa m ¢ livre para deslizar sem atrito ao
longo de um aro circular de raio r. O plano do aro € horizontal
e 0 seu centro se desloca numa circunferéncia de raio a com
velocidade angular constante ¢ = w.

a) Obtenha a lagrangiana do sistema #(8,0) e a equacéo de
Euler-Lagrange associada sem o vinculo.

b) Obtenha o ponto de equilibrio estavel e a frequéncia Q de
pequenas oscilacoes em torno dele.

c) Obtenha a hamiltoniana e as equacoes de Hamilton.
d) Quais sao as grandezas conservadas? Justifique.



TM problema 7.11 (modificado), pg. 281

a) x =acoswt +rcos(wt +0), y=asenwt +rsen(wt + 0)
% = —awsen wt — r(w + 0) sen(wt + 6)
¥ = awcos wt + r(w + 0) cos(wt + )
T = %m(o’c2 +9%) = %m{a%)z +7r%(w+0)? + 2arw(w + 0)x

x [senwt sen(wt + 0) + cos wt cos(wt + 9)1}

cosf
Z6,0) = imla’w® +r¥(w+ 6)% + 2arw(w + ) cosb]
Do = % = mr¥(w+0) + marwcosd — 0 = ’%’;’COSG -
po = % = —marw(w + 0)send = mr?6 — marwb sen

b) éz—“;wzsene — 0=0, Q:w\/g
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TM problema 7.11 (modificado), pg. 281

¢) Do item a, temos pg = mr(w + 0) + marw cos O
I =peh — L =mrX(w +0)0 + marwb cosb

—im [a®0® + (0 + 0)* + 2arw(w + 0) cos O]

= %mrzéz - lm(a2 +r?)w? — marw?® cos6
H(0,p9) = 73 (pg —marwcos)* — 30(2pe + ma’w),
usando 6 = m(pg —marwcosf)—w do item a.
0 = % = #(pg —marwcosf) —w
Do = —% = —22(pp —marwcosB)sent

d) Funcao hamiltoniana .77 (p01s =0), mas 7 #E.
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pgs. 553-554 (modificado) X
Maquina de Atwood
modificada 2 k,b g l

Taylor problema 13.23, .. ﬁMia _____

Considere a maquina de Atwood modificada representada na
figura acima, contendo duas massas iguais m a esquerda
ligadas por uma mola (constante k e comprimento de repouso
b). A polia tem massa M e raio a e o fio inextensivel que liga
as massas tem comprimento £. O sistema ¢é ideal (sem atrito).
a) Obtenha a lagrangiana do sistema Z(x.,x,,X,X,) € as

equacoes de Euler-Lagrange associadas sem os vinculos.

b) Resolva as equacdes do movimento resultantes.

c) Obtenha a tensao no fio utilizando o método dos multiplica-
dores de Lagrange.

d) Obtenha a hamiltoniana e as equacoes de Hamilton.



Taylor problema 13.23 (modificado), pgs. 553-554

8) L= tm[i?+ Gy +£2)2 +252] + 11(2)% - 1ha? + mgx,
+mg(x1+x9+b)+2mgxs, x3=¢—-na—x1, 1= %Maz2

Y y 1 '2 '2 . . 1 .2 1 2
L(x1,%9,%1,%2) = —m(4x1 +X5 + 2%1%9) + TMiT — sk,

+mgxe + mg(2¢—-2na+b),p1= a‘g (4m+ )x1 + mxs

p1= g'f 0 (x; é coordenada c1c11ca) —X1 = —%5&2

p2= % =m(x1 +%3), p2= ag = —kxg + mg =m(i1 +Xs)
= (1— g2ty ) mity = (gﬁiﬁ)m@, o = (o) m

5&2 =—Ww (XQ — ng)

b) x2(t) = ZE + [x2(0) — ZE ] cos wt + ’% senwt
x1(8) = x1(0) + [%1(0) + g2 (0|t — 2247

[22() —x5(0)]
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Taylor problema 13.23 (modificado), pgs. 553-554

x3(t) =0 —ma —x1(t)
¢) L= im(2&7] + &5 + 2k1ks + 243) + M5 — Sk + mgb

+mg(2x1 +x9 + 2x3), f(x1,x3)=x1+x3+ma—-¥¢=0
0L

p1=% =mQ2i1 +&y), p1= T2 + A5 = 2mg + A
pg—%—m(x1+x2),p2=%——kx2+mg

p3= g‘f (2m+ )x3,p3 0x3+)taf—2mg+/l

{x;(2)} encontrados no item b satisfazem as equacdes

acima, com A(f) = m(2%; +Xo —2g) = (_gzi%) mis — 2mg
_(éZIﬁ)kxﬂt) - (22:[%) mg, que é a tenséo no fio.

d) py= (4m+1l?4)561 +mkg, pa=m(x; +%2). Resolvendo {%;}:
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Taylor problema 13.23 (modificado), pgs. 553-554

. _ 2p1-py) s _ p2 _ 2(p1-py) . . M.
Xy = =Pbe gy = B2 _ZPIDY b %y +poke = (dm+ )k

. . . 2p1-p2)® . P
+2mxlx2+mx§:2T:—(gn{L+ﬁj) +-2

2
— A . _ (p1-p2)® | Py | 1y, 2
I =p1&1+pake — L = g2 + 52 + skxy —mgxs + Vo

Vo=V(xg=0)=-mg(2l—-2na +b)

p1= —% =0 (x; é coordenada ciclica)
. _ A _

pe=—5-= —kxo + mg

oy = 0K _ 2(p1-p2)

1= %p; ~ 6m+M
_ 0 _ p2 _ 2(p1—p2)

X2 = Ops m 6m+M

em acordo com as equacoes obtidas anteriormente.
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Curiosidades:
Comportamento caoéticol/irregular
em sistemas mecanicos “simples”

Péndulos duplos
https://www.youtube.com/watch?v=N6cwXkHxLsU
https://www.youtube.com/watch?v=AwTOk09w-jw

Péndulo triplo
http://imgur.com/reFZfxr

Maquina de Atwood pendular
https://www.youtube.com/watch?v=3ajr5Fb2i1g

Cadeia de esferas metalicas
https://www.youtube.com/watch?v=6ukMId5fli0
http://www.nature.com/news/physicists-explain-gravity-defying-chain-trick-1.14523
http://perso.ens-lyon.fr/jean-christophe.geminard/a_chain_and_a_pulley.htm
http://perso.ens-lyon.fr/jean-christophe.geminard/a_chain_falling_from_a table.htm


https://www.youtube.com/watch?v=N6cwXkHxLsU
https://www.youtube.com/watch?v=AwT0k09w-jw
http://imgur.com/r6FZfxr
https://www.youtube.com/watch?v=3ajr5Fb2i1g
https://www.youtube.com/watch?v=6ukMId5fIi0
http://www.nature.com/news/physicists-explain-gravity-defying-chain-trick-1.14523
http://perso.ens-lyon.fr/jean-christophe.geminard/a_chain_and_a_pulley.htm
http://perso.ens-lyon.fr/jean-christophe.geminard/a_chain_falling_from_a_table.htm



