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Retratos de Fase
 

Espaço de Fase: espaço bidimensional cujos 

pontos tem coordenadas                    Obs: 1D    txtx e

x

x
    txtx ,

    0,0 xx 

Conjunto de possíveis 

trajetórias: 

R   etrato de fase  



Oscilador harmônico simples 
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Classification of Harmonic Motion for Mass Spring Systems

y′′ +
µ

m
y′ +

k

m
y = 0 λ1,2 = −

µ

2m
±

1

2m

�

µ2 − 4km m, k > 0 µ ≥ 0

Undamped Case: µ = 0

λ = ±iω0

ω0 =
�

k/m

y(t) = c1 cos(ω0t)

+c2 sin(ω0t)

y 

y’ 

• oscillation

• phase portrait: center

• clockwise direction of rotation

Underdamped Case: 0 < µ2 < 4km

λ1,2 = −α± iω

α = µ/2m

ω =

�

4km− µ2/(2m)

=

�

ω2
0 − µ2/4m2

y(t) = e−αt(c1 cos(ωt)

+c2 sin(ωt))

y 

y’ 

• damped oscillation

• phase portrait: spiral sink

• clockwise direction of rotation

Critically Damped Case: µ2 = 4km

λ1 = λ2 = −µ/(2m)

y(t) = eλ1t(c1+c2t)

• phase portrait:
degenerate
nodal sink

y 

y’

Overdamped Case: µ2 > 4km

λ1 < λ2 < 0

y(t) = c1e
λ1t+c2e

λ2t

• phase portrait:
nodal sink

• both eigenlines:
negative slopes

y

y’
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Oscil ador amortecid o forçad o 

Forças impulsivas: função degrau  
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Exemplo: Oscilador sub-amortecido submetido a uma  
força impulsiva do tipo função degrau partindo das   

� � 00 xx  

m

TM seção 3.9, pgs. 131-132

x    x     =(0)       ;   (  )
.

0condições iniciais x(  ) =t t 00 0



TM seção 3.9, pgs. 131–132

Força impulsiva: F(t)=maH(t− t0), H(τ)=
{

0, τ< 0 ,
1, τ> 0

H(τ): função degrau de Heaviside = ∫ τ

−∞ dtδ(t) [Dirac]
..x+2γ .x+ω2

0x= 1
mF(t), γ≡ b

2m , ω0 ≡
√

k
m , ω1 ≡

√
ω2

0−γ2

x(t)= a
ω2

0
+e−γ(t−t0){A1 cos [ω1(t− t0)]+A2 sen [ω1(t− t0)]

}
.x(t)=−γe−γ(t−t0){A1 cos [ω1(t− t0)]+A2 sen [ω1(t− t0)]

}
−ω1e−γ(t−t0){A1 sen [ω1(t− t0)]−A2 cos [ω1(t− t0)]

}
x(t0)= x0 = a

ω2
0
+A1

.x(t0)= 0=−γA1+ω1A2

}
→

TM eq. (3.104)

A1 = x0− a
ω2

0
, A2 = γ

ω1
A1
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Oscilador amortecido forçado

TM figura 3.22
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O   scilador amort ecido f orçado
 

Um oscilador sub-amortecido é submetido à força 

 

 

 

 

 

 

 

Calcular a resposta do oscilador para                       

com condições iniciais  
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TM problema 3.35, pg. 142



TM problema 3.35, pg. 142

Força impulsiva: F(t)=maH(t)H
(
π
ω
− t

)
senωt, ω= 2ω1

..x+2γ .x+ω2
0x= 1

mF(t), ∆2 ≡ δ2+4γ2ω2, δ≡ω2
0−ω2

Três regiões: x0(t< 0)= 0; x1
(
0≤ t≤ π

ω

)
; x2

(
t> π

ω

)
x1(t)= e−γt(A1 cosω1t+A2 senω1t

)+ a
∆

sen(ωt−ϕ),

x2(t)= e−γt(B1 cosω1t+B2 senω1t
)
, tgϕ= 2γω

δ

Impondo as condições de contorno com ω1τ
2 = ω1π

ω
= π

2 :
x1(0)= .x1(0)= 0; x1

(
π
ω

)= x2
(
π
ω

)
; .x1

(
π
ω

)= .x2
(
π
ω

)
A1 = 2a

∆2γω, A2 = 2a
∆2 (2γ2−δ), senϕ= 2γω

∆
, cosϕ= δ

∆

B1 =A1−eγπ/ωA2 = 2a
∆2

[
γω−eγπ/ω(2γ2−δ)

]
B2 = eγπ/ωA1+A2 = 2a

∆2 (eγπ/ωγω+2γ2−δ)
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