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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre a equagao da telegrafia,
pioneiramente obtida por Kirchhoff e Weber. Seguimos o procedimento
adotado por Kirchhoff para derivar esta equagao. Consideramos casos nao
tratados na literatura. Concluimos que a teoria de Weber leva a equagao
da telegrafia.

1 Introducao

Kirchhoff e Weber foram os primeiros a derivar a equagao da telegrafia levando
em conta a capacitancia, a auto-indutancia e a resisténcia do fio, em 1857,
[Whi73, pdgs. 230-232]. Kirchhoff mostrou que um sinal elétrico em um fio
sem resisténcia se propaga a velocidade da luz, [Kir57] e [GA94]. O trabalho
de Weber s6 foi publicado em 1864. Ambos consideraram a propagagcao em fios
condutores (de comprimento £) de secdo reta circular (de raio a, tal que £ > a).

Ambos utilizaram a forga eletrodinamica de Weber para chegar a equagao
que rege o comportamento das cargas na propagacdo de um sinal. A forma
cldssica da equacgao da telegrafia utiliza a teoria eletromagnética de Maxwell.
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Ela foi, nessa forma, primeiramente obtida por Heaviside em 1876, [Whi73,
pags. 228-229] e é dada por:
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onde j é a densidade de corrente, sendo L, C e R a auto-indutancia, capacitancia
e resisténcia totais do circuito.

Neste trabalho, seguimos a abordagem de Kirchhoff. As fontes de carga
que exercem forca na carga-teste q; podem ser divididas em trés: as cargas
superficiais livres o¢(z,t) no fio, responsaveis pelo campo elétrico dentro e fora
do fio, e mantidas pela fonte de energia elétrica; as cargas positivas paradas dga+
(dadas por uma densidade volumétrica pa4 ou superficial o2 ), que constituem
o corpo do condutor; e as cargas negativas dga— (densidade volumétrica pa_ ou
superficial o5_) que constituem a corrente de condugao.

Consideramos como primeira aproximagao que as densidades positivas de
carga volumétrica pos (ou superficial 024, no caso de termos uma corrente
superficial) se anulam com as cargas negativas pa_ (ou gz ):

P2— = —P2+, ou 02— = —024. (2)

Além disso, podemos consideri-las essencialmente constantes ao longo do
condutor, de tal modo que nao dependem nem do tempo ¢t nem da posigao 7.

2 Forcas

Consideraremos as forgas elétricas atuantes segundo a expressao dada pela teoria
eletrodinamica de Weber, [Ass94]. Por esta teoria, a forca que um elemento
de carga dqo (de posicio 7a, velocidade U2 e aceleracdo da em relacdo a um
referencial inercial S), exerce na carga-teste ¢; (de posicao 71, velocidade v e
acelerac@o d@; no mesmo referencial inercial S) é dado por:
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Aqui ¢? = 1/egpuo, € é a permissividade elétrica do vacuo, pg é a permeabilidade
magnética do vacuo, e estao envolvidas as grandezas relativas 7o = 1 — T3,
17122171—?72 6612261—62.

De acordo com nossa suposicao da neutralidade no interior do condutor,
a parte coulombiana das forcas devidas a ps e pa_ se anulam. Além disso,
mostraremos mais para a frente que a magnitude das cargas superficiais é muito
menor que a das cargas que constituem o condutor. Por este motivo desprezamos
os efeitos devidos ao movimento destas cargas superficiais.

Vamos tratar aqui apenas de condutores retilineos longos nos quais as den-
sidades de carga, velocidades e aceleracoes dependem apenas da componente



longitudinal z e do tempo ¢. O potencial devido as cargas superficiais livres o
e a forga eletrostatica na carga-teste q; sao dadas respectivamente por:
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onde Sy é a superficie lateral do condutor e dA, é um elemento de area.

Estamos interessados apenas na componente longitudinal das forcas para
tratar a propagacao de sinais. Kirchhoff introduziu uma aproximacao neste
ponto, [Kir57]. A idéia principal é que, na integral acima para o potencial, o
denominador u = |7} — 72| se torna da ordem do comprimento do condutor, ¢,
quando zy estd longe de 2z (|21 — 22| > a). J4 para z2 = z1, 0 denominador é
da ordem do raio a. Como estamos supondo ¢ > a, o integrando se torna muito
pequeno, exceto para 7 ~ 7. Isto nos permite remover o¢(22,t) do integrando,
tomando seu valor em z9 = z1:
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Da mesma forma, a componente longitudinal da soma das forgas exercidas
pelas cargas que constituem o condutor resulta, por (3) e desprezando os termos
de ordem v?/c? supondo v? < ¢

- - Tio-2 .
Pt = —/ ] ], e a s
2

uoq41p2_ it /// dV% (6)
Vs 12

onde na ultima passagem utilizamos novamente a aproximacao de Kirchhoff
para tirar do_ = as_Z do integrando, e dV5 é um elemento de volume.

3 Equacao da telegrafia

Fazemos com que a carga-teste seja um dos elétrons de condugao, q; = —e.
Devemos incluir também uma forca de atrito 6hmica:

Fr = —bity, (7)

onde b é uma constante que depende da constituicao do condutor. Neste ponto,
consideramos uma estimativa do efeito gerado pela movimentacao da carga su-
perficial na carga-teste. Podemos imaginar que ela se move junto com os elétrons
de condugao. Neste caso, obterfamos essencialmente a Equagao (6) ao invés de
(5). A densidade de carga dos elétrons de conducdo em um metal é tipicamente
lpe] = 101°C/m3. Podemos tomar como exemplo um cabo coaxial de raio in-
terno a e externo b, de condutividade g. A densidade de carga na superficie inte-
rior, 0%, quando uma corrente ¢ flui é uma funcao linear da coordenada longitu-
dinal [Hea84], e ¢ dada por ([Som64, pags. 125-130]): 0} = —eolz/mga® In(b/a).



Para um fio de cobre com a = 1lmm, b = 2mm, conduzindo uma corrente de
100A a densidade de carga a uma distancia de 100m é o = 10~7C/m?2. Temos
entao que o = 1077C/m? < ap.— /2 = 10"C//m?. Com isto podemos desprezar
o efeito do movimento das cargas superficiais na propagacao de sinais.

Aplicamos a segunda lei de Newton para o elétron (na componente longitu-
dinal que nos interessa aqui):

F¢,z+FW,z +FR = Mel2—, (8)

onde m, é a massa do elétron. Desprezamos o termo que envolve a massa no lado
direito de (8) comparado com o termo Fyy, . de (6), [Ass97]. Disto resultam duas

incégnitas na equacdo acima: o5 e vo— (ou as— = Jva— /0t). Para relaciona-las,
utilizamos a equagao de conservagao de cargas: V - ; = —0pys/0t, nas formas:
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Aqui i é a corrente elétrica total e k é a densidade de corrente superficial. A
equagao da telegrafia obtida depende da geometria do problema.

Os casos de um fio cilindrico cheio e oco, assim como o caso de um cabo
coaxial, foram discutidos em [Ass00]. Apresentamos aqui casos novos obtidos
através da eletrodinamica de Weber.

4 Casos novos

Consideramos dois casos novos utilizando o tratamento geral apresentado.

4.1 Caso 1: duas placas paralelas

Sejam duas placas paralelas, de dimensodes ¢, e ., nos eixos x e z, sem espessura,
separadas no eixo y por uma distancia a. Existe um sinal elétrico caminhando
no eixo z. Vale a aproximacao £, > £, > a.

A equagao da telegrafia que obtivemos integrando as Equagoes (5) e (6) para
esta geometria, e utilizando (4), (7) a (9) é:
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(10)

Esta equagdo concorda com (1) substituindo a auto-induténcia e a capacitancia
totais do sistema, dadas por:

CZEO—. (11)



4.2 Caso 2: dois fios paralelos

Apresentamos o resultado da derivacao da equagao da telegrafia para o pro-
blema de duas cascas cilindricas de comprimento ¢ e raio a, separadas por
uma distancia d entre seus eixos. Esta situagdo é conhecida como linha de
transmissao. Utilizando o mesmo procedimento anterior, obtivemos para esta
geometria a seguinte equagao na aproximacao £ > d > a:
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(12)

Esta equacdo também concorda com (1), pois a auto-indutancia e a ca-
pacitancia para esta geometria sao dadas por:

Tegl

pol . d
T ¢ In(d/a)

(13)

5 Conclusoes

Podemos concluir que a abordagem utilizada por Kirchhoff e por Weber leva
corretamente a equagao da telegrafia. Esta abordagem utiliza como fundamental
a forca de Weber como interagao entre cargas, juntamente com a segunda lei de
Newton e com a equagao de conservacao de cargas. Isto é, os dois formalismos
levam & Equacao (1) nos casos investigados.
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