O CUMPRIMENTO DO POSTULADO DE RELATIVI-
DADE NA MECANICA CLASSICA - UMA TRADUCAO
COMENTADA DE UM TEXTO DE ERWIN
SCHRODINGER SOBRE O PRINCIiPIO DE MACH

A L. XAVIER Jr.e A. K. T. ASSIS

Resumo - Apresentamos uma tradugdo comentada de um importante artigo de Erwin Schrodinger
sobre o principio de Mach: Annalen der Physik, Volume 77, pdginas 325-336 (1925), Die Erfillbarkeit
der Relativitditsforderung in der klassischen Mechanik.

Abstract - We present a commented translation to Portuguese of an important article by Erwin
Schrodinger on Mach’s principle: Annalen der Physik, Volume 77, pp. 325-336 (1925), Die Erfill-
barkeit der Relativitdtsforderung in der Klassischen Mechanik

1 Introducio

Esta-¢ a primeira tradugdo para o portugués de um trabatho fundamental do fisico austriaco Erwin
Schrodinger (1887-1961) sobre o principio de Mach. A tradug#o a partir do original em alemdo foi feita
por A.L. X Jr. A introdug#o e as notas sio de A. K. T. A.

Isaac Newton (1642-1727) publicou o Principia em 1687. La apresentou suas famosas leis do
movimento, a lei da gravitagdo universal e os conceitos de espago, tempo e movimentos absolutos. Estes
conceitos de espago e tempo absolutos foram criticados por Leibniz (1646-1716), Berkeley (1685-1753)
e especialmente por Emnst Mach (1838-1916). De acordo com estes autores s6 tem sentido empirico falar
de movimento de um corpo em relagdo a outro corpo, € ndio em relagio ao espago vazio. -

Mach publicou seu livro mais importante, 4 Ciéncia da Mecdnica, em 1883. Este livro influenciou
fortemente a Einstein na formulag#o da teoria da relatividade geral, mas depois se viu que esta teoria nfo
implementava plenamente as idéias de Mach. E isto o que Schrodinger tenta fazer neste artigo, seguindo
um caminho diferente do de Einstein. O que Schrodinger vai chamar aqui de postulado de relatividade
ou de principio-de Mach ¢ a idéia de que as energias de interag#o, inclusive a energia cinética, devem
depender apenas das distincias entre as particulas e das derivadas temporais destas distincias:
r,r=dr/dt, etc.

Ha duas maneiras principais de implementar matematicamente o principio de Mach (ver A. K, T. Assis,
Foundations of Physics Letters, v. 2, p. 301-318 (1989), “On Mach’s principle™) . A primeira é dizer que
a somatéria de todas as forgas atuando em qualquer corpo ¢ sempre nula, em todos os sistemas de
referéncia (mesmo quando o corpo esti em movimento ¢ acelerado), e derivar as forgas inerciais (-ma’
a forga centrifuga, de Coriolis, etc.) a partir de uma intera¢do gravitacional do corpo teste com o universo
distante (as galaxias, como dizemos hoje em dia, ou as estrelas fixas, como diziam Mach e Schrodinger).
A outra é dizer que a soma de todas as energias de interagéio de qualquer corpo ¢ uma constante e derivar
a energia cinética como uma energia de interagfio gravitacional do corpo teste com o universo distante.
E este segundo procedimento que vai ser utilizado por Schédinger neste artigo.

Em particular ele vai usar como base de seu trabalho uma energia potencial de interagio gravitacional
do tipo
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Nesta expressdo G =6,67-10""'m?/ kgs ¢ a constante gravitacional Newtoniana, por ele representada
por k,mem s@o as massas gravitacionais dos corpos 1 e 2 separados pela distincia
r=f - F=dridtec=310m/s. Ao integrar essa expressgo para um corpo teste interagindo com o
universo distante Schrodinger obtém a energia cinética mv™ /2 Como s6 comegou com massas gravi-
tacionats, a massa m que aparece nesta ltima expressdo ja ¢ a massa gravitacional do corpo teste. Com
isto explica automaticamente o principio de equivaléncia, j& que na energia cinética da mecénica cldssica
esta massa é a massa inercial do corpo teste, que conceitualmente ndo tem nenhuma relagio com a massa
gravitacional, embora experimentalmente se verifique que as duas sio proporcionais ou iguais. A
velocidade que aparece na expressio da energia cinética para Schrodinger é a velocidade do corpo teste
em relaglo ao referencial das estrelas fixas, ou seja, em relag@o ao referencial no qual as estrelas como
um todo estfio paradas ou apenas com um movimento radial, sem transla¢@o ou rotagio do conjunto como
um todo. Sabe-se que amecanica cléssica funciona muito bem neste referencial, ou seja, sem anecessidade
da introdugdo das forgas de Coriolis ou centrifuga, mas nfo havia explicagdo para isto classicamente.
Com este modelo de Schrodinger a explicagio surge naturalmente. '

Para mim o mais curioso em todo o trabalho ¢ que Schrodinger afirma que chegou nesta expressio
modificada para a energia potencial “heuristicamente”. O significado da palavra heuristica ¢ o método
analitico para o descobrimento de verdades cientificas, ou seja, 0 método de resolver problemas por
raciocinio indutivo, avaliando a experiéncia passada e descobrindo a solug3o por tentativa e erro. Isto é,
Schrodinger chegou nesta energia potencial por conta propria. Sem que ele soubesse uma energia
potencial anédloga j& havia sido proposta quase 80 anos antes no eletromagnetismo por Wilhelm Weber,
em 1848. Sua energia potencial entre as cargas g, € g, , que ¢ uma generalizagio da de Coulomb, ¢ dada
por

99, 1 F
w=a% 1q_T
41t£0r( 2c2)

Nesta expressio &, =885.10"2C?/Nm> ¢ a permissividade do vdcuo. Weber conseguiu derivar as
leis de Gauss, Faraday e Ampere a partir de sua lei. Para uma discussio detalhada do trabalho de Weber
ver: A. K. T. Assis, Revista da Sociedade Brasileira de Historiada Ciéncia,v. 5, p. 53-59, 1991, “Wilhelm
Edouard Weber (1804-1891), Sua vida e sua obra;” A. K. T. Assis, Revista da Sociedade Brasileira de
Historia da Ciéncia,v. 7, p. 53-76, 1992, “Teorias de a¢#o a distincia - Uma tradugdo comentada de um
texto de James Clerk Maxwell”.

Weber ndo trabalhou apenas com eletromagnetismo, mas propds a mesma lei para a gravitagio, e esta
idéia também havia sido proposta por Holzmuller, Tisserand e alguns outros na década de 1870. Paul
Gerber chegou a uma lei anéloga para a gravitagio em 1898, e seu trabalho ¢ citado por Mach. Embora
nenhum destes autores aplicasse a lei de Weber para a gravitagfio para implementar o principio de Mach,
isto foi feito em um trabalho similar ao de Schrodinger por Reissner em 1814 e 1815, novamente sem
citar a lei de Weber (H. Reissner, Physikalishe Zeitschrift, v.15, p. 371-375, 1914, “Uber die Relativitdt
der Beschleunigungen in der Mechanik,” idem, v.16, p. 179-185, 1915, “Uber eine Moglichkeit die
Gravitation als unmittelbare Folge der Relativitit der Tragheit abzuleiten.” E estranho que Schrodinger,
sendo de lingua alema como Weber, nfio soubesse ou no citasse um trabalho que teve uma repercussio
tdo grande como o de Weber e nem citasse nenhum destes outros autores.
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Este € o ultimo artigo de Schrodinger antes de ele desenvolver e publicar seus trabalhos fundamentais
de mecénica quéntica (equagdo de Schradinger, resolug¢o do atomo de hidrogénio, etc.). Talvez seja este
o motivo pelo qual ndo deu muita continuidade ao artigo que est4 sendo traduzido aqui.

2 Tradugdio

E bem conhecida a objegdo levantada por E. Mach ! contra amecénicade particulas sujeitas a potenciais
centrais, cujos fundamentos foram melhor apresentados por L.Boltzmann 2 Tal objeciio diz que a
mecinica do ponto de vista de seus fundamentos, ndo satisfaz ao relevante postulado de relatividade. As
leis da mecénica ndo valem para quaisquer sistemas de coordenadas em movimento, mas apenas para um
grupo de sistemas que se movem reciprocamente em movimento translacional uniforme. Empiricamente,
mostra-se que tais sistemas tém eixos aproximadamente em repouso ou em movimento translacional
uniforme em relag#o as estrelas fixas, mas os fundamentos da mecénica classica nfio ddo nenhuma
explicagfio para isto. ( Nota 1)

A teoria da relatividade-geral também nio satisfaz, em sua forma original 3 a0 postulado de Mach,
como logo se viu ( Nota 2). Apds a derivagdo do movimento secular do periélio de mercirio, que se
mostrou em espantosa concordédncia com a experiéncia, qualquer pessoa ingénua pode se perguntar: Em
relagdo a que se d4, de acordo com a teoria, o movimento da elipse, o qual, de acordo com a experiéncia,
se d4 em relag#o ao sistema aproximado das estrelas fixas?

Tem-se como resposta que a teoria exige tal movimento em relag@o a um sistema de coordenadas que
satisfaz, no infinito, a determinadas condigdes de fronteira. O vinculo entre estas condi¢des e a presenga
das estrelas fixas nfo ¢, de nenhuma maneira, claro, j4 que as estrelas ndo sio levadas em conta nos
célculos.

O tratamento destas dificuldades ¢ feito pela teoria cosmolédgica que postula um universo espacial-
mente fechado, evitando, assim talvez, condigdes de fronteira. Pelas dificuldades conceituais que esta
teoria cosmologica ainda possui 4 ¢ nio pelas complicagdes matematicas desta teoria, a solugdo de
questdes verdadeiramente fundamentais, que parecem evidentes & formag@io em ciéncia natural, nos
parece conduzir a uma situag#o tal que ndo seja simples se obter uma vis#o clara e concisa da realidade.
Niéo duvido que, quando essa resposta for encontrada satisfazendo 4 teoria, ela nio so satisfard plena-
mente, mas podera ser colocada em uma forma que possibilite uma visfio completa da realidade em outros
sentidos. Do ponto de vista atual, ndio € sem sentido se perguntar se o principio de Mach n#o possa ser
tomado valido por uma modificagfio na teoria cldssica e se a pregonderéncia do sistema inercial das
estrelas fixas nfo possa ser compreendida de uma maneira simples °.

A expressio para a energia potencial na mecénica de.particulas, em especial o potencial de Newton,
satisfaz, sem outras conseqiiéncias, o principio de Mach, ja que ele s6 depende das distincias dos corpos
€ n#o de sua posigdo absoluta no espago. Pode-se, portanto, manter essa expressdo, ja que ela é aplicavel
do ponto de vista do postulado. Talvez ela seja uma primeira aproximagfio para uma lei da natureza algo
mais complicada. Por outro lado, tem-se também a energia cinética. Ela ¢, de acordo com a mecénica
classica, determinada pelo movimento absoluto no espago, enquanto que, para particulas pontuais,
somente movimentos, distancias e variagdes de distancias relativas podem ser observadas.

Pode-se perguntar se talvez ndio fosse possivel que a energia cinética, assim como a potencial,
dependesse n#io apenas de uma particula, mas da energia de interag3o das duas massas, e, assim sendo,
da distincia ¢ velocidade relativa das duas particulas. De todas as possiveis expressdes para essa energia,
escolhemos heuristicamente a que satisfaz as seguintes exigéncias:

1 . MACH, E. Die Mechanik in ihrer Entwicklung. Leipzig, F. A. Brockhalus, 3. ed. 1897. Ver especialmente a
o I1.6.

2 lséeini,TZMANN, L. Vorlesungen iiber die Prinzipe der Mechanik. Leipzig J. A. Barth, 1897.

3 EINSTEIN, A. Ann. D. Phys. n. 49, p. 769, 1916

4  WEYL, H. Raum, Zeit, Materie. 5. ed. §39. - Berlin, J. Springer. 1923. Ver também o artigo “Massentrigheit
und Kosmos™ do mesmo autor no 12° ano, (1924) em “Naturwissenschafien™.

5 Arespostaaessaquestdo ja foi apresentada por Mach na sua lei de inéreia. Essa apresentagio teve, ndo obstante,
pouco impacto, j& que Mach toraou uma interagfio de inéreia independente da disténcia ( ver artigo ja citado,
p.. 228 e seguintes).
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1.A energia cinética como energia de interagdo deve depender das massas e distincias das particulas
da mesma maneira que o potencial de Newton;

2 Deve ser proporcional ao quadrado da velocidade de variagdo da distincia.

Para a energia de interagfo total de duas massas pontuais, pepl’ , a distincia r, isso resulta na
expressdo

’

2
pp'P pp
W=y =

0))

As massas s#io aqui, dadas de tal forma que a constante gravitacional seja igual a 1. A constante
indeterminada y tem dimensio do reciproco de uma velocidade quadratica. Como ela deve ser universal,
esperamos que se trate, a menos de um fator numérico, da velocidade da luz e veremos que ela pode ser
reduzida a um fator numérico quando escolhemos o segundo-luz como unidade de tempo. Posteriormente,
mostraremos esse fator € igual a 3.

Agora, tomemos uma massa pontual p nas proximidades do centro de uma esfera oca de raio R, com
densidade de massa ¢ uniforme. Denotamos todas as coordenadas em relagfio ao sistema de repouso da
esfera. Nesse sistema a particula se move com coordenadas polares p, 0 e ¢. A distincia r da particula
ao elemento de superficie é dada por

r’ =R?> + p> — Rpcos(Rp)
R? +p® = 2Rp[cosd cosb’ @
+5in0 sin’ cos(p - ¢’)].

Tomemos (1) como a energia potencial total em cada ponto. Por diferenciagdo de (2) temos

rF=pp - Rb[cose c0s0’ +sin0 sinb’ cos(e — ¢ ')]
— Rp[-sin® cosO 0 + cos0 sinb’ cos((p -Q ‘ﬁ
~sin® sin®’ sin(p -9 ')p]. &)

Como o sistema de coordenadas ¢ de orientag#o arbitraria, ¢ conveniente escolher 0 = 0. A seguir,
calcularemos os termos principais que resultam dg¢ p << R . Com isso desprezamos os termos multipli-
cados por P em relagdo aos multiplicados por 0 OU( . Nessa aproximagdo, temos r =R. Isso resulta

F=—pcosd’ — pBsind’ cos(p — ). @
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Com auxilio de (1)

2 2x o=
W= %— [ do'[sine'd0 [p cos* 0’
0 0

+2pp0O sin®’ cos(op —0") + p202sin®8'cos’ (¢ — )]

- 4“7;10'R (pz +pze'2)'

g

®

J

Que ¢ exatamente o valor da energia cinética dado pela mecanica classica desde que a massa m de

nossa particula (em gramas) seja dada por

m= 8myoR
3

Visto que, segundo a lei de energia potencial

N
m=—=,
J

onde k ¢ a constante gravitacional usual, temos

1 8myoR

JE 3

Ou, se denotarmos para ¢ a densidade superficial usual §

5= 5
J’Eo

temos

4nsR® 3

©®

®

®

(10)
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Esta ¢ uma relagfo sobre a qual ainda teremos algo a comentar. (Nota 3)
Expressando as massas em gramas, a energia de intera¢do total é

W=ykmm r,z__kmm .
r r

)

Se uma massa m (planeta) move-se nas redondezas de uma massa grande m’ (sol), devemos ievar em
considerago além da energia cinética (5) em relagio ao “horizonte de massa”, a energia potencial e
energia cinética (1°) de m em relagfio a m’. Obtemos como energia total do “problema de um corpo™

W:(ﬂﬂ”"”_’”),-aﬂrzy_m, an
2 r 2 r

A presenga do sol tem o efeito de aumentar a interagfo gravitacional resultando no fato de que a inércia
“radial” do planeta ser algo menor do que a inércia “tangencial” (Nota 4). Pela aplicagio da lei das 4reas,
uma pequena variag#o resulta

rg’=f, (12)

e com a substitui¢do

ri=¢ 13)

obtemos, como ¢ de costume, pela eliminagdo do tempo de (11) e (12):

2
dt , 2km’', 2W

1+2vkm'e)| = | +£2- - =0. 14

(1+2y é)[d(p 3 f,§ - 14)
Com

km' W km”

E=n fz,C-mf2 i (15)

vem
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2.2
dn\/1+—2%:ﬁ—+2ykm'n
dop =

JC-n’

(16)

que difere da forma ordinaria pela presenga da raiz no numerador. Concluimos que, com a aplicago
de as orbitas dos planetas, existe uma pequena corregdo no movimento, caso y seja da ordem reciproca
do quadrado da velocidade da luz. Podemos ficar com a aproximag#o

212
(p(l + ka';z )arcsinn —ykm'\/C —1* +const. an

Enquanto o segundo termo 2 direita representa uma perturbagio periddica insignificante, o primeiro
termo representa uma precessio do periélio no montante

2nyk2»i’2

por revolugo, no sentido da revolugfo (¢ compreende o dngulo 2 + A, e r retorna desde 1 a0 mesmo
valor segundo a mesma fase). Pelas relagSes expostas

A (18)

2 3
km'=4n 2a ’ f___2nab, a9
T T

portanto,

)
kK'm? _4n’a®  4n’a’

12 .' bie? =1:2(1—§2)

(t, 8 b, £ sdo o periodo de revolugdo, semi-eixo maior, menor e excentricidade da elipse, respecti-
vamente). Isso resulta

3,2
A=_81£Yi_. (20)

r’(1-€%)
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Obtemos, assim, uma concordancia com a precessdo do periélio obtida pela teoria da relatividade®,
que para mercurio esta em concordancia com a experiéncia, desde que (Nota 5)

3
Y =—=. 1
c
Assim, a expressdo (1) tem a forma mais especifica

!

S LA

r r

) a”)

quando o tempo ¢ a massa s30 medidos de tal forma que a velocidade da luz e a constante gravitacionais
sdo iguais a 1. De (10) temos

=6,7-107¢. g.s. (10)

Pensemos em um “horizonte de massa” constituido de particulas com uma determinada distribui¢do
de velocidades medidas em relagio a um sistema de coordenadas convenientemente escolhido e que néo
s3o grandes em relag8o ao sistema do ponto médio. O resultado (5) ndo se modifica emrelagfio ao resultado
obtido no sistema de coordenadas em relagio ao qual o horizonte de massa estd em repouso. Também
aparece um termo adicional originério da distribuig#o radial de velocidades que ndo tem influéncia sobre
0 movimento.

Apo6s esse primeiro raciocinio, estd claro que devemos substituir a distribuigdo bidimensional do
horizonte de massa por uma distribui¢do espacial esfero-simétrica em relagfio ao ponto de observagéo,
distribuigdo essa cujas camadas internas (localizadas a distancias pequenas comparadas a R- para se
justificar a aproximagdo feita acima) tenham uma contribui¢dio desprezivel 4 interago de inércia total.
Seja d a densidade espacial da distribui¢iio em g/em3, R o raio externo de forma que no lugar de (10”)
temos

2 2 '
& 4mp°d dp=2nRd =< =6710"c.g.s., (10)
o 2k

0

onde mantivemos d constante para as regides internas a R. Esse resultado not4vel indica que o potencial
(negativo) de todas as massas na regido de observag#o, calculado com a constante gravitacional local,
deve ser igual a meio quadrado da velocidade da luz.

Uma avaliagio grosseira da integral em (10°’) para as massas de nosso sistema determina o valor
10" c.g.s.. Para isso admite-se que uma esfera de A= 200 parsec(1 parsec=3,09- 10 cm) seja
preenchida uniformemente com estrelas do tipo do sol € que um raio de 5 parsec corresponda a 30 de tais
estrelas. Isso resulta numa fragdio muito pequena de interagfo de inércia sobre a terra e sobre o sistema
solar proveniente de nosso sistema galdctico (Nota 6). Isso constitui, em vista da legitimidade da

6 A Einstein, ver artigo citado anteriormente, ultima pagina.
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apresentago aqui desenvolvida, um resultado muito feliz. Fosse a ordem de grandezas das relagdes um
pouco diferente, seria possivel explicar as minimas anisotropias na inércia terrestre e dos planetas. Uma
distribui¢io de massa como a gerada pelas estrelas conhecidas deve fazer com que um corpo tenha uma
interagio de inércia maior no plano galactico do que perpendicular a este. Deve-se também levar em
consideragio o fato de que ndo nos encontramos no centro dessa distribui¢o de massa. A relagdo de
grandezas apresentada acima parece a mim carregar a anisotropia de inércia resultante do posicionamento
assimétrico das massas em nosso sistema galactico mesmo dentro dos limites das observagdes astron6mi-
cas. Pode-se avaliar isso grosso modo por comparagdo com a bem demonstravel anisotropia de massa de
mercurio.

Surge, porém, contra o que foi dito acima, a questdo sobre como nossos sistemas inerciais podem estar
ligados em relagfio ao nosso sistema estelar (ou este em relagio aqueles), se aqueles sistemas nfo estdo
“atados” simplesmente a este sistema estelar, mas em relagdio as massas estelares muito mais distantes.
O motivo, ou melhor dizendo, a situagiio ¢ devida a nossa suposi¢do muito ingénua de que, empiricamente,
s6 velocidades estelares relativas pequenas importam, a saber, aquelas que s3o pequenas em relagio 4
velocidade da luz. Nossa lei (1°*) nfio fornece nenhuma explicag3o para isso.

Por outro lado, a observagio do aumento da inércia ( pelo desvio na trajetéria de elétrons) deve ser
aplicada 4 mecinica de nosso sistema solar, situagdio que se apresenta de um modo muito natural. As
pesquisas mostram que devemos considerar (1°*) apenas como uma aproximag3o para pequenas veloci-
dades, ¢, para grandes velocidades, a saber 7 comparavel 3 unidade, necessitamos fazer uma corregio.
Consideremos a formula da energia “relativistica” como uma expressfo empirica

J 1

En. cinética = mc°| -—-—
\/ 1- B2

1}, (22)

podemos, entdo fazer uma modificagiio em (1°°) que leva a (22) para velocidades arbitrarias. Estabele-
cendo-se (Nota 7)

pp' 2
W=t -3 1
R {(1-)" “

substituindo o valor (4) para I e seguindo o calculo que leva a (5) (omitindo-se o segundo termo entre
parénteses em (1°”’) que resulta em uma constante) temos

w

2ucR? (x| sin6'do’
= ————pR A d(p J: ] X % .
(1 —[{) cosf’ + p0 sind’ cos(’ -(p)] )

Primeiramente, fazemos
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x =c0s0’,y = sinb’ cos(p’ - o),

pelo que x e y percorrem duas vezes a superficie do circulo unitario quando ' e @' varrem todo seu
dominio. Encontra-se assim

W= 4;1(11'13_'"1”z fl dedy

1- ;')x+p(-')y2 % ]—xz—yz.
(1-[pee0] )Y

Agora, aplicamos a xe y “coordenadas polares planas” r e y, onde também escolhemos vantajosamente

1-rl=z

a0 invés de . Isso resulta

2n 1 dx
W=4ucRId\pI
0 (l—a2 +a’x

= 4uoR j dy =4p.0R2j:;L

2 2.t
o 1—vcos“y

z)%

a= pcosy + pO siny,

= ,b2+p20'2.

Obtemos, simplesmente por desenvolvimento em série da ltima integral (célculo direto ou integrag@o
no plano complexo), o resultado

8nucR _ 8rnuoR
2 \/] -p?- pzéz ’
que por (6) e (21) concorda com a parte ndo constante de (22),.j4 que, de antem@o, admitimos a

velocidade da luz igual & unidade.
De passagem, notamos que a lei (1°°°) pertence 4 fungio Lagrangeana
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L=-‘-‘“_(
r

2 - 4172 +3) 249)

que satisfaz

;-ﬂ._L=W=_FE_ 2

dr r (1_’-,2)% -3 @)

Integremos L de (24), semelhantemente ao que fazemos para W para a interagio de nossa particula
pontual com a casca esférica, e obtemos, a menos de uma constante, a conhecida fungio Langrangeana
relativistica para uma massa

L=-mc*\1-82,

" onde P mais uma vez ¢ a relag@o entre a velocidade da particula e a velocidade da luz.

A obje¢do mais grave que se levanta contra essa nota e sua implementagio ¢ que ela parece recorrer
a0 até hoje nunca demonstrado principio de ag#o a disténcia. Indiscutivelmente, ninguém hoje em dia,
nem mesmo o autor, consideraria a lei (1) ou (1°) nesse sentido. Mas da mesma forma que podemos
interpretar a influéncia aparentemente minima e instantinea de uma estrela distante sobre um péndulo
terrestre pela introdugio de uma propagagdo da gravidade segundo a velocidade da luz, parece a mim ser
possivel realizar-se os célculos dos termos que dependem de 7, sem ferir o principio de propagagio &
velocidade finita da interagio gravitacional. Isso serd verdadeiro se for possivel encontrar uma relagéio
tal que tome irrelevante, nos célculos, o fato de utilizarmos o estado de movimento instanténeo ou o
estado de movimento atrasado por um tempo de retardamento dependendo da propagacéo.

De outro modo, encontrariamos dificuldades conhecidas se considerarmos a sério o tempo de
retardamento. Parece, entdo, a principio, impossivel mantermos a dependéncia em 7.. Podemos definir
r de uma maneira empirica por meio da observagio do efeito Doppler mas este sb se aplica a dois
observadores que trocam entre si sinais de luz, mas n#o a0 “mesmo instante”. A energia cinética de
interagiio reduzida que se admitiu primeiramente divide-se novamente em dois termos. Além disso, a
causa para a diferenga do efeito Doppler, quando os dois corpos tém a mesma massa, pode ser devida 4
existéncia de outros corpos no universo que definem um sistema inercial para a luz tdo bom quanto para
o movimento das particulas consideradas.

Tenho por mim como possivel que um subsequente desenvolvimento dessas idéias daria origem a
vérias modificagdes na teoria da relatividade geral. Essas questdes representam uma drea que nenhuma
teoria moderna se aventurou ainda e para a qual nenhuma resposta concreta e vital foi encontrada. A
apresentag#o aqui feita, sobre a variagio dos movimentos relativos e ndo absolutos dos corpos abre uma
érea a ser trabalhada. Eu a fiz como um estagio intermediério util e possivel, que possibilite a compreenséo
de questdes fundamentais, com origem puramente empirica, familiares a todos, de uma maneira simples
¢ clara por principio.

Zurique, Instituto de Fisica da Universidade
(Recebido em 16 de Junho de 1925)
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3 Notas

Nota 1: Caso haja uma rota¢do entre os referenciais inerciais e o referencial das galaxias distantes ou
das estrelas fixas, ela ¢ menor do que 2 -10°® rad/ano: SCHIFF, L 1., Reviews of Modern Physics, v. 36,
p. 510-511, 1964, “Observational basis of Mach’s principle”.

Nota 2: O fato de que a teoria da relatividade geral de Einstein ndo implementa o principio de Mach
¢ bem conhecido. Os motivos deste fato estdo bem explicados em: REINHARDT, M. Zeitschritte fur
Naturforschung A, v. 28, p. 529-537, 1973, “Mach’s principle - a critical review;” RAINE, D. J., Reports on
Progress in Physics, v. 44, p. 1151-1195, 1981, “Mach’s principle and space-time structure”.

Nota 3: O resultado obtido por Schrodinger € exato e néo aproximado, embora em suas contas
tenha usado a aproximagdo de que a particula est4 proxima ao centro da casca esférica. Isto havia
sido mostrado por Helmholtz ao integrar a energia potencial eletromagnética de Weber

U =(q,q9,/4neyr)(1- £ 12c¢%) | Suponhamos uma casca esférica de raio R uniformemente carregada
com carga Qe densidade superficial de carga ¢ = Q/ 4nR* ,em repouso e sem rotagdo, interagindo
com uma carga de prova g localizada em qualquer lugar no interor da casca e se movendo com velocidade
¥ em relaglio 4 casca esférica. Ao integrar a energia potencial de Weber para este caso Helmholtz obteve
MHELMHOLTZ, H. V., Philosophical Magazine, v. 44, p. 530-537, 1872, “On the theory of eletrodynamics;”
MAXWELL, J. C., A treatise on Eletricity and Magnetism, New York: Dover, 1954), v. 2, cap. 23, art. 854,
p. 484-485:

2
v=22 10 v
4ne, R 6c

Para detalhes ver: (Helmholtz, 1872), Maxwell, 1954), (Assis, 1992 b) e (Assis, 1994, p. 193-198).
Novamente Schrodinger parece desconhecer o trabalho de Helmholtz e néo cita Maxwell também.

No caso de Schrodinger temos uma massa m interagindo com uma casca esférica de raio R € massa M
uniformemente distribuida sobre ela. Um célculo exatamente anilogo leva entdio que a integragdo da
ene?ia potencial U =—(Gmm, /r)(1-ar*/c*) , onde substituimos o y de Schrodinger por
/¢, sendo o um nimero adimensional que ele vai encontrar como sendo 3, da como resultado exato:

2
U:—G.M I_av_z i
R 3c

Este é o resultado da Eq. (5) de Schrodinger, a menos do primeiro termo —GmM/ R que ele ndo
considerou por ser constante e independente da velocidade da particula.
Ja sua Eq.(10) no sistema MKSA e com a definig#o y = /¢ seria escrita como

M _ 3c?
R 2Ga’

onde M=4rnsH ¢ a massa da casca esférica de raio R e densidade de massa superficial
5¢c=8-10"m/s e G=6,67- 107" Nnf/kg' é a constante gravitacional Newtoniana. Supondo que esta
relagdo (10) seja verdadeira e substituindo-a no resultado anterior vem que a energia de interago de m
com a casca esférica de massa M ¢ dada por (invertendo a ordem dos termos):
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Ou seja, esta ¢ a energia classica do corpo a menos de uma constante. E esta é a implementagio do
principio de Mach por Schrodinger. Vale observar ainda que o termo constante —3mc” / 2ct veio da
integragfio do potencial Newtoniano —Gmm, /r .

Nota 4: O problema de um corpo de massa m interagindo gravitacionalmente com uma massa grande
m’ (que pode ser considerada fixa) ¢ tratado na mecénica classica por T’ + V=const., onde T ¢ a energia
cinética do corpo, T=n"/2, ¢ V sua energia potencial Newtoniana de interagio gravitacional com o
corpo M, V=—-Gmm/r. Em coordenadas polares com o corpo de massa m ’ fixo na origem vem que
V=7 +rF ¢2demodo que esta equagdo fica na forma

m., m,., Gmm
—P + —r’p? - ——— =const.
2 2 r

A implementagdo do principio de Mach como Schradinger o faz é feita com a imposigo de que a soma
detodas as energias de interago de qualquer corpo com todo o universo seja uma constante. Os resultados
(5) e (10) de Schrodinger levam a que a energia de interagdo gravitacional de m com as estrelas fixas é
dada por m%2+const. J4 a energia de interagdo de m com m’é do tipo da de Weber, ou
seja,U=— (Gmvr)(1 - o /&, onde substituimos o k de Schradinger pela nossa expressgo usual G, e
seuy por o/ ¢, sendo o uma constante adimensional. Usando novamente coordenadas polares vem entéo
que nesta formulag#o:

My, 2.5y Gmm' r
—\(F +ro°}- 1-o — |=const.
2( P ) r ( cz) :

ou seja,
m oGmm'\, m ,., Gmm
—+——— P +-r¢°————=const.
2 rc 2 r

Esta ¢ a Eq.(11) de Schrodinger.
Podemos escrever esta equagio como:

m ., m ,. m
Pt - = const.
2 2 r

onde m, =mem, =m|l+20Gm'/ rc?). Ao comparar esta expressio com a da mecénica cléssica,
podemos dizer que na formulagdo de Schrodinger o planeta se comporta como se tivesse uma “massa
tangencial efetiva” m, inalterada, mas com uma “massa radial efetiva” m, aumentada em relago a m.
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Schrodinger vai mostrar que € esta anisotropia da massa inercial efetiva do planeta que vai explicar a
precesséo do periélio neste modelo. Isto d4 uma grande importéncia 4 observagdo anterior de Schrodinger
de que o planeta se comporta como tendo “massas inerciais efetivas™ diferentes em diferentes direg3es,
dependendo da distribuigiio de massas com as quais esté interagindo. Neste caso o responsavel pela
anisotropia da massa do planeta é o sol, que interage com ele radialmente mas nio tangencialmente. O
importante aqui € que a precessfio do periélio dos planetas, que ¢ bem conhecida quantitativamente a
muito tempo, passa a ser um ponto a favor do principio de Mach e de que a anisotropia das massas inerciais
¢ real. Isto ¢ relevante, considerando-se o aparecimento de alguns artigos nos ultimos anos criticando
negativamente este aspecto do principio de Mach e afirmando que n#io existe esta anisotropia da massa
inercial: COCCONI, G. ¢ SALPETER, E. E., Physical Review Letters, v. 4, p. 176-177, 1960, “Upper
limit for the anisotropy of inertia from the Mossbauer effect”; SHERWIN, C. W. et al., Physical Review
Letters, v. 4, p. 399-401, 196, “Search for the anisotropy of inertia the Mossbauer effect in ”;
HUGHES,H.W.,ROBINSON, H. G. ¢ BELTRAN-LOPEZ V., Physical Review Letters,v.4,p. 342-346,
1960, “Upper limit for the anisotropy of ineitial mass from nuclear resonance experiments”,

Vemos entdo que, pelo menos quando das interagBes puramente gravitacionais, como no caso do
movimento planetério, o efeito da anisotropia das massas inerciais ¢ um fato bem comprovado experi-
mentalmente pela precessdo do periélio dos planetas.

Nota §: Para cédlculos mais detalhados de como se obtém a precess#io do periélio dos planetas usando
uma lei de Weber para a gravitagfo, ver: ASSIS, A. K. T., Foundations of Physics Letters, v. 2,p. 301-318,
1989, n Mach’s principle”.

Nota 6: Vamos apresentar seu resultado no sistema de unidades MKSA. Sua equagio (10), com
y=a/¢, sendo a = 3 como descobriu para obter a precessdo do periélio dos planetas de acordo com as
observagdes, e com k= G, fica na forma

2 2 2
M _4nsR”_ 3¢ ¢ _ 6,7-10% kg / m,
R R 2Ga 2G
onde s= M/4x Ff ¢ a densidade de massa superficial da casca esférica de raio R e massa M.
Substituindo R por /' e s por d.dr’, onde d é a densidade volumétrica de massa da matéria distante (estrelas
fixas para Mach e Schrodinger, e galdxias hoje em dia)e aF ¢ a espessura da casca esférica, e integrando
r de0aR vem:

R 2 2
J-4nr 4 = 2R = S =6,7-10% kg / m,
| = 26

que ¢ o resultado (10°") do Schrodinger. Ou seja, para que ele obtenha a energia cinética da mecénica
cléssica este resultado tem de valer.

Ao avaliar o valor de 2x R*d para a nossa galéxia, Schrodinger obtém, com
R~ 200 parsec=6-10® me com d~4-10% kym®:2x R*d= 10" kym..

Como isto ¢ muito menor do que o valor necessério para se derivar a energia cinética, Schrodinger
conclui que a matéria responsével pela inércia dos corpos na terra e no sistema solar estd muito além da
nossa galdxia. .

Hubble desenvolveu seus trabalhos principais a partir de 1924, quando estabeleceu que as nebulosas
eram sistemas estelares similares 4 via lactea, externas a ela. Em 1929, portanto ap6s o trabalho de
Schradinger, descobriu a lei que relaciona o redshift das galdxias com suas disténcias. Colocando nesta
equacfio acima R=c/Hyed =p,, onde H, ¢ a constante de Hubble ¢ p, ¢ a densidade média de
matéria no universo, obtemos que vale o resultado: 2nR*d = ¢* /2G . Ou seja, além de se derivar esta
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relagdio, esta implementagfo do principio de Mach com uma lei de Weber apresenta um novo dado
quantitativo a favor do principio de Mach.

Nota 7: Recentemente Wesley chegou a uma expressdo aniloga, sem conhecer o trabalho de
Schrodinger: WESLEY, J. P., Foundations of Physics Letters, v. 3, p. 581-605, 1900, “Weber electrody-
namics, Part ITI. Mechanics, gravitation”.
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Errata do artigo de A. L. Xavier Jr. e A. K. T. Assis, “O cumprimento do postulado de
relatividade na mecénica cléssica — uma traducdo comentada de um texto de Erwin
Schrddinger sobre o principio de Mach”, Revista da Sociedade Brasileira da Historia da
Ciéncia, Vol. 12, pags. 3-18 (1994):

- Pég. 6, a equacao (2) deve ser:

r’=R? + p> —2Rpcos(Rp)
= R? + p? — 2Rp[cos & cos '+sin Gsin 6'cos(p —¢')]

- Pég. 7, a equacao (5) deve ser:

_quoR* R 2 g
W = Id¢j$lﬂ(9d(9[p cos” 0'+
R 0 0
+2ppfsin 6'cos 6'cos(p — ¢') + s

+ p®0%sin® @'cos’ (¢ — (o')]= %(ﬁz + ,0292)

Py

- Pag. 8, a frase depois da Eq. (11) deve ser:

A presenca do Sol produz, além da atracdo gravitacional, também o efeito de que a massa
inercial “radial” do planeta seja um pouco maior do que a massa inercial “tangencial” (Nota
4). Usando a lei das areas, que permanece inalterada,

- Pag. 8, a equacdo (12) deve ser:
r’eo=f,

- Pag. 9, a equacdo (17) deve ser:
2 ~A12
m .
¢ = (1+ 7kf 5 ]arcsm n—km'y/C —n® +const.

- Pag. 9, a equacdo embaixo da equacdo (19) deve ser:

k’m? 4r’a®  4x*a’
f? b2z? 2'2(1—82)




- Pég. 9, a equacdo (20) deve ser:

3 2
A= TR
T il—g )

- Pé4g. 11, a equacdo (1°°) deve ser:

' 2
=

- Pag. 12, a segunda equacdo deve ser:

W=duoR | dxdy

. . V) /2
KryPet (1— [ x+ pby] )3 J1-x%—y?
- Pag. 12, a terceira equacao deve ser:
1-r° =z

- Pag. 12, a quarta equacao deve ser:

27rd 1 dZ
W =4u0R
He 1[ W'([(l—a2+a222)3/2

27 27
dy dy'
=4u0 R =40 R
a ll—a2 # !;1—v2 cos” '
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