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1. A EXPERIENCIA DO BALDE DE NEWTON.

Apresentamos a experiéncia do balde de Newton ¢ a critica da interpretagao
desta experiéncia feita por E. Mach. Em seguida discutimos esta experiéncia do
ponto de vista da mecanica relacional. Mostramos que a mecédnica relacional
baseada numa lei de Weber para a gravitagic implementa quantitativamente o
principio de Mach. Derivamos a igualdade enire as massas inerctais €
gravitacionais. Mostramos que as forcas centrifugas sdo forcas reais de origem
gravitacional que surgem quando hd uma rotagio do universo como um todo
(estrelas fixas e galaxias distantes).

No 1nicio de seu livro principal cuja primeira edigio ¢ de 1687, Principios
Matemdticos de Filosofia Natural, [1], Newton introduz os conceitos de tempo,
espago e movimento absolutos:

“1 - O tempo absoluto, verdadeiro e matematico, por si mesmo e
da sua propria natureza, flui uniformemente sem relagdo com qualquer
coisa externa e € também chamado de duragdo;, o tempo relativo,
aparente ¢ comum ¢ alguma medida de duragdo perceptivel e externa
(seja ela exata ou ndio uniforme) que € obtida através do movimento e
que € normalmente usada no lugar do tempo verdadeiro, tal como uma
hora, um dia, um més, um ano.

I - O espago absoluto, em sua propria natureza, sem relagdo com
qualquer coisa externa, permanece sempre similar e imovel. Espago
relativo € alguma dimensdo ou medida mdvel dos espagos absolutos, a
qual nossos sentidos determinam por sua posigdo com relagio aos
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corpos, € ¢ comumente tomado por espago imovel; assim € a dimensio
de um espago subterrdneo, aéreo ou celeste, determinado pela sua
posicdo com relagdo a Terra (...)

HI - Lugar é uma parte do espago que um corpo ocupa, € de
acordo com o espago, € ou absoluto ou relativo. (...)

IV - Movimento absoluto € a translagdo de um corpo de um lugar
absoluto para outro; e movimento relativo, a translagio de um lugar
relativo para outro. (_..)”

Entdo Newton apresenta a experiéncia do balde, mesmo antes de apresentar

as suas trés leis do movimento:

“As causas pelas quais movimentos verdadeiros e relativos sdo
diferenciados um do outro, sdo as forgas imprimidas sobre os corpos
para gerar movimento. O movimento verdadeiro ndo ¢ nem geradoe nem
alterado, a nfio ser por alguma forga imprimida sobre ¢ corpo movido;
mas 0 movimento relativo pode ser gerado ou alterado sem qualquer
forga imprimida sobre o corpo. (...}

Os efeitos que distinguem movimento absoluto de relativo sio as
for¢as que agem no sentido de provocar um afastamento a partir do eixo
do movimento circular. Pois nfio ha tais forgas em um movimento
circular puramente relativo; mas em um movimento circular verdadeiro e
absoluto elas sdo maiores ou menores, dependendo da quantidade do
movimento. Se um recipiente, suspenso por uma longa corda, € tantas
vezes girado, a ponto de a corda ficar fortemente torcida, e entéo
enchido com agua e suspensc em repouso junto com a agua; a seguir,
pela agdo repentina de outra for¢a, € girado para o lado contrario e,
enquanto a corda desenrola-se, o recipiente continua no seu movimento
por algum tempo; a superficie da agua, de inicio, serd plana, como antes
de o recipliente comegar a se mover; mas depois disso, ¢ recipiente, por
comunicar gradualmente o seu movimento & agua, fard com que ela
comece nitidamente a girar e a afastar-se pouco a pouco do meio e a
subir pelos lados do recipiente, transformando-se em uma figura céncava
(conforme eu mesmo experimentei), e quanto mais rapido se torna o
movimento, mais a agua vai subir, até que, finalmente, realizando suas
rotagbes nos mesmos tempos que o recipiente, ela fica em repouso
relativo nele. Essa subida da agua mostra sua tendéncia a se afastar do
eixo de seu movimento; e 0 movimento circular verdadeiro e absoluto da
agua, que aqui ¢ diretamente contrario ao relativo, torna-se conhecido e
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pode ser medido por essa tendéncia. De inicio, quando ¢ movimento
relativo da dgua no recipiente era maximo, ndo havia nenhum esforgo
para afastar-se do eixo; a 4gua ndo mostrava nenhuma tendéncia a
circunferéncia, nem nenhuma subida na dire¢ao dos lados do recipiente,
mas mantinha uma superficie plana, e, portanto, seu movimento circular
verdadeiro ainda ndo havia comegado. Mas, posteriormente, quando o
movimento relativo da agua havia diminuido, a subida em dire¢do aos
lados do recipiente mostrou o esforgo dessa para se afastar do eixo; e
esse esforgo mostrou o movimento circular real da agua aumentando
continuamente, até ter adquirido sua maior quantidade, quando a agua
ficou em repouso relativo no recipiente. E, portanto, esse esforgo ndo
depende de qualquer translagio da 4gua com relagio aos corpos do
ambiente, nem pode 0 movimento circular verdadeiro ser definido por tal
translagdo. (...)”

Vamos tentar analisar esta experiéncia de acordo com os pontos de vista de
Newton Nos concentraremos em duas situagdes. Na primeira o balde ¢ a agua
estdo em repouso em rtelagdo a terra, e a superficie da agua € plana. Na segunda
situagdo a agua e o balde estio girando juntos com uma velocidade angular
constante em relagio a terra, e a superficie da dgua ¢ concava (ela € um paraboldide
de revolugio). As perguntas principais a responder sdo: Porque a superficie da agua
¢ plana em uma situagdo e cdncava em outra? O que causa este comportamento
diferente da superficie da 4gua? E a rotacio da agua em relagdo a que?

Ha trés suspeitos naturais principais: O balde, a terra ¢ as estrelas fixas (para
simphficar a analise chamaremos o restante do universo compreendendo a via lactea
¢ as outras galaxias pelo nome de “estrelas fixas”). Vamos analisar se a superficie
concava da agua € devida a sua rota¢do em relagdo a algum destes suspeitos.

Que o balde ndo € o responsavel pelo comportamento diferente da agua
nestas duas situa¢des pode ser compreendido imediatamente observando que ndo
ha movimento relativo entre a 4gua e o balde nestes dois casos. Assim, qualquer
que seja a forga exercida pelo balde sobre cada molécula da agua na primeira
situagdo, vai continuar sendo a mesma na segunda situagio ja que o balde também
estad em repouse em relacio a agua neste caso.

O segundo suspeito € a terra. Na primeira situag8o a agua esta em repouso
em relag#io a terra e sua superficie € plana. Na segunda situago a dgua esta girando
em relagido a terra e sua superficie € cdncava. Assim, poderia ser esta rotagio
relativa entre a dgua ¢ a terra a responsavel pela concavidade da d4gua. Para Newton
este ndo era o ¢aso, ou seja, ndo era esta rotacdo relativa entre a agua e a terra que
causava a concavidade da agua. Podemos explicar e justificar seus pontos de vista e
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argumentagio utilizando dois resultados que ele apresentou em outras Segdes dos
Principia. O primeiro resultado esta no Livro 11T onde ele apresentou sua famosa
lei de gravitagdo universal. Em notagio vetorial esta lei afirma que a forga exercida
por uma particula de massa gravitacional m,, localizada em T, sobre uma outra

particula de massa gravitacional m_, localizada em 1, ¢ dada por:

gl 2 >? (1)

)

L B

F=-Gm

glm

onde G = 6,67 x 10" Nm? kg™ ¢ a constante gravitacional, r=|f, ~T,[ é a
g i

distancia entre as particulas e T = (T, —?3);’ r € o vetor unitario apontando da
particula 2 para a particula 1.

O segundo resuitado se encontra na Segio XII (As Forgas Atrativas de
Corpos Esféricos) do Livro I. Aqui ele provou dois teoremas extremamente
importantes: '

“Proposi¢io LXX. Teorema XXX

Se para cada ponto de uma superficie esférica tenderem forgas
centripetas iguais, que diminuem com o quadradoe das distdncias a partir
desses pontos, afirmo que um corpasculo localizado dentro daquela
superficie ndo sera atraido de maneira alguma por aquelas forgas. (...)

Proposigdo LXXI. Teorema XXXI

Supondo-se o mesmo que acima, afirmo que um corplsculo
localizado fora da superficie esférica € atraido em direcdo ao centro da
esfera com uma forga inversamente proporcional ao quadrado de sua
distancia até este centro.” '

Hoje em dia se provam estes resultados de maneira simples utilizando o teorema de
Gauss. O primeiro resultado € analogo a dizer que o potencial gravitacional ¢
constante dentro de uma casca esférica tal que nenhuma for¢a age sobre uma
particula em qualquer posigao de seu interior. O segundo resultado afirma que uma
casca esférica atrai uma particula externa como se toda a casca estivesse
concentrada no centro da esfera.

Com isto podemos voltar a analisar a experiéncia do balde sob o ponto de vista
Newtoniano. Na primeira situagdo a agua estad em repouso em relagdo a terra. A
unica forga relevante exercida pela terra sobre cada molécula da agua tem origem
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gravitacional. Seu valor pode ser encontrado utilizando a forga gravitacional de
Newton e seu 31° teorema apresentado acima. Esta forga serd exatamente o peso
do corpo apontando verticalmente para baixo (desprezando o pequeno valor devido
4 ndo esfericidade da terra e devido a rotagdo da terra em relagdo s estrelas fixas),
Ou seja;

P=m,g, 2)

o /R{ =98ms™ ¢ o valor do campo gravitacional

onde g=-gf e g=|g=GM
tipico na superficie da terra, ou seja, o valor da aceleragdo de queda livre no vacuo
(f apontando radialmente a partir do centro da terra, M, , sendo a massa
gravitacional da terra e R, seu raio). Ja na segunda situagdo a agua esta girando em
relagdo & terra, mas a forga gravitacional exercida pela terra sobre cada molécula de
dgua ainda é dada por (2) Isto é devido ao fato de que a lei de gravitagdo de
Newton, (1), ndo depende da velocidade ou aceleragio entre 0s corpos
interagentes. [sto significa que na mecanica Newtoniana a terra ndo pode ser
responsavel pela concavidade da dgua. Estando a agua girandoe ou em repouso em
relagdo a terra, ela sentira sempre a mesma forga gravitacional exercida pela terra,
(2). Ou seja, a forga sempre aponta para baixo, sem gualquer componente normal
a0 eixo da rotagdo dependendo da velocidade da agua.

A mesma coisa pode ser vista no referencial que gira com a dgua e o balde. Neste
referencial no qual o balde esta em repouso, a terra seria vista girando oposta
daquela em que o balde gira na segunda situag¢iio no referencial anterior, enquanto
que a superficie da agua é cOncava embora a agua esteja em repouso neste novo
referencial Devido ao fato de que (1) ndo depende da velocidade ou aceleragio, o
teorema 31 de Newton vai permanecer valido mesmo para uma terra girando. A
forga gravitacional exercida pela terra sobre qualquer molécula da agua ainda vai
ser dado por (2). Isto €, mesmo neste referencial a terra ndo val exercer qualquer
forga normal ao eixo de rotagdo pressionando a dgua contra as paredes do balde.

O terceiro suspeito para a concavidade da superficie € a rotacdo da agua em
relagdo ao restante do universo. Chamamos aqui de “estrelas fixas” a este restante
do universo, para simplificar. Na primeira situagdo a agua esta essencialmente em
repouso em relagdo ao referencial das estrelas fixas (estamos desprezando aqui a
rotag¢do diurna e anual da terra em relagio as estrelas fixas ja que estas velocidades
angulares sdo muito menores do que a velocidade angular do balde na experiéncia
de Newton). Na segunda situag@o a agua esta girando com relagio as estrelas fixas
¢ poderia ser esta rotagdo relativa a responsavel pela concavidade da agua. Mais
uma vez Newton argumentou que este ndo € o caso (“E, portanto, esse esforgo {da
agua se afastar do eixo circular de seu movimento] ndo depende de qualquer
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translagio da agua em relagio aos corpos do ambiente, nem pode o movimento
circular verdadeiro ser definido pela translagio™). Podemos reforgar a
argumentagic de Newton observando que deixando de lado as pequenas
anisotropias na distribuigdo da matéria no espago (como a anisotropia devida ao
sol, ao centro de nossa galaxia, ao grupo local de galaxias, etc.), o universo €
essencialmente isotropico em grande escala. A tnica interagio relevante da agua
com o restante do universo € gravitacional. Utilizando este fato observacional da
isotropia em larga escala, utilizando também a lei de gravitagio de Newton e seu
30° teorema apresentado actma, obtemos que a forga resultante exercida pelas
estrelas fixas (ou seja, pelo restante do universo) sobre cada molécula de agua ¢
essencialmente zero. Este é o motivo pelo qual as estrelas fixas ou o restante do
universo nunca ¢ levado em conta na mecdnica Newtoniana (isto €, quando
estudamos a colisdo de duas bolas de bilhar, ou o movimento parabolico de um
projétil, a forga gravitacional das estrelas ndo € considerada ja que a forga
resultante exercida por elas € essencialmente nula) E isto continua valido nio
apenas quando a agua esta em repouso em relagdo as estrelas fixas, mas também
quando ela estd girando com relagio a elas ja que a lei de Newton da gravitagdo
ndo depende da velocidade ou da aceleragdio entre os corpos. Ou seja, a forga
gravitacional resultante agindo sobre uma particula no interior de uma ou de vartas
cascas esféricas € nula, ndo interessando a posigéo da particula nem sua velocidade
ou aceleragio em relagdo as cascas. Com isto podemos desprezar para todos os fins
praticos a forga gravitacional exercida pelo restante do universo como um todo.
Newton estava perfeitamente ciente desta implicagio cosmologica de seu 30°
teorema (Proposicdo LXX). Por exemplo, na Proposicdo XIV, Teorema XIV do
livro III do Principia ele afirmou: “E como estas estrelas ndo estdo sujeitas a
nenhuma paralaxe perceptivel devido ao movimento anual da terra, elas ndo podem
ter nenhuma forga, devido a sua imensa distancia, para produzir qualquer efeito
perceptivel em nosso sistema. Sem mencionar que as estrelas fixas, dispersas em
todo lugar no céu de forma desordenada, destroem suas agbes mutuas devido a
suas atragdes contrarias, pela Prop. LXX, Livro 1.7

O mesmo acontece no referencial que gira com o balde. Neste referencial
vemos a agua cOncava mas em repouso, enquanto as estrelas fixas estdo girando na
direcdo oposta. O 30° reorema de Newton ainda permanece valido ja que sua lei da
gravitagdo depende apenas da distdncia instantdnea entre os corpos. Assim o
conjunto das estrelas fixas nfio exerce qualquer forga cenirifuga sobre a agua e ndo
pode ser ¢ responsavef pela concavidade da superficie.

Isto mostra que na mecénica Newtoniana a superficie cdncava da agua ndo
pode ser explicada pela rotagdo entre a dgua e o balde, nem entre a dgua e a terra, ¢
nem entre a agua € o restante do wmwverse. Como a diferenga entre a pruneira € a
segunda situagdes € real (num caso a superficie esta piana e no outro cdncava,
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podendo mesmo entornar do balde se a rotagdo for alta), Newton precisava achar
um outro responsavel pelo efeito, ou uma outra causa. Para €le esta causa era a
rotagio da agua em relagio ao espago absoluto. Supondo a validade da sua lei da
gravitagdo, ndo havia outra alternativa para ele além desta afirmagdo. Para Newton,
como vimos, este espago absoluto, “em sua propria natureza, sem relacio com
qualquer coisa externa, permanece sempre similar e imovel.” Ou seja, na primeira
situagdo a agua estaria essencialmente em repouso em relagdo ao espago absoluto
(desprezando mais uma vez a rotagio diurna da terra ao redor de seu eixo € sua
translagdo anual ac redor do sol), enquanto que a dgua estaria girando em relagdo
ao espago absoluto na segunda situagdo. Para Newton esta ¢ a causa real da
concavidade da superficie da agua.

II. MACH E A EXPERIENCIA DO BALDE

Emst Mach argumentou fortemente contra os conceitos de espago € tempo
absolutos de Newton. Em seu livio 4 Ciéncia da Mecdnica, [2], cuja primeira
edigdo ¢ de 1883, afirmou (p. 279, nossa énfase):

“Se num sistema material, h4d massas com velocidades diferentes,
que podem entrar em relagdes mituas umas com as outras, estas massas
nos apresentam forgas. SO podemos decidir quio grandes sdo estas
for¢as quando sabemos as velocidades a que sdo trazidas estas massas.
Massas em repouso também sio forcas se todas as massas nio estdo em
repouso. Pense, por exemplo, na experiéncia do balde girante de Newton
na qual a 4gua ainda ndo esta girando. Se a massa m tem a velocidade v,
¢ € para ser trazida até velocidade v,, a forga que é para ser exercida
sobre ela¢ p — m (v - v;) 1, ou o trabalho que é para ser realizado ¢

v kl -
ps=m(v]‘ -~v;). Todas as massas e todas as velocidades, e

conseqiientemente todas as forgas, sfio relativas. Nido ha decisio sobre
relativo ou absoluto que podemos possivelmente encontrar, a qual
sejamos forgados, ou da qual possamos obter qualquer vantagem
intelectual ou de outra natureza. Quando autores bem modernos se
deixam induzir em errc pelos argumentos Newtonianos que sdo
derivados do balde de agua, a distinguir entre 0 movimento relativo e
absoluto, eles ndo pensam que o sistema do mundo $6 nos é dado uma
vez, € que as visdes Ptolomaica e Copernicana sdo nossa interpretagao,
mas ambas sdo igualmente reais. “Tente fixar o balde de Newton e
girar o céu de estrelas fixas e entdo prove a auséncia de forcas
centrifugas.”
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Desta tltima frase podemos ver que para Mach o principal responsavel pela
concavidade da 4gua € a rotagdo relativa da Agua em relagdo as estrelas fixas As
forcas centrifugas sdo entdo vistas como forgas reais que existem em qualquer
sistema de referéncias no qual o céu de estrelas fixas esta girando.

Isto € ainda mais evidente em outra seg¢do do livio de Mach onde ele discute
a experiéncia do balde em mais detalhes, [2, pags. 283-4, nossa €énfase]:

“5. Vamos examinar agora o ponto sobre o qual Newton,
aparentemente com motivos razodveis, baseia sua distingdo entre
movimento absoluto e relativo. Se a terra estd com uma rotagio absoluta
ao redor de seu e¢ixo, as forgas centrifugas aparecem na terra: ela fica
com uma forma oblata, a aceleragdo da gravidade é diminuida no
equador, o plano do péndulo de Foucault gira, e assim por diante. Todos
estes fendmenos desaparecem se a terra estd em repouso € 0s Outros
corpos celestes se movem com um movimento absoluto ao seu redor, tal
que a mesma rotagdo relativa seja produzida. Este € o caso, de fato, se
comegarmos ab initio [desde o inicio] com a idéia de espago absoluto.
Mas se nossa posi¢do for baseada nos fatos, encontraremos que temos
apenas conhecimento de espagos e movimentos relativos. Relativamente,
sem considerar o meio desconhecido e desprezado do espago, os
movimentos do universo sio os mesmos quer adotemos o ponto de vista
Ptolomaico ou Copernicano. Ambos pontos de vista sdo, na verdade,
igualmente corretos, apenas o Ultimo ¢ mais simples e pratico. O
universe nio ¢ dado duas vezes, com uma terra em repouso € com uma
terra em movimento; Mas apenas uma vez, COM seus movimentos
relativos, que s30 os Gnicos determinaveis. Portanto nio nos é permitido
dizer como seriam as coisas se a terra ndo girasse. Podemos interpretar o
Gnico caso que nos ¢ dado de maneiras diferentes. Se, contudo,
interpretarmos este caso de forma que fiquemos em conflito com a
experiéncia, nossa interpretacio estd simplesmente errada. Os principios
da mecinica podem, na verdade, ser concebidos de tal forma, que
mesmo para rotagées relativas surgem as for¢as centrifugas.

A experiéncia de Newton com o balde girante de agua nos
informa simplesmente que a rotagdo relativa da agua em relacdo aos
lados do balde nido produz forgas centrifugas perceptiveis, mas que tais
forgas sdo produzidas pela rotagfo relativa da dgua em relagiio 4s massas
da terra e de outros corpos celestes. Ninguém é competente para dizer
como serta o resultado da experiéncia se os lados do balde aumentassem
em espessura ¢ massa até que eles tivessem uma espessura de varias
léguas. Ha apenas uma Unica experiéncia diante de nds, e a nossa funcio
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é coloca-la de acordo com outros fatos conhecidos por nds, e ndo de
acordo com ficgdes arbitrarias de nossa imaginagio.”

Concordamos fortemente com Mach nestes aspectos, ¢ ndo com Newton.

Apesar disto, Mach ndo mostrou como a rotagio do céu de estrelas fixas
" pode gerar forgas centrifugas. Como vimos, o 30° teorema de Newton mostra que
com uma forga central que cai com o quadrado da distdncia como (1), o céu de
estrelas fixas néo vai exercer qualquer forga gravitacional perceptivel em qualquer
molécula da agua no balde, estando o céu de estrelas fixas em repouso ou girando
ao redor da Agua

Na proxima Segdio apresentamos um modelo matematico gue zmplementa
quantitativamente as idéias de Mach.

IIl. A MECANICA RELACIONAL

Para implementar quantitativamente o principic de Mach precisamos
modificar a lei de gravitagdo de Newton, (1), incluindo termos que dependem da
velocidade e acelerag8o entre os corpos interagentes. Isto nunca foi feito por Mach.
Em nossa opiniiio o melhor modelo nesta diregdo é o de uma lei de Weber para a
gravitagdo. Para uma discussdo detalhada da forga e energia de Weber aplicadas ao
eletromagnetismo e gravita¢io, com referéncias detalhadas, ver [3] e [4].

Nossa 1d¢ia basica € comecar com uma energia potencial gravitacional entre
duas massas gravitacionais dada por:

U:meLm’-‘i[l 5 r)e“ (3)

r 2c

Nesta expressdo £ ¢ uma constante adimensional e 1/a da o comprimento

caracteristico da interagdo gravitacional. A energia potencial gravitacional da
mecanica classica € esta expressiocom £=0 ¢ a=0.

Neste trabalho vamos considerar o como sendo uma constante
independente do meio entre as particulas 1 e 2. Seu valor vai ser tomado como
a=H,/c, onde H ¢ a constante de Hubble. Vamos também tomar £ =6

como em nossos trabalhos anteriores.



58 REFLEXOES SOBRE 0S FUNDAMENTOS DA FiSICA MODERNA

A forga exercida por 2 em 1 pode ser obtida utilizando F =—dU /dr, ou
seja:

r

— m 5 @2 . L2 —I |
F:.—G——g].nl_g_‘.'—?l: _E_T_____i_érr__i_ H(J [1*EF—WWJ6 Hoffl (4)
2¢”)

: 2 ¢? ¢’ ¢

Integramos agora esta expressdo para uma particula de massa gravitacional mg
interagindo com a parte isotropica, homogénea e infinita do universo. Sua
densidade gravitacional média é representada por p,. Para integrar utihzamos

coordenadas esféricas e substituimos m,, por p, 1, senf,dr,d6,d9,.

Integramos de 9, =0 até 27, de 8,=0 até n, ede r, =0 até o
infinito. Fazemos esta integragdo num sistema de referéncia relativo ao qual o
universo como um todo (¢ conjunto de galaxias distantes) tem uma aceleragdo
translacional 3, e esta girando com uma velocidade angular ® . Com relagéo a

este sistema de referéncia a particula 1 estd localizada em T, , tem uma velocidade
v, =dF, / dt e uma aceleragio 3, = d°7, /dt’. O resultado final da integragdo é:

— : - . . - . do .
F]:—Amg[é’ﬁrmux(u)uxrl)—Zmuxvln-%xn*au] (3)

onde A =4nGEp, /3H.. Colocando os valores observados destas constantes

obtemos que A € aproximadamente igual a 1. Daqui por diante vamos tomar A = 1.
Deve ser lembrado que com a forga gravitacional de Newton obteriamos um
resultado nulo em vez de (5), devido ao 30° teorema apresentado acima.

Para completar a formulagdo de uma dindmica relacional precisamos usar o
principio de equilibrio dindmico, [S]: “A soma de todas as forgas, de qualquer
natureza (gravitacional, eletromagnética, eldstica, nuclear, etc.) agindo em qualquer
corpo € sempre nula, em todos os sisternas de referéncia, mesmo quando o corpo

esta em movimento e acelerado.”
M+t

Representamos por ZFJ., a forca resultante agindo em 1 devido a N

=2
corpos locais j {(como a forga gravitacional devido a terra e ao sol, forgas de
contato, forcas eletromagnéticas e de atrito, etc.). O principio de equilibrio
dinamico pode ser expresso como a soma das for¢as devido a distribuigio



A Experiéncia do Balde de Newton 59

N+) ~
anisotrépica, Z F, ,comas forgas devido a distribui¢o isoirdpica de massa, F,
=2
N+1 . _
atuando em 1 tem de ser nula; Z F,, +E = 0. Com (5) vem, rearranjando um dos
j=2

termos:
\l+l_. B . ~ - R d(b' - - _‘ _
ZF“ —mg][mu x(G,x%)-26, xV, - dtu XT -8, |=m,d (6)
-2 -

E esta ¢ essencialmente a segunda lei do movimento de Newton com as
forgas “ficticias.” Na mecéanica relacional estas sido for¢as gravitacionais reats que
surgem em qualquer sistema de referéncia no gual o universo come um todo tem
uma aceleracdo translacional , e esté girando com uma velocidade angular @ ,. A
proporcionalidade entre as massas inerciais e gravitacionais da mecanica classica (o
principio de equivaléncia) é derivado de maneira imediata neste modelo. Isto
porque o lado direito de (6) surgiu da interagio gravitacional (5) entre o corpo 1 e
a distribuigdo 1sotrépica de matéria ao seu redor. A eq. (6) fica com sua forma mais
simples num sistema de referéncia no qual o universo como um todo ndo esta
acelerado: d, =0,®  =0,do /dt=0. Isto explica a coincidéncia na mecanica
Newtoniana do fato de o referencial das “estrelas fixas” ser o melhor referencial
inercial que temos. Ou seja, neste referencial podemos aplicar a segunda lei de
Newton sem necessitar introduzir as “forgas ficticias.”

IV. EXPLICACAO DA EXPERIENCIA DO BALDE COM A MECANICA
RELACIONAL

Na primeira situagio descrita acima (dgua e balde em repouso com relagio a
terra, superficie plana) temos, no referencial da terra:
v, =0, 8 =0 0,=0 do,6/dt=0 (desprezando neste problema a rotagio
diurna ou anual das estrelas fixas ao redor da terra ja que esta rotagdo é bem menor

N1l
que a do balde na segunda situagio). De (6) concluimos entdo que Z F'j] =0. Isto
=2
significa que © peso de um pequenc volume de agua € contrabalangado pelo
empuxo da agua, ou seja, pelo gradiente de pressic na dgua, e a superficie fica
plana (principios de Arquimedes e Pascal).

Na segunda situagdo temos o balde girando junto com a agua em relagéo a
terra com uma velocidade angular constante @ , , € a superficie € concava agora.
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No referencial da terra podemos desprezar &, ®,, e de, /dt comparados com

us
@, jdque ®,>> w , onde @, € a rotaglio vista pela terra das estrelas e das
galaxias distantes ao redor da terra. Entdo voltamos a uma situagdo analoga a da
mecénica Newtoniana com a agua sendo acelerada num referencial inercial sem a
presenga de forgas ficticias. A forga gravitacional por unidade de volume exercida
pela terra sobre um elemento de volume da agua com densidade p, € p,g,. Esta
for¢a é contrabalangada pelo gradiente de pressio —VP e neste caso ¢ igual a
p,3,. A 4gua descreve um movimento circular ao redor do eixo de rotagio de tal
forma que @, = —@3p,, onde P, € o vetor posi¢io do elemento de volume a partir
do eixo de rotagéo ( [ﬁij € a distdncia ao eixo). Podemos resolver facilmente esta

equagdo em coordenadas cilindricas e o resultado final € um paraboloide de
revelugdo dado por:

2
_Ws 2

== 7
ng]‘ (7

Z

Nesta equagio z € a distdncia vertical a partir do ponte mais baixo da agua.

A discussio mais interessante da segunda situacdo é no referencial que gira
junto com o balde e com a 4gua. Neste caso temos v, =0 e &, =0 (dgua em

repouso, apesar da superficie concava). Também temos 2, =0 (o universo como
um todo sem aceleragdo translacional) e do , /dt =0 (rotagdoc constante). Mas
neste referencial o universo como um todo estd girando com uma velocidade
angular constante @ , = —@ , , de tal forma que ele vai exercer uma forga centrifuga
real (de origem gravitacional) em cada molécula de agua. Seu valor é dado por
-m,, &, x{d, x )= m, o, p,. Resolvendc a eq. {6) neste caso obtemos a
mesma solugdo que antes, (7). Jogando com a citagiio anierior de Mach, aqui nos
“fixamos o balde de Newton e giramos o céu de estrelas fixas junto com as galaxias
distantes, € provamos a existéncia de forgas centrifugas!”

Isto mostra que a mecdnica relacional implementou quantitativamente a
idéia de Mach de que os principios da mecinica podem, de fato, ser concebidos tal
que mesmo para rotagdes relativas surgem as forgas centrifugas.
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