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PREFACIO

“Grande progresso tem sido feito na ciéncia elétrica, principalmente na Alemanha,
pelos cultivadores da teoria de acio a distancia. As valiosas medigGes elétricas de W.
Weber siao interpretadas por ele de acordo com sua teoria, € a especulagao eletromagnética
que foi originada por Gauss, e continuada por Weber, Riemann, J. [F.] e C. Neumann, [L.]
Lorengz, etc., esta baseada na teoria de agdo a distancia, mas dependendo ou diretamente da
velocidade relativa das particulas, ou da propagacao gradual de alguma coisa, seja potencial
ou for¢a, de uma particula a outra. O grande sucesso obtido por estes homens eminentes na
aplicacdo da matemética aos fenémenos elétricos, fornece, como é natural, peso adicional as
suas especulagdes tedricas, de tal forma que aqueles que, como estudantes da eletricidade,
se voltam em dire¢ao a eles como as maiores autoridades na eletricidade matematica,

provavelmente assimilariam, junto com seus métodos matematicos, suas hipéteses fisicas.

Estas hipdteses fisicas, contudo, sio completamente diferentes da maneira do olhar os
fendmenos que eu adoto, e um dos objetivos que tenho em vista é que alguns daqueles que
desejam estudar eletricidade podem, ao ler este tratado, ver que ha uma outra maneira de
tratar o assunto, que nio é menos apta a explicar os fendmenos, e que, apesar de que em
algumas partes ela possa parecer menos definida, corresponde, como penso, mais fielmente

com nosso conhecimento atual, tanto naquilo que afirma quanto naquilo gue deixa indeciso.

De um ponto de vista filoséfico, além disto, é extremamente importante que os dois
métodos sejam comparados, ambos os quais tiveram sucesso na explicagdo dos principais
fenémenos eletromagnéticos, e ambos os quais tentaram explicar a propagagdo da luz como
um fenémeno eletromagnético e de fato calcularam sua velocidade, enquanto que ao mesmo
tempo as concepgdes fundamentais sobre o que de fato acontece, assim como a maioria das

concepcoes secunddrias das quantidades envolvidas, sfo radicalmente diferentes.”
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Estas sao as palavras de James Clerk Maxwell, no Prefacio de sua obra maxima, A
Treatise on Electricity and Magnetism. Como se pode ver deste trecho, Maxwell via uma
diferenga conceitual entre suas concepg¢des, derivadas em grande parte das de Faraday;
e as de Gauss ¢ Weber, entre outros. Maxwell reconhece que ambas as formulagdes séo
compaltiveis com os principais fenémenos do eletromagnetismo, e que é extremamente
importante comparar os dois métodos.

E ¢ justamente dentro deste espirito geral que se encontra o objetivo deste livro.
Nossa intengao bésica é apresentar de maneira razoavemente completa a Eletrodinamica
de Weber. Como Maxwell afirmou e mostrou mais de uma vez, a le1 de Weber é compativel
com as equacdes de Maxwell (leis de Gauss, Ampére e Faraday), e s6 difere das concepgoes
de Maxwell em aspectos filosdficos. Mostramos no decorrer do trabalho como se derivam
as equacdes de Maxwell a partir da for¢a de Weber.

A admiracio de Maxwell pelo trabalho de Weber também pode ser vista observando-
se que Maxwell dedicou todo o 1ltimo capitulo de seu livro mais importante a apresentar
a eletrodinamica de Weber ¢ a mostrar sua compatibilidade com os principais fatos
conthecidos do eletromagnetismo.

Este livro destina-se a estudantes dos ultimos dois anos de um curso de graduagio em
fisica, engenharia ou matemadtica; ou ainda a estudantes destes cursos que estejam nos dois
primeiros anos da pés-graduagio e que ainda nao tenham se familiarizado com o assunto.
Este trabalho visa a ser completo no sentido de que n#o se requer nenhum conhecimento
prévio da lei de Weber para segui-lo. Para que o estudante possa acompanhar o curso
sA0 necessarios como pré-requisitos na area de matematica que ele ja tenha cursado uma
disciplina de célculo diferencial e integral, e uma de analise vetorial (incluindo os teoremas
de Gauss € de Stokes). Na area de fisica j4 deve ter cursado mecanica e eletromagnetismo
ao nivel de ciclo basico, e que ja tenha cursado ou esteja cursando os cursos intermedidrios
ao nivel de um Symon, Reitz e Milford, Lorrain e Corson, ou Panofsky e Phillips.

Este livro estd preparado para um curso de um semestre, e com este objetivo foram
incluidos exercicios ao final de cada capitulo. E fundamental que o estudante resolva
detalhadamente cada um destes exercicios ja que esta é uma parte integral e essencial do

CUIso.



O assunto do livro se encaixa dentro da fisica classica, por este motivo ndo tratamos
aqui da mecanica quantica ou da teoria da relatividade de Einstein. Um aprofundamento
em qualquer destes assuntos esta além dos objetivos deste trabalho.

Foi incluida uma bibliografia ampla no fim do livro para permitir um aprofundamento
maior aos estudantes mais interessados. Pode-se usar estas referéncias recentes como
sugestao de topicos de pesquisa ou de trabalho aos estudantes de pos-graduagio. No texto a
bibliografia é indicada pelo sobrenome do autor e ano de publicagdo. Exemplo: {Edwards,
Kenyon e Lemon, 1976). As referéncias estdo completas (com ano, volume, pagina e titulo
do artigo) para incentivar os leitores a procurarem e estudarem os originais. Ganha-se
muita coisa com isto e muitas vezes os artigos originais sao facilmente encontrados em
bibliotecas universitéarias com um bom acervo.

Na medida do possivel acrescentamos informacoes histéricas relevantes no corpo do
texto. Q objetivo é dar o contexto histérico de algumas descobertas e fazer uma analise
critica de alguns topicos. A fonte para a maior parte destas informacdes foram os artigos
originais e os excelentes livros de Whittaker {A History of the Theories of Aether and
Electricity), O’Rahilly ( Electromagnetic Theory- A Critical Examination of Fundamentals)
e Mach (The Principles of Physical Optics - An Historical and Philosophical Treatment ).
Sugerimos fortemente um estudo atento destes trés livros a todos que queiram aprofundar
de maneira consciente e critica os seus conceltos nesta drea fundamental da ciéncia.

Em todo o livro usamos o Sistema Internacional de Unidades. Quando definimos

w_—n

alguma grandeza usamos como simbolo de definicao.
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deste livro e que me ajudaram com suas idéias e sugestdes. Aos estudantes que estdo
desenvolvendo pesquisas nesta drea, e especialmente a: Dario S. Thober, Marcelo de A.
Bueno, Joao José Caluzi, Fabio M. Peixoto, e Luis A. C. Henriques.

Em particular desejo agradecer 24 FAPESP e ao CNPq pelo apoio financeiro durante os
ultimos anos. Agradeco também aos Institutos de Fisica e de Matemética da UNICAMP
e ao Center for Electromagnetics Research, Northeastern University (EUA), que me
forneceram toda a infra-estrutura e auxilio necessarios para a realizacdo deste trabalho.

Para finalizar agradeco aos meus pais, & minha esposa e aos meus filhos pelo estimulo

que sempre me deram.

André Koch Torres Assis
Boston, Maio de 1992



Dedico este livro & meméria do meu avé, Eng. David Koch, por tudo aquilo que devo

a ele.



1) Revisao do Eletromagnetismo Classico

1.1 - Introducao

O estudo da natureza e das leis que a regem sdo alguns dos objetivos principais dos
cientistas. Os fisicos, em particular, se dedicam a pesquisar os fendmenos mecanicos,
gravitacionais, elétricos, magnéticos, épticos, nucleares, etc. Neste capitulo vamos nos
concentrar no estudo do eletromagnetismo classico.

Este é o nome que se da a ciéncia que trata de uma maneira unificada das interacoes
entre cargas elétricas, imas, correntes elétricas e da radiacdo eletromagnética (luz visivel,
raios X, ondas de radio, etc.) Embora desde os gregos ja se conhecessem alguns fendmenos
elétricos (Tales de Mileto, ~ 600 a. C.; observou que quando se atritava o &mbar este atraia
pequenos objetos) e magnéticos (os gregos sabiam que a magnetita, um tipo de pedra,
atraia pedagos de ferro), o conhecimento e desenvolvimento mais amplo desta ciéncia sé
passou a ocorrer a partir de aproximadamente 1600. E neste ano que William Gilbert (1540
- 1803) publica o importante livro de Magnete, que trata do magnetismo e da eletricidade.
E nele que Gilbert apresenta sua grande descoberta de que a prépria terra é um ima
permanente, e assim explica a razio das agulhas magnéticas apontarem numa mesma
direcao. E a ele também que se deve a distingdo clara entre atragéo elétrica e magnética.
Também a Optica passa por um grande desenvolvimento a partir desta época. Fmbora
os gregos ja conhecessem a lei de reflexdo (angulo de incidéncia igual ao de reflexdo) e o
fenémeno da refragio, a lei que rege este Gltimo fendmeno s6 foi descoberta por Snell (1591
- 1626) por volta de 1621. A primeira publicacdo desta lei ocorre em 1637 no apéndice A
Didpirica, do famoso e agradéavel livro Discurso Sobre o Método, de René Descartes (1596
- 1650).

A partir daf estes ramos foram se desenvolvendo mais ou menos independentemente.
A descoberta da existéncia de dois tipos de eletricidade (positiva e negativa, como dizemos
hoje em dia) é devida a du Fay (1698 - 1739) em 1733-4. O principio de conservacéo

de cargas elétricas é devido a Benjamin Franklin (1706 - 1790) em seus experimentos de
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1747. A lei do inverso do quadrado da distancia para as forcas eletrostaticas foi sugerida
entre outros por Priestley (1733 - 1804), em 1767, e estabelecida experimentalmente por
Coulomb (1736 - 1806), em 1785. A mesma lei relativa a polos magnéticos foi sugerida
entre outros por Michell (1724 - 1793), em 1750, e estabelecida experimentalmente por
Coulomb, em 1785. Um importante predecessor de Coulomb ,no que se refere a atracao
entre pélos magnéticos fol o fisico experimental alemao Aepinus. Em 1759 ele publicou um
importante livro que influenciou a Coulomb, onde desenvolve a idéia de acdo a distancia
entre os polos magnéticos, idéia que acabou suplantando o conceito de circulagdo de um
flutdo magnético que havia sido sustentado por Descartes, entre outros. O livro de Aepinus,
publicado originalmente em latim, foi traduzido a pouco tempo para o inglés (Aepinus,
1979).

Isaac Newton (1642 - 1727) descobre a decomposi¢do da luz branca nas cores do
espectro (arco-iris) em 1666. Fle foil também o primeiro a medir a periodicidade da luz,
isto é, aquilo que hoje em dia chamamos de comprimento de onda, embora para ele a
luz fosse um fluxo de particulas (teoria balistica) e ndo uma perturbacdo ondulatéria em
um meio (éter). Também se deve a Newton a primeira interpretagio correta do fendémeno
da polarizacdo da luz, em 1717. Publicou seu segundo grande livro (o primeiro sendo
Principios Matemdticos de Filosofia Natural, de 1687), Optica, em 1704 (ver Newton, 1952
a, b). A descoberta de que a luz se propaga no tempo (e nao instantaneamente), e o
primeiro valor da velocidade da luz sdo devidas a Roemer (1644 - 1710), em 1675.

A interconexdo entre os fentmenos elétricos e magnéticos, embora pressentida por
muitos, 56 foi descoberta por Oersted {1777 - 1851) em 1820. Em seguida a isto surgem
os grandes trabalhos de Ampére (1775 - 1836), no periodo 1820 - 1826, e Faraday (1791 -
1867), a partir de 1831. A interconexao dos fendmenos elétricos e magnéticos com a luz,
embora também pressentida por muitos, s6 ocorre formalmente pela primeira vez com os
trabalhos de Maxwell (1831 - 1879), no periodo 1860 - 1864. A confirmagio experimental
das predicdes tedricas de Maxwell veio com Hertz (1857 - 1894), no perfodo 1885 - 1889.

Estes trabalhos formam a base do eletromagnetismo cléssico. Revisaremos este
assunto neste capitulo. Como hd milhares de hvros que tratam: desta area, em todos

os nivels, faremos apenas uma curta revisdo de alguns topicos, especialmente daqueles
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que serao relevantes na discussao da teoria de Weber. Devido ao objetivo deste livro
deixaremos de tratar de muitos assuntos importantes do eletromagnetismo moderno, mas
o leitor certamente encontrard muitos livros especializados tratando destas dreas. Nosso
objetivo ao escrever este capitulo é dar um pano de fundo para a introducéo da teoria de
Weber. Com 1sto mais para frente poderemos fazer uma comparac¢ao mais detalhada entre

a eletrodinamica de Weber e o eletromagnetismo classico.
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1.2 - Equagtes de Movimento

Depois deste pequeno resumo histérico podemos voltar ao assunto principal deste
capitulo que é uma apresentacio do eletromagnetismo cldssico. Em linhas gerais pode-se
dizer que este é constituido de quatro partes principais, independentes uma da outra, mas

todas necessdrias para uma formulacgdo completa da teoria. S&o elas:

(A) Equagéio de movimento,
(B) Forga de Lorentz,
(C) Equagoes de Maxwell,

(D) Equagdes ou relagdes constitutivas do meio.

As equagdes ou relagbes constitutivas do melo sao descrigbes empiricas das
propriedades dos materiais. Como tais elas ndo dependem de com qual teoria se estd
trabalhando e valem do mesmo jeito em todas as formulagdes tedricas. Exemplos: Lei de
Ohm (V = RI ou J = O’E), D= EE, B = ,uﬁ, etc. Nestas relagées R, o, £, e u sdo
propriedades caracteristicas de cada meio, sendo medidas empiricamente. Daqui para a
frente nos concentraremos apenas nos aspectos (A), (B) e (C).

Um dos problemas mais tipicos da fisica é descrever o movimento de corpos materiais
sob a acfo de forgas. A forma usual mais tradicional de tratar deste problema é usando os
trés famosos axiomas ou leis de movimento de Newton. Estas leis sdo aqui apresentadas
na forma como Newton formulou-as originalmente em 1687 (Newton, 1952 a) no livro
Principios Matemdiicos de Filosofia Natural. Este livro, mais conhecido pelo primeiro
nome Principie, escrito originalmente em latifn, é por muitos considerado como a maior

obra da ciéncia de todos os tempos. Suas leis:

I£ Lei: Todo corpo continua em seu estado de repouso, ou de movimento uniforme
em uma linha reta, a nfo ser que seja forcado a mudar este estado por for¢as impressas

sobre ele. (1.1)

IT% Lei: A mudanca de movimento é proporcional a for¢a motriz impressa; e é feita

na direcio da linha reta na qual esta forga é impressa. (1.2)
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ITI® Lei: A toda acio ha sempre oposta uma reagdo igual. Ou, as a¢es mituas de

dois corpos um sobre o outro s#o sempre iguais, e direcionadas as partes contrdrias. (1.3)
Em linguagem vetorial moderna estas trés leis poderiam ser reescritas como segue:

I« Lei: Se Fr = 0 entdo o corpo fica parado ou em movimento retilfneo uniforme.

(1.4)
1% Lei: Fp = L(m%) . (1.5)
II& Lei: Fap = —Fgy . (1.6)

Em (1.4) e (1.5}, Fr é a forca resultante agindo sobre o corpo de massa m, e 7 é a
velocidade deste corpo. Em todo este trabalho I:';.-,' significard a for¢a que o corpo j exerce
sobre o ¢ (isto é, a forga em i devido a j). Logo em (1.6) Fap éa for¢a que A exerce em
B, e o oposto para ﬁBA.

Caso a massa seja constante, a segunda lel de Newton fica na forma

Fp=ma, (1.7)

onde & é a acelera¢do do corpo de massa m. Neste livro nos concentraremos neste tltimo
caso e ndo trataremos de alguns problemas de variacdo de massa tipicos da mecéanica (como
o do caminhdo que vai perdendo areia, ou o do foguete que vai expelindo gases e variando
sl1a massa).

Antes de prosseguir vale & pena comentar que a aceleragdo que aparece em (1.7) é a
aceleracio do corpo em relagio ao espaco absoluto, conforme formulado por Newton. Pode-
se também dizer que esta ¢ a aceleragdo do corpo em relacdo a um referencial inercial. Nio
discutiremos estas nogdes de espago absoluto ou referencial inercial. Embora a terra nao
seja um referencial inercial (sabe-se isto por ela girar em relacéo ao referencial das “estrelas
fixas,” por ter uma forma achatada nos pdlos, e por experiéncias como as do péndulo de
Foucault), pode-se na maior parte dos casos considerd-la como tal. Em termos praticos
isto significa que em geral pode-se usar as leis de Newton no referencial do laboratério

(os efeitos da ndo inercialidade da terra sdo muitas vezes pequenos comparados com o
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que se estd observando). Isto é vilido na maioria das situagGes nas quais os movimentos
sa0 restritos a uma pequena drea na superficie da terra, e tém uma duragfo pequena
comparada com 24 horas. Neste sentido um observador com velocidade constante (em
médulo e sentido) em relacéo & terra também pode ser considerado como sendo inercial.
Caso ele esteja acelerado isto deixa de ser valido.

HA duas formas da terceira lei de Newton: agdo e reagéo forte (quando a forca estéd
ao longo da reta que une os dois corpos) e fraca {quando a for¢a tem pelo menos uma das

componentes que nio estd ao longo da reta que une os dois corpos), ver Figura 1.1.

A B . .
A — S acao e reacio forte
) Fga Fap ] ag
A B . .
— -— aca te
B) oy P cao e reacao for
A B . .
C) s ’ acao e reagio fraca
Fga Fup
A . .
D) f B acao e reacao fraca
Fga Fag
E) -4 B ndo hd agado e reagdo
Fpa Fap=0
F) + B nédo ha agdo e reagao

Figura 1.1

Nesta figura mostramos dois exemplos onde vale a terceira lei de Newton na forma
forte, dois na forma fraca, e dois exemplos ficticlos onde a terceira lei de Newton néo é
satisfeita.

Para resolver um problema qualquer na fisica em geral usamos (1.7). Para isto

precisamos de relagles precisas para a for¢a, e estas relagées vio depender do tipo de

interacao a que o corpo esta sujeito. A seguir vio alguns exemplos.
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I) Forga Gravitacional (também proposta por Newton em 1687):

Fii = —Gmgm;—L | (1.8)
onde
]
i
0 ¢ ,
| -t — o -
fi /
X
Figura 1.2
Na equacéo (1.8) temos:
vy =0 -7 = (v —2)E + (v —y)i + (2 — 2)2
?‘,:J' = [(:II,: - .Ij)z -I- (yi —_ yj)z -+ (Z,‘ - Zj)zllfz s (19)

Fij = Tij/Tij
¢ onde G é a constante universal da gravitacio (G = 6.67 x 10711 Nm?/kg?). Em (1.8) #;;
é o vetor unitdrio que aponta do corpo j para o ¢, r;; € a distancia entre eles, e 7; () é 0
vetor que aponta da origem do sistema de coordenadas até o corpo ¢ (7).
Um caso tipico da forga gravitacional é o de um corpo interagindo com a terra (forca

peso = }3) Esta forga é representada por

P=mj, (1.10)

onde § é o campo gravitacional da terra. Caso o corpo esteja proximo da superficie terrestre

vem que g = |§] = GMr/R% ~ 9.8 ms™?, onde Mr ¢é a massa da terra e Ry seu raio.
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IT) For¢a Eléstica:
Neste caso temos:
F=—k7, (1.11)

onde k é a constante eldstica da mola (k > 0), e z é a distdncia do corpo a posi¢éo de

equilibrio.

K m
I I - X
o X
Figura 1.3
ITI) Forca de Atrito Dindmico:
F=-b7, (1.12)

onde b é o coeficiente de atrito (& > 0) entre o corpo e o meto (ar ou dgua, por exemplo), e ¥
é a velocidade do corpo em relagéo a este meio. Em geral a forga de atrito dinamica em um
fluido é melhor representada por F = —b,v?6, onde b; é uma constante positiva e t = /7).
Contudo a expressdo linear (1.12) é muito mais ficil de ser tratada matematicamente e
funciona razoavelmente bem com uma escolha razoavel de b.

Estas sfo as forcas mais comuns que se enconfram na mecanica. Na préxima sec¢io
veremos as forcas que aparecem no eletromagnetismo. Juntando estas expressées de forga

com (1.7) podemos descrever o movimento dos corpos submetidos as interagdes usuais.
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A formulagdo que apresentamos aqui é a visdo clissica Newtoniana. Ha outras
formulacoes para descrever o movimento dos corpos no espaco, como as teorias da
relatividade restrita e geral de Einstein. Neste livro néo discutiremos estas outras

formulagoes j4 que isto estaria além dos objetivos deste trabalho.
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1.3 - Forg¢a de Lorentz

Nesta secao discutiremos as forcas que aparecem no eletromagnetismo.

I) Forga de Coulomb:

Esta é a forga eletrostatica, obtida por Coulomb em 1785, e que descreve a forga
exercida pela carga elétrica ¢; em ¢;, quando ambas estdo em repouso em relacdo ao

laboratdrio:

= giq; Tij
Foo= 34 T 1.13
I 4, ri; (113)

onde 7;; e r;; foram definidos em (1.9), ver figura 1.2, e ¢, é uma constante chamada de
permissividade do vécuo (g, = 8.85 x 107 12C* N~ 1m~2).
Caso hajam N cargas em repouso interagindo com uma certa carga ¢, vem de (1.13)

e do principio de superposi¢io de forgas que a forga resultante atuando em ¢, é dada por

F=gkFE, (1.14)
onde
N i i
E(fy)=) —L 21 (1.15)
= 47e, Toi

Em (1.15) E ¢ conhecido como o campo elétrico obtido da lei de Coulomb.

Esta forca também pode ser obtida dos potenciais. Lagrange (1736 - 1813) havia
introduzido a funcio potencial escalar na gravitagdo em 1777. Em 1782 Laplace (1749 -
1827) obteve a equagdo satisfeita por este potencial no espago livre, resultado publicado em
1785. Em 1811 Poisson (1781 - 1840) introduziu o potencial escalar no eletromagnetismo e
ainda obteve um resultado mais geral que o de Laplace ao obter (1813) a equacéo satisfeita
pelo potencial em regides onde hd matéria e cargas livres (Poisson, 1811 e 1813). No caso

do eletromagnetismo o potencial de Poisson é dado por:
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N .
) =3 Z‘-I_g__i : (1.16)

e Toj

Em (1.16) ¢ é conhecido como o potencial escalar elétrico no ponto 7, devido as cargas g¢;.
Aplicando o gradiente em ¢ atuando no ponto 7, V,¢, podemos obter o campo elétrico

de (1.15):

_ .0 B8  _0¢
Vo = Ic'):co —|-y3yo + :e:az0 , (1.17)
E=-V,¢. (1.18)

A prova deste fato é para ser obtida no exercicio 1.1. O simbolo V é conhecide como del ou
nabla, e é um operador vetorial. Quando atua numa grandeza escalar é conhecido como o
gradiente desta funcéo, e dd como resultado uma grandeza vetorial. Em geral o potencial
val variar de ponto para ponto no espaco. A grandeza V¢ é um vetor que aponta, em cada
ponto do espago, na dire¢do de maior crescimento de ¢. Cargas positivas deixadas livres
numa regido de potencial varidvel vio do maior para o menor potencial (isto é, na mesma

direcio em que E aponta) e as cargas negativas movem-se em sentido contririo.

IT) Forga magnétfica em uma carga (no Apéndice A se encontra uma discussio

sobre as origens histéricas e os significados da expressao abaixo):

F=g4,5,xB. (1.19)

—+

Nesta expressdo B é o campo magnético na posicao onde se encontra a carga ¢.,
campo este gerado por im&s ou por correntes elétricas. Ja v, é a velocidade da carga ¢,
em relacido a um observador ou sistema de referéncia. Quando aplicamos esta for¢a
juntamente com a segunda lei de Newton na forma (1.7) ent&o o observador ou sistema de
referéncia tém de ser inerciais. Este é um dado muito importante e que é pouco enfatizado
nos livros diddticos usuais. Alids a maioria dos livros quando apresenta esta equagdo diz

r . - ~
apenas o seguinte: “Seja uma carga ¢ com velocidade ¥ num campo magnético B, ento
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a for¢a magnética nesta carga é dada por ¢v X B”. Ou seja, em geral nao se especifica
que velocidade é esta que aparece em (1.19). Mas obviamente velocidade é uma grandeza
relativa, sendo uma relagio entre a carga e um certo corpo em relagdo ao qual ela se
move. Por isto é que para uma mesma carga podem existir varias velocidades diferentes
simultaneamente (por exemplo, ela pode estar ao mesmo tempo parada em relagdo a terra,
se aproximando de uma outra carga, se afastando com uma velocidade maior de um certo
ima, etc.) Infelizmente os livros didaticos usuais quando apresentam a relagio (1.19) néo
especificam velocidade da carga em relagio a qué (ou seja, ndo especificam claramente
em relacdo a que corpo, objeto ou sistema é para ser entendida a velocidade v, da carga
g, ). Diante desta indefinicéio o estudante em geral fica confuso entre varias possibilidades:
velocidade da carga em relagdo ao imé ou fio com corrente que geram B; em relagio a terra
ou laboratdrio; em relagdo a um referencial (observador) inercial qualquer; em relagio ao
campo magnético; em relacdo & velocidade média das cargas microscopicas (elétrons) que
geram B : etc. Apenas quando se entra em tdpicos da relatividade restrita nestes livros
é que se percebe o significado (para o eletromagnetismo classico que estamos analisando
nesta se¢do) da velocidade que aparece em (1.19), isto €, velocidade em relagdo a um
observador ou sistema de referéncia (e néo, por exemplo, em relagdo ac ima ou campo
magnético). Exemplos desta situagfo inicial vaga na defini¢do da velocidade v, podem ser
vistas em véarios livros: (Tipler, 1984, Vol. 2a, pag. 731), (Halliday-Resnick, 1984, 4% ed.,
Vol. 3, pag. 164), (Sears, 1967, Vol. II, pag. 264), (Feynman, Leighton e Sands, 1977,
pags. 1-2 e 13-1), (Jackson, 1975, pags. 2 e 238), (Symon, 1971, pag. 140), (Panofsky e
Phillips, 1964, pag. 182), (Purcell, 1965, pdg. 150), (Reitz e Milford, 1967, pag. 148), etc.
O fato de a velocidade que aparece em (1.19) ser em relacdo a um referencial, e portanto
variar de observador para observador, é o que gera muitas das caracteristicas tipicas do

eletromagnetismo classico que discutiremos mais para frente.

Ainda sobre esta expresséo vale lembrar que a forga estd dada por um produto vetorial
entre a velocidade da carga e o campo magnético no ponto onde se encontra a carga,
produto este definido pela regra da méo direita utilizada usualmente na anélise vetorial.
Ainda: |ﬁ| = |gov,B sin 8|, onde 8 é o angulo entre 7, e B. .

J4 demos em (1.15) e (1.16) os valores para o campo elétrico Coulombiano e para o
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potencial escalar elétrico. Apresentamos agora o valor do campo magnético gerado por
uma corrente usual em fios metélicos, dado pela lei de Biot (1774 - 1862) e Savart (1791 -

1841), de 1820 (no capitulo trés discutiremos mais esta expresséo):

B(#,) = ’”—"i L;dl; x %’ : (1.20)
4] a3

Nesta expressio p, é chamada de permeabilidade do vicuo (y, = 47 x 10" kgmC—2), e
I jdf; é um elemento de corrente do circuito C;. O campo é entdo obtido integrando-se

sobre todo o circuito fechado C;.

I1I) Forga elétrica geral:

Em 1729 Gray havia descoberto a condugao elétrica, isto é, passagem de corrente
elétrica por metais, com isto descarregando a carga que havia sido gerada por atrito.
Na linguagem de hoje em dia dirfamos que Gray descobriu a corrente elétrica gerada
pela descarga de cargas eletrostaticas. Isto permitiu a classificacdo dos materiais entre
isolantes e condutores. Em 1780 Galvani descobriu a corrente elétrica gerada quimicamente
(no caso dele corrente em nervos de animais) e isto permitiu que em 1792 Volta (1745 -
1827) estivesse iniciando a construgdo das primeiras pilhas (baterias quimicas). Este foi
o inicio do estudo das correntes elétricas (antes disso s6 se pesquisava a eletrostéitica e a
magnetostatica, estudo dos imas naturais).

Em 1826 Ohm (1787 - 1854) descobriu a lei que leva seu nome: Se uma pilha ou
bateria quimica gera uma voltagem V entre seus terminais entdo a corrente elétrica I que
vai circular no circuito ligado aos terminais desta pilha vai depender da resisténcia R do

fio de acordo com a relagao:

I=+. (1.21)

Em 1831 Faraday (1791 - 1867) descobriu que uma corrente é gerada n#fo apenas
por uma bateria mas também quando se variava o fluxo magnético sobre o circuito (por
exemplo, aproximando ou afastando um iméa deste circuito, ou variando a intensidade de

corrente de um circuito secundario, que gera B de acordo com (1.20)). A lei de indugio de
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Faraday pode ser expressa como (no caso em que o circuito ndo estd ligado a uma bateria):

fem
= — 1.22
R kl ( )
onde
fen = -2 (1.23)
=Ta M '

@ME//B'.da. (1.24)
)

Em (1.23), femn é conhecido como “forga eletromotriz induzida,” ¢ embora tenha o
nome de for¢a é na realidade uma voltagem de origem n&o eletrostatica cuja unidade é o
volt (1V = 1kg m?C~1s7%). J4 introduzimos em (1.23) o sinal de menos devido A regra
de Lenz (1834) que afirma que quando se varia o fluxo sobre o circuito a corrente induzida
é em direcdo tal que a forga resultante sobre o circuito tende a se opor a variagao do fluxo.
Em (1.24) @ é o fluxo magnético sobre o circuito primirio, onde estd sendo induzida a
corrente, devido ao campo magnético gerado no circuito secundario.

Em 1845 Franz Neumann (1798 - 1895) introduziu pela primeira vez o potencial vetor

magnético A (Neumann, 1845 e 1848 a, b). Este é dado por

A7) = & (ﬂ_';
Afr) = o fé, Lt (1.25)

To

O campo magnético no ponto 7, pode ser obtido aplicando o rotacional em A:

B(F,)=V,x A, (1.26)

O operador Vx é conhecido como rotacional, e ao atuar num campo vetorial gera um

novo campo vetorial. Em termos das coordenadas Cartesianas vem:

B(F,)=#B, + B, + 3B, =V, x A

(04, 04, (BA, DA, _(BA, 84,
_x(f?yo B 3z,,)+ y(azo B 33:0) + z(aa:o - Byo) ’ (1.27)
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A descoberta de Neumann foi perceber que a lei de Faraday podia ser expressa apenas
em funcgio do potencial vetor magnético que criou, sem necessitar falar de fluxo magnético,

isto é (no capitulo 4 descreveremos em maiores detalhes a lei de Faraday e o papel de JI)

By = fff.df, (1.28)
c

d 8AN -

No caso estdtico vem de (1.15) a (1.18) que existe a operacdo inversa, isto é, dado o
campo elétrico de Coulomb pode-se obter a diferenca de potencial (voltagem) entre dois

pontos A e B dada por:

B
V = ¢(7s) — ¢(FB) = fA E.dl. (1.30)

Comparando (1.29) com (1.30) vé-se que —9A/8t tem o mesmo papel que um campo
elétrico usual j4 que ambos geram uma voltagem, voltagem esta que pode ocasionar uma
corrente.

A partir do trabalho de Neumann a teoria de circuitos foi generalizada para incluir os
efeitos de auto-indutancia. Os principais trabalhos nesta dire¢o foram feitos por Kirchhoff
(1824 - 1887) no periodo 1848 - 57 (Kirchhoff, 1850, 1857 a, b; Rosenfeld, 1973); W.
Thomson (1824 - 1907), também conhecido como Lord Kelvin, juntamente com Stokes
no periodo 1853 - 4; e Heaviside {1850 - 1925), em 1876. Kirchhoff ja em 1857 escrevia
a lei de Ohm de maneira geral, da forma como a conhecemos hoje em dia, incluindo as
influéncias dos potenciais escalar elétrico e vetor magnético, isto é (Kirchhoff, 1957 a},
J= —o(Véo+ 3/-_1‘/31‘), onde J é a densidade de corrente. Se formos escrever esta equacio
em termos de um campo elétrico generalizado vem:

o 0A
E(f) = —Vop — o . (1.31)

Pode-se pensar que esta é uma combinacéo de (1.18), (1.30) e (1.29). A forga elétrica geral

L

¢ entdio dada por F = ¢, E, com E dado por (1.31).
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IV) Forga de Lorentz:
No eletromagnetismo classico a expressdo geral para a forca eletromagnética sobre uma
carga é conhecida como for¢a de Lorentz. Ela engloba as influéncias elétricas e magnéticas

€ 3¢ €screve como

F=g,E+¢,5,x B, (1.32)

onde o campo elétrico E é dado por (1.31) e o campo magnético B por (1.26). Juntando-
se esta expressao com a segunda lei de Newton, (1.7), pode-se em principio descrever
o movimento de uma carga interagindo com campos elétricos e magnéticos quaisquer.
Novamente a velocidade ¥, que aparece em (1.32) ¢ a velocidade da carga g, em relagdo a
um referencial ou observador. Ou seja, nédo € a velocidade em relagdo ao campo magnético,
e nem em relagdo ao ima ou fio que geram B.

A expressdo (1.32) surgiu pela primeira vez em dois trabalhos fundamentais de H.
A. Lorentz (1853 - 1928), fisico tedrico holandés, publicados em 1892 e 1895 {Lorentz,
1892 e 1895). Nestes trabalhos Lorentz deu uma estrutura granular microscépica para
a formulagdo do eletromagnetismo de Maxwell, que era todo baseado no continuo. Isto
é, Lorentz passou a descrever as fontes dos campos como sendo entidades corpusculares
discretas, cargas e elementos de corrente.

Vamos agora fazer uma primeira andlise da for¢a de Lorentz (uma discussdo mais
aprofundada é apresentada no capitulo 5). Em primeiro lugar observamos que o potencial
escalar elétrico, € o campo elétrico de Coulomb, (1.16) e (1.18), dependem apenas das
distancias entre as cargas interagentes, mas néo de suas velocidades. J4 o campo magnético
B de (1.20} depende além disto da corrente elétrica. Como corrente é carga em movimento
vem que B depende da velocidade das cargas fontes (isto é, cargas que geram os campos) e
das distAncias entre as cargas interagentes. J4 o potencial vetor magnético estd diretamente
ligado com B por (1.26) e entdo também depende da velocidade das cargas fontes e das
distancias entre as cargas interagentes.

Vemos entdo que ha trés componentes na forga de Lorentz (1.32): (I) A forca
Coulombiana —gq,V ¢, que depende apenas das posicdes relativas eritre cargas em repouso.

(II) A forca magnética, g,v, X B, que depende da velocidade 7, da carga de teste (isto é,
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da carga que sente a forca) e da velocidade das cargas fontes (isto é, das cargas que geram
B’), pois B é diretamente proporcional & corrente elétrica e esta é diretamente proporcional
a velocidade. (III) A forga de inducdo, —qo(?/-i' /Ot, que tem uma componente dependente
da aceleragio das cargas fontes (}I ligado com B , que é proporcional a velocidade, e nesta
componente da for¢a aparece dA/t), mas que néo depende nem da velocidade nem da
aceleracio da carga de teste. A outra componente da forca de indugio depende apenas da
velocidade das cargas que geram B. Isto pode ser visto lembrando que a induc¢do ocorre
nao apenas quando a intensidade da corrente muda (caso acima, aceleragfo diferente de
zero), mas também quando a intensidade da corrente é constante (& = 0) e o fluxo de B
sobre o outro circuito muda no tempo, como quando um imé se aproxima ou se afasta do
circuito primario. Neste segundo caso para haver inducéo é necessario ter B e isto mostra
que esta componente val depender da velocidade.

No capitulo 5 faremos uma comparacio da for¢ca de Lorentz com a forca de Weber.
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1.4 - Equagbes de Maxwell

Para resolver nosso problema inicial, que € o de descrever o movimento de cargas no
espaco em relagao uma as outras, o primeiro passo ja estda dado. Isto é, temos a equacdo
de movimento (1.7) e a forca eletromagnética correspondente, (1.32). Logo, se estamos
num sistema de coordenadas inercial e uma partéula (ponto material) de carga ¢ e massa
m se move com velocidade 7 e aceleragao @ em relagio a este referencial inercial, numa

il ’ ’ - = ra - = . e
regiao onde ha um campo elétrico £ e um campo magnético B, vem que seu movimento é

descrito pela equacao

gE+¢@x B=ma . (1.33)

Obviamente os campos EeB que aparecem nesta equacio nédo sdo aqueles gerados
pela prépria carga g, mas sim gerados por outras cargas e distribui¢des de correntes, que
séio chamados de fontes de E e B. Para resolver o problema completo de forma auto-
consistente (isto é, descrever o movimento de um conjunto de cargas interagindo entre
si sem a presenca de campos eletromagnéticos externos) precisamos saber como as fontes
geram os campos. Ou seja, dado uma distribuigdo de cargas e de correntes, obter os campos
EeB gerados por este sistema. E é exatamente esta a func¢éio das equagdes de Maxwell.

Seja entdo p uma densidade de carga (as unidades de p sfo Cm ™3, isto é, Coulombs por
metro ciibico), e J uma densidade de corrente (suas unidades sendo Am=2 = Cs~'m~2,

isto é, Ampeéres por metro quadrado). A quantidade de carga interna a um volume V e a

quantidade de corrente que atravessa uma superficie S sdo dadas respectivamente por

szijV, (1.34)
I= /S f F.da. (1.35)

Nestas expressdoes dV ¢ um elemento de volume e dd é um elemento de area vetorial,
sendo sempre perpendicular & superficie S em cada ponto. Por convencdo vem que se

S for uma superficie fechada, dd apontard para fora e a integral dupla sobre toda a
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superficie é representada por §f. Em (1.35) I é obtido por um produto escalar entre
J e d@, produto este definido pelas regras usuais da analise vetorial. Vale lembrar que p,
() e I séo grandezas escalares e que J é uma grandeza vetorial. Por convencdo vem que J
aponta em direcio contrdria ao movimento das cargas negativas (usualmente elétrons). Se
numa regido do espaco temos cargas positivas e negativas em movimento, com velocidades

Uy e U_, respectivamente, entdao temos:

f= ,0.1.‘{?.1,. + p_t?_ . (136)

Nesta equacio p; (p—) é a densidade de cargas positivas (negativas), que se move com
velocidade ¥4 (¥—). Muitas vezes ternos apenas correntes macroscopicamente neutras
(como no caso da corrente em um fio metélico comum ou em um plasma gasoso) tal que
p— = —p4. Nestes casos J= p+(¥4y — 7). No caso de correntes usuais em condutores
metalicos apenas os elétrons se movem e entdo J = p_U_ = —piv_. Nas equagdes de
Maxwell p e J sdo as fontes bésicas que geram EeB , & entdo achamos necessario fazer
este preAmbulo para esclarecer o que sdo cada uma destas fontes.

As equagoes de Maxwell sdo usualmente apresentadas de duas maneiras: forma
diferencial e forma integral. Antes de apresenta-las temos de falar um pouco mais da
notaco vetorial e de seu significado. J& introduzimos o gradiente de uma funcéo escalar,

(1.17), e o rotacional de uma funcéo vetorial, (1.26) e (1.27). Vai aqui o divergente de uma

funcao vetorial, que da como resultado uma func¢io escalar:

—+

G = 3G, + Gy + £G. , (1.37)

V.§53G3+8Gy+an.

H Oz Oy Oz

(1.38)

Vamos indicar o significado fisico e geométrico de Vi por algumas figuras:
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Figura 1.4

No caso do divergente e do rotacional é mais facil ver o significado observando os
seguintes teoremas, validos para um campo vetorial G = é(w,y,z) arbitrario, desde que

razoavelmente bem comportado:

///(v.é’)dv =5§£é.da‘z% . (1.39)
J

/S / (V x G).dd = 5{ Gdi=Cg . (1.40)

O primeiro € conhecido como teorema de Gauss ou teorema da divergéncia. Como jd foi
afirmado anteriormente, o sfmbolo ff indica que estamos integrando sobre toda a superficie
fechada que engloba V. O simbolo ®4 usualmente indica o fluxo da grandeza G através
de uma certa superficie 5. Do teorema de Gauss vemos entdo que o divergente de uma
grandeza estd estreitamente ligado com a quantidade desta grandeza que atravessa uma
certa superficie 5, isto €, com seu fluxo. Vio a segnir figuras de grandezas vetoriais radiais

e tangenciais mostrando onde o fluxo é ou néo nulo.
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G radial G tangencial
G = K#/r? G=K@/p
Figura 1.5

(superficies fechadas)

Estando as superficies 1, 2, 3 e 4 representadas na figura vem: ®; > 0, &, = &; =
$, = 0. No caso da superficie fechada 1, G estd sempre apontando para fora e portanto
¢é sempre quase paralelo a d@. J4 na superficie fechada 2 as linhas de G entram na parte
mais perto do centro e saem na parte mais afastada, tal que toda linha que entra acaba
saindo e o fluxo liquido é entdo nulo. Nas superficies fechadas 3 e 4 as linhas entram do
lado direito e saem do lado esquerdo tal que novamente o fluxo liquido é nulo.

O segundo teorema, (1.40), é conhecido como teorema de Stokes. Neste caso a
superficie § nao é fechada e C é a linha mais externa que contorna S. A integral § G.dl
¢ uma integral de linha sobre toda a linha fechada C. O elemento de area da é normal
a superficie § em cada ponto e esta relacionado com dl pela regra da méo direita, por
convenc¢ao. O elemento de comprimento dl é sempre paralelo (tangencial) a C em cada
ponto. O simbolo C¢ usualmente indica a circulagéo da grandeza G através de uma certa
linka C. Na figura 1.6 abaixo temos Cy = C; = C4 = 0 e C3 >.0 (< 0) se fizermos a

circulagdo no sentido anti-horario (horério).
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-
G radial G tangencial
G = K#/r? G=Kp/p
Figura 1.6

(superficies abertas)

Este (iltimo resultado pode ser visto observando que dié quase paralelo a G , apontando
sempre na mesma dire¢do em relacao a G , em todos os pontos de C3. Ja nas curvas fechadas
le?2, dl é em geral ortogonal a @, e entio G.dl = 0, enquanto que na curva fechada 4,
e integrando no sentido horario, vem que dl é anti-paralelo a G na parte da curva mais
afastada do centro e é quase sempre quase paralelo a G na parte mais préxima, tal que as
duas componentes juntas se cancelam.

Agora que j3 falamos das fontes e dos significados das grandezas vetoriais, podemos
finalmente apresentar as equagdes de Maxwell. Inicialmente vamos apresenta-las na forma
diferencial, supondo as fontes e os campos no viacuo. Todas as grandezas sfio fungbes
da posicéo e do tempo: ¢ = p(z, vy, z, t), G = EG(z, y, 2z, )+ 9G (2, y, 2z, 1)+

3G (=, vy, z, t). As equacdes de Maxwell sdo entdo:

v.E=* (1.41)



" ~ 10E
VXB=#QJ+C—2§ y (142)
V-B=90, (1.43)
. 8B

1/2 & tem o mesmo valor que a velocidade

Em (1.42) a constance ¢ é dada por {g,p,)”
da luz no vdcuo. Como veremos no préximo capitulo, fol Weber quem introduziu pela
primeira vez esta grandeza no eletromagnetismo, em 18486, e foi ele também o primeiro a
medi-la experimentalmente, em 1856, juntamente com seu colaborador Kohlrausch.

Alguns comentérios sobre estas equagdes: (1.41) é conhecida como lei ou equacao de
Gauss, e ela é essencialmente equivalente & forga de Coulomb, (1.13) a (1.18), e mostramos
isto na segaio 1.5. A segunda equacao é conhecida como lei circuital de Ampere, e o que
Maxwell acrescentou em relagio ao trabalho de Ampeére foi a introdugdo da densidade
de corrente de deslocamento, €,0E /Ot. Este termo também é chamado de corrente,
assim Como f, j4 que apesar de ndo indicar um transporte liquido de cargas elétricas,
foi observado que um campo elétrico varidvel gera um campo magnético, e esta é uma das
propriedades fundamentais das correntes elétricas usuais. A terceira equag8o representa a
observacao experimental de que ndo se consegue separar espacialmente os pdlos norte e sul
de nenhum ima ou corrente. A quarta e 11ltima equagdo é conhecida como lei de Faraday.
Faraday descobriu a inducao eletromagnética em 1831. Foram Franz Neumann (em 1845)
e Weber (em 1846) os primeiros a colocar a lei de Faraday em forma matematica. Este é
o assunto do capitulo 4. Os conhecimentos matematicos de Faraday sempre foram muito
elementares, sendo ele essencialmente um excelente fisico experimental.

Vemos entio que aquilo que se chama de equacdes de Maxwell sao de fato leis devidas
a outros pesquisadores e que ja eram conhecidas e usadas na época de Maxwell. O papel de
Maxwell foi perceber que este conjunto de equagdes formava um todo coerente, e introduzir

a corrente de deslocamento. Este tiltimo feito foi realmente sua grande descoberta, ja que

a corrente de deslocamento é fundamental para se obter as ondas eletromagnéticas a partir

31



das equagdes de Maxwell. Com isto se pode unificar a optica com o eletromagnetismo,
identificando a luz como sendo uma radiagio eletromagnética. Maxwell introduziu este
termo (a corrente de deslocamento) para que este conjunto de equagdes ficasse compativel
com a equagiao de continuidade para cargas, que também é conhecida como a equagéo de

conservacao de cargas, e que é dada por:

dp
§+V( p?) =0 (1.45)

Para ver isto vamos apresentar dois teoremas bésicos da andlise vetorial, validos para

quaisquer funcdes ¢ e G razoavelmente bem comportadas:

V(VxG)=0, (1.46)

V x (V) =0. (1.47)

Aplicando 8/8t na Eq. {1.41), invertendo a ordem de derivagdo, usando (1.42) e (1.46)
se obtem (1.45), lembrando que J= pti. Ou seja, para obtermos (1.45) foi fundamental o
termo da corrente de deslocamento em (1.42).

Apresentamos agora as equacOes de Maxwell na forma integral, obtidas a partir de

(1.41) a (1.44) e usando (1.39) e (1.40), ver exercicio 1.3:

5@ B.da = / / / pdV (1.48)
€o 50
Bdi Ly
tol + 2 G E
n 1d ,
= i+ = — E.da .
po[g/Jda+c2dtL/ a, (1.49)
ﬁﬁ.da’: 0, (1.50)
fem Efﬁ.dz" -—an //B da . (1.51)
[
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Para se obter as equagbes de ondas eletromagnéticas basta aplicar o rotacional (V x)

em ambos os lados de (1.42) e (1.44), e usar a identidade vetorial

Vx(VxG) =V(V.G)—(V.V)G. (1.52)

No caso mais simples onde ndo hé fontes na regido de interesse (p = 0, J= 0) se

obtem (ver também o exercicio 1.5 para o caso geral):

1 8%\ =
(v.v - EE"ét"i)E =0, (1.53)
1 6%\ 5

O operador V.V é conhecido como o Laplaciano e algumas vezes ele é escrito como
V.V =V?2=A, eé dado por:
ik o? a*
= oz? T ay? + gz%
Estas equac¢des descrevem as ondas eletromagnéticas obtidas pelas equagdes de

Maxwell.

\AY

(1.55)

Antes de encerrar esta se¢do vamos falar um pouco da questdao dos potenciais ¢ e
A. Como vimos, as equagoes de Maxwell dependem apenas de EeB , € tamnbém a forca
de Lorentz (1.32) s6 depende de E e B. Isto indica que estes sdo os campos reais do
eletromagnetismo classico, isto é, aqueles que influenciam na for¢a e no movimento das
cargas. Como vimos em (1.26) e (1.31), podemos expressar E e B em termos de ¢ e A.
Como o gradiente de uma constante é zero, podemos adicionar ou subtrair uma constante a
¢ sem alterar o valor do campo elétrico ou da forca, e da mesma forma podemos adicionar
a A o gradiente de uma fungdo escalar ¢ sem alterar o valor de B (lembre-se de (1.47)).
Isto permite uma certa liberdade na escolha de Ae ¢, e é a isto que se di o nome de calibre
ou de gauge. Damos a seguir os calibres de Coulomb e de Lorentz, dados pela defini¢do de

V.A:

calibre de Coulomb : V.A=0, (1.56)
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calibre de Lorentz : V.A = >

(1.57)

2/

c
Vale ressaltar que tanto num calibre quanto no outro a for¢a de Lorentz é exatamente a
mesmia.

Usando-se estes calibres e as equagdes de Maxwell pode-se obter (ver exercicio 1.6)

equacoes de onda também para ¢ e A. No caso do calibre de Coulomb vem

V24 = —eﬁ , (1.58)
2 1PNz 108
(v Saa A=l + 5V 5 (1.59)

A primeira destas equagdes é conhecida como equagdo de Poisson.

J4 no calibre de Lorentz vem

1 82 7
(v2 — C—Qw)qa == (1.60)
(V2 — 6—28?)/‘1 = ““‘]JOJ . (161)

Numa regiao sem cargas e sem correntes vem de (1.60), (1.61), (1.53) e (1.54) que todas
as componentes retangulares de E, B , A_:, e ¢, satisfazem a mesma equacio.

Embora as equagbes (1.58) a (1.61) sejam diferentes, e portanto déem solu¢des
diferentes, isto nao € problema ja que no eletromagnetismo classico os campos reais séo E
e ﬁ, e ndo ¢ e A. E tanto no calibre de Coulomb quanto no de Lorentz vem que EeB
satisfazem &s mesmas equacdes, (1.53) e (1.54), ou as equacdes gerais do exercicio 1.5.

Nos exercicios 1.7 a 1.8 indica-se como obter as equagdes de Gauss, (1.41), e de Faraday
(1.44), a partir do campo elétrico que aparece na forca de Lorentz. A derivacdo das leis
de Ampére, (1.42), e dos monopdlos magnéticos, (1.43), é assunto do terceiro capitulo.

De maneira extremamente reduzida e simplificada podemos dizer que a segunda
lei de Newton acoplada & forga de Lorentz, juntamente com as equactes de Maxwell

e as equacoes constitutivas do meio constituem o cerne do eletromagnetismo classico.

34



Antes de prosseguirmos vamos fazer alguns comentarios importantes. Como ja falamos
anteriormente, as equagoes de Maxwell sfio independentes da forca de Lorentz. Isto significa
que as equagdes de Maxwell poderiam continuar vélidas mesmo que tivéssemos uma le
de for¢a para cargas elétricas diferente da forga de Lorentz. Um outro dado é que as
equagoes de Maxwell sdo independentes entre si, no sentido de que nao se consegue, por
exemplo, derivar a lei de Faraday da lei circuital de Ampére, e vice-versa {ver porém o
exercicio 1.9). Contando cada equa¢do vetorial como uma equacdo, temos entdo que o
eletromagnetismo clssico é composto de cinco equacdes independentes (Newton-Lorentz

mais as quatro equagdes de Maxwell), além das rela¢bes constitutivas do meio.
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1.5 - Derivacao da Lel de Gauss

Nesta secio vamos derivar a lei de Gauss a partir da forga de Coulomb, (1.13). Esta
forca no caso da interagio de g, com outras N cargas pode ser escrita como (1.14), com
o eampo elétrico dado por (1.15). De (1.15) vemos que o campo elétrico de cada carga
g;, E} = qu'oj/(él?reorgj), aponta radialmente a partir desta carga e cal com o quadrado

da disténcia. Para chegar na lei de Gauss vamos supor inicialmente uma tnica carga ¢; e

uma superficie fechada S, como indicado na figura 1.7.

Figura 1.7

Seja dd, um elemento de area desta superficie localizado no ponto 7, e apontando

sempre para fora, por convengao. E [écil ver que

=709 da, (1.62)

onde 8,; é o angulo entre 7,; e dd,. Como Ej aponta radialmente a partir de ¢;, vem que
cos 8,;da, = rt 08,5, onde d{,; ¢ o elemento de angulo esiérico subentendido por da, na

posigédo de ¢; (ver figura 1.7). Logo

B.dd, = -2 4Q,; . (1.63)



Integrando Ej .dd, sobre toda a superficie S, é facil ver que ‘ES d€,; = 4w se g; estiver
dentro da superficie S,, € ﬁs dQ,; = 0 se g¢; estiver fora da superficie S,. Usando o

principio da superposi¢io para somar a contribui¢do das N cargas vem entéo

_, 1 - 1
E.d"],:—g s omm — o s 1.64
S, ’ €o j_IQJ go/.//pdv ( 6)
= i

onde a somatodria E;’;l se estende apenas as cargas que estdo dentro de S,, e a ultima
igualdade é obtida supondo-se uma distribui¢ao continua de cargas, ¢ — pdV, sendo V, o
volume englobado por S,. E esta é a forma integral da lei de Gauss, Eq. (1.48).

Para se chegar na forma diferencial da lei de Gauss, (1.41), basta usar o teorema de

Gauss, (1.39). Com isto vem

///(VE——)dV —0. (1.65)

Como esta equacao é valida qualquer que seja o volume V, vem que o integrando tem de
ser nulo, € entdo chegamos a (1.41).

Uma outra prova usando propriedades mais avancadas do calculo vetorial pode ser

|
|
obtida através do potencial de Poisson, (1.16), além de (1.18) e (1.55):

f f / (Vo-E')dv;a:— f f / [Vo(V,8)]dV,
ff/v%s Eclm:o//fgf(vz )dV (1.66)

Como mostramos na se¢do 3.5, hd um resultado importante da analise vetorial que

diz que

V2 = arb(7, — 7 (1.67)

Toj

onde §(7, — 7;) é conhecida como a fungso delta de Dirac. Suas propriedades:

87, —7;) =0 para 7, #7;, (1.68)
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/ / f F(7)8(7, — 75)dV,
Ve

= f(7}) se V, contem 7; ,
{ } (1.69)

= 0 se V, néo contem ry . :
Aplicando (1.67) em (1.66) se chega em (1.64) ou (1.65), desde que se use também o

teorema de Gauss (1.39). E daf se chega na forma diferencial da lei de Gauss, CQD.
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1.6 - Exercicios

1.1 - Mostre que —V,¢, com ¢ e V,¢ dados por (1.16) e (1.17), & 0 mesmo que E
dado por (1.18).

1.2 - Refaca explicitamente todas as contas indicadas no texto para mostrar que as
equagdes de Maxwell (1.41) e (1.42) sdo compativeis com a equagio de continuidade, {1.45).

Ou seja, derive (1.45) a partir de (1.41) e (1.42).

1.3 - Reobtenha explicitamente as equacdes de Maxwell na forma integral, (1.48) a
(1.51), a partir de (1.41) a (1.44), usando os teoremas de Gauss e Stokes, (1.39) e (1.40),

e usando também as identidades vetoriais {1.46) e (1.47).

1.4 - (A) Prove as relacdes (1.46) e (1.47) usando as expressdes de Vg, V.G e V x G
em termos das componentes dadas por (1.17), (1.27) e {(1.38). Para isto suponha funcées

bem comportadas tal que a ordem de derivagéo possa ser invertida.

(B) Use (1.17} e (1.38) para mostrar que

Fp By
VAVe) = e Y e Y

Como j4 foi dito, esta expressdo é conhecida como o Laplaciano de ¢.

1.5 - O objetivo deste exercicio é obter as equacbes de onda no caso geral, vilidas
também numa regido onde hé cargas e correntes. Para 1sto val-se usar a identidade vetorial
(1.52). Nesta expressao o Laplaciano é dado por (1.55). Suponha que os campos EeB
sto fungdes bem comportadas tal que se possa inverter as ordens de derivacao.

(A) Aplique o rotacional de ambos os lados da lei de Faraday, (1.44), use a identidade
vetorial acima, a lei de Gauss, (1.41), e a lei circuital de Ampere, (1.42) para obter a

equacao de onda
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2 18\p_ 1 a7
(V E—Sov,o-t-;soat .

(B) Aplique o rotacional de ambos os lados da lei circuital de Ampere, (1.42), use a
identidade vetorial acima, a equacdo (1.43), e a lei de Faraday, (1.44), para obter a equagdo

de onda

1 8%\ 5 -
2
(V —Eé-b"-t—z-)B:—ﬁOVXJ.

1.6 - Agora podemos obter as equagdes satisfeitas por ¢ e A.

(A) Aplique as expressdes para E e B em termos de ¢ e A, dadas por (1.31) e (1.26),
nas equagdes de Maxwell (1.41) a (1.44). Observe que no caso de (1.43) e (1.44) se obtem
simplesmente a identidade 0 = 0.

(B) Use entéo o calibre de Coulomb, (1.56), para chegar em (1.58) e (1.59).

(C) Em vez do calibre de Coulomb use agora o calibre de Lorentz, (1.57), no resultado
obtido na letra (A), para chegar em (1.60) e (1.61).

1.7 - O campo elétrico que aparece na forca de Faraday é dado em termos dos potenciais
em (1.31).
(A) Obtenha dai

— a —
72,
V.E=-V% o (V.A) .

(B) Use o calibre de Coulomb, (1.56), e sua correspondente equacdo de onda, (1.58) e
(1.59), para chegar em (1.41).
(C) Use agora o calibre de Lorentz, (1.57), e sua correspondente equa¢io de onda,

(1.60) e (1.61), no resultado da letra (A), para chegar em (1.41).

1.8 - Derivagéo da lei de Faraday a partir do campo elétrico que aparece na forca de
Lorentz.

(A) Aplique o rotacional nos dois lados da expressdo para Eem (1.31).
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(B) Use (1.47) e (1.26) para chegar em (1.44).
Este exercicio ilustra o fato de que apenas a componente 311/ Ot do campo elétrico é

relevante para a lei de Faraday.

1.9 - Suponha que as funces E e B sejam bem comportadas tal que se possa inverter
a ordem de derivacio.

(A) Aplique o divergente de ambos os lados da lei de Faraday, (1.44), € use (1.46)
para concluir que (V.B)/8t = 0, isto é, que V.B nao depende explicitamente do tempo.

(B) Faga agora a hipétese adicional (isto ndo vem de (1.41), (1.42) nem (1.44)) de
que em algum momento do passado V.B = 0 em todos os pontos do espaco. Com esta
hipdtese adicional se chega entdo em (1.43).

(C) Aplique o divergente de ambos os lados de (1.42) e a relagdo (1.46) para concluir

que

= 6 -
V.J= —an(V.E) .

(D) Use agora a equagdo de continuidade {que ndo pode ser derivada apenas de (1.42)
a (1.44)), Eq. (1.45), mais o fato de que J = p¥ para derivar a lei de Gauss (1.41), a menos
de uma constante que pode ser fixada como zero.

Este exercicio ilustra que sé se pode derivar alguma das equagdes de Maxwell a partir

das outras trés caso se fagam oufras hipdteses adicionais.
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2) Forga e Energia Potencial de Weber

2.1 - For¢ca de Weber

Neste capitulo vamos discutir a for¢a de Weber e algumas de suas. principais
caracteristicas. Para uma biografia de Weber ver, por exemplo, (Wiederkehr, 1967; Werner
e Werner, 1976; Woodruff, 1976 e Assis, 1991 b). Os principais trabalhos de Weber estéao
listados na bibliografia ao fim deste livro em seguida a palavra “Weber.”

Wilhelm Eduard Weber (1804 - 1891) foi um grande fisico experimental alemao
que deu contribuigdes fundamentais para o eletromagnetismo, como a invencdo do
eletrodinamoémetro (aparelho para medir a forga entre dois fios com corrente elétrica).
Criou, juntamente com Gauss, o primeiro telégrafo operacional do mundo (1833).
Estabeleceu, também com Gauss, um sistema de medidas absoluto para grandezas
eletromagnéticas (campo magnético, corrente elétrica, resisténcia, etc.) Durante alguns
anos a unidade de corrente elétrica foi chamada de Weber em reconhecimento ao seu
trabalho experimental, até que em 1881 resolveu-se chamar de Ampére a esta medida, num
congresso internacional realizado em Paris. Desde 1935 que se designa por Weber a unidade
de fluxo magnético no sistema internacional de unidades. Trabalhou em Gottingen, onde foi
colega de Gauss, que também era professor na mesma universidade, e chegou a ser professor
na universidade de Leipzig no periodo entre 1843 ¢ 1849, que é quando desenvolveu seus
principais trabalhos tedricos. £ durante este periodo, mais especificamente em 1846, que
desenvolve e publica sua lei de for¢a entre duas cargas elétricas (Weber, 1846 e 1848). Para
estas e outras informagdes ver também: ((O’Rahilly, 1965, Cap. 11; Whittaker, 1973, pag.
201; Wise, 1981; Harman, 1982, pags. 32, 96, 103 a 107; Atherton, 1989; e Jungnickel e
McCormmach, 1986).

A forca de Weber que uma carga ¢; exerce numa carga ¢; ¢ dada por

- g Fii rf iFe
Fji:—qur—J(I—'Q'—JQ+—TJ2}>a . (21)

2
dre, i c

onde
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f‘,‘j = a?‘gj 3 (2'2)
. d? d .
Fij = —3Ti = 27 - (23)

e onde ri; e 7;; sdo dados por (1.9). No préximo capitulo veremos de onde veio esta
forga, ou seja, para que se pudesse derivar de uma 1nica lei os resultados de Coulomb
e de Ampere. Como a for¢a de Coulomb depende de unidades eletrostaticas e a de
Ampere de unidades eletrodinamicas, a constante ¢ que aparece em (2.1) é a razéo
entre as unidades eletromagnéticas e eletrostdticas de carga. Seu valor foi primeiro
obtido experimentalmente por Weber e Kohlrausch em 1856, e o valor que obtiveram foi
3.1x10% m/s, que era essencialmente, dentro dos erros experimentais, o valor da velocidade
da luz no vacuo (Kohlrausch e Weber, 1857; Rosenfeld, 1956; e Kirchner, 1957). Esta foi
a primeira evidéncia forte para a existéncia de uma conexéo profunda e precisa entre o
eletromagnetismo e a Optica. Maxwell utilizou este valor obtido por Weber e Kohlrausch
em seu Tratado (4 Treatise on Electricity and Magnetism) para justificar sua prépria teoria
eletromagnética da luz (ver Maxwell, 1954, Vol. 2, pags. 416 e 436). Lembrando entdo
que se vai obter a lei de Ampere a partir da lei de Weber, e estando ambas no sistema
internacional de unidades, vem que se pode colocar ¢ = (p,e,) /% em (2.1). Pode-se dizer
que Weber e Kohlrausch foram os primeiros a medir (p,e,)~1/2.

As principais propriedades da forca de Weber sio:

(A) Ela segue a terceira lei de Newton (a de agéo e reagiio) na forma forte, qualquer
que seja o estado de movimento das cargas. Isto é, a forga estd sempre ao longo da reta
que une as duas cargas e I_ﬁji = —F’,f 4

(B) A lei de Coulomb é um caso particular da lei de Weber, obtida no caso em que
as cargas estdo paradas uma em relagdo & outra. Ou seja, quando 7;; = 0 e ¥;; = 0 vem
que (2.1) se reduz a (1.13). Como a primeira das equacdes de Maxwell, a lei de Gauss,
essencialmente nada mais é do que a lei de Coulomb escrita de forma diferencial (ver segao

1.5), vem que com a forca de Weber pode-se derivar a primeira das equagdes de Maxwell,

juntamente com a primeira parte da forga de Lorentz, —gV¢ em (1.32).
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(C) A equacgio de movimento é obtida juntando-se (2.1) com a segunda lei de Newton,
(1.7).

(D) A velocidade e aceleragio que aparecem em (2.1) sdo apenas as velocidades e
aceleragGes radiais entre as duas cargas, como dado por (2.2) e (2.3). Isto nos leva &
ultima e fundamental propriedade da lei de Weber:

(E) Na lei de Weber s6 aparecem grandezas relacionais para especificar a posigéio e o
movimento das cargas. Isto é, as inicas grandezas que vio interessar para saber a forga sdo
7y — Ty, |Fi — 75, drij/dt, e &rij/dt®. Isto significa que cada termo da forga tem o mesmo
valor para todos os observadores, mesmo se os observadores forem nio inerciais. O vetor
7; que liga um observador O & carga i pode ser diferente de um vetor 7; que liga a mesma
carga a um outro observador O'. Mas o vetor j; = 7; — F; que liga a carga j & carga i é

f

o mesmo tanto para O quanto para O, isto é, 7j;

= r35. O mesmo vale para ri;, 7;; e 7yj.
Por isso se diz que estas sfo grandezas relacionais, que dependem apenas das relacdes entre
08 corpos que estao interagindo, mas que nfo dependem de quem estd observando. Como
se mostra no exercicio 2.2, as grandezas relacionais sao F',-J-, rijy Tij, Tij € 4;. BExemplos de
grandezas nao relacionais: F,', FJ? ’t—}}, T_)}, (_fi, (-fj., 'l'?zfj., a}j, t?gj"t?,;j, (_fgj'(_l’,'j, a?,_?&'”, ?:}j-aij,
etc.

Foi dada uma énfase maior neste ltimo aspecto ja que a lei de Weber é uma das tinicas
formulagbes ja propostas para abranger os fendémenos elétricos e magnéticos que tem esta
propriedade. As outras formuiagﬁes como as de Gauss, Riemann, Clausius, Lorentz, ete.,
ou dependem da velocidade da carga em relagdo ao observador, ou da velocidade da carga
em relacdo a um éter. Vamos ver um exemplo disto no caso da forca de Lorentz. Se
numa certa regido do espago héd apenas um campo magnético estacionario (gerado por
exemplo por um imé em repouso em relagdo a um referencial inercial (), e um observador
em repouso neste mesmo referencial vé uma carga ¢ se movendo com velocidade 7 nesta
regido do espago, entao ele vera a carga sofrer uma for¢a magnética dada por (1.19) ou pelo
altimo termo de (1.32). Para um outro observador O’ que neste mesmo instante estd se
movendo com velocidade constante ¢ em relacdo a O (sendo portanto um outro observador

inercial) nao val haver nenhuma forga magnética sobre a carga ji que em relacao a ele a

carga estd instantaneamente parada (¥ = 0) e entdo g7 "xB'=0 para ele. Vemos com
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isto que a forga magnética no eletromagnetismo classico pode ser distinta mesmo para dois

observadores inerciais. Voltaremos a discutir este assunto em mais detalhes no capitulo 5.

Usando-se (2.2) e (2.3) pode-se colocar a for¢a (2.1) na forma (ver exercicios 2.1 e

2.2):

—

i

onde

9:q; Tij 1/, L 3. =72
= 4?:53 -T—Qi [1 + 2 (mj "V T 5(‘*‘":‘3‘ 'Uij)2 + iy “ij)] : (24)
o gj
- __ d — — = —
Vi = a(?‘t —Tri) =V — vi (25)
d2
a;; = _dtz (r,- — ?"J') =da; —ajy . (2'6)

Chamamos a atencdo para os exercicios 2.1 e 2.2 pois neles se mostra que nem sempre

ri; € igual a (Ty;-¥;)'/%. Além disto se mostra que 7;; é uma grandeza relacional enquanto

que (#;; - ¥;;)'/? pode variar de observador para observador. Em particular no exercicio

2.1 se mostra que

dri; .
= dtj = Tij " Vij » (2.7)

?"ij =

d? 1 5

Fij = gtis = (% Uiy — (R - 035)° + 7% - @] - (2.8)

vy
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2.2 - Energia Potencial de Weber

A lei de Weber foi o primeiro exemplo histdrico que surgiu de uma forga entre cargas
que dependia ndo apenas da distancia entre elas mas também de suas velocidades. Isto
gerou criticas por parte de alguns cientistas da época que achavam que esta forca era
inconsistente com o principio de conservagio da energia. Foi entdo que dois anos depois,

em 1848 (Weber, 1848), Weber apresentou sua energia potencial generalizada definida por:

U=2% 1 1— ﬁgj (2.9)
T Ame, i 2c2 ] 7 ’

O primeiro termo desta energia é a energia potencial Coulombiana usual, enquanto

que o segundo termo é uma mistura de energia cinética e potencial ja que depende nao sé
da distancia entre as cargas mas também de suas velocidades miituas. Este também foi
o primeiro exemplo que surgiu na ciéncia de uma energia potencial generalizada. Assim
como no caso da energia potencial Coulombiana, pode-se pensar em U de (2.9) como sendo
a energia gasta para formar o sistema. Isto é, U € a energia que tem de ser dispendida para
trazer ¢; e ¢; desde o infinito (onde se considera que estio em repouso e a uma distancia
infinita uma da outra) até chegarem & separagio r;; com velocidade relativa 7;;. Esta
energia é gasta contra a forga de Weber (2.1) atuando entre as duas cargas.
A maneira mais simples de derivar a forca desta energia potencial é fazendo

- . dU
Fji — —T’;‘jdr—ij . (210)

A forma detalhada de chegar em (2.1) a partir de (2.10) estd indicada no exercicio 2.3.

Uma outra maneira de obter a forca a partir do potencial é indicada na préxima secgao.
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2.3 - Conservacio do Momento Linear, do Momento Angular e da Energia

Um dos aspectos de maior importancia na fisica cldssica séo as trés leis basicas de
conservagao: energia, momento linear e angular. Vamos aqui mostrar que a lei de Weber,
juntamente com sua energia generalizada, satisfaz a estas trés leis capitais. Inicialmente
vamos tratar do momento linear.

A conserva¢ao do momento linear segue diretamente do fato de que a forga de Weber
satisfaz ao principio de ac@o e reagdo. Este fato independe até mesmo da forma da forga,
bastando que valha F}-; =2 wf}j, como € o caso da let de Weber. Escrevendo entio o
momento linear total de um sistema de duas particulas em relacdo a um referencial inercial

Vel

P= m;t; + m;v; . (2.11)

Derivando esta expressdo em relagéio ao tempo, usando (1.7) e a lei de agéo e reagdo, (1.6),
vem dﬁ/ dt = 0, CQD. Este principio pode ser generalizado para um ntmero qualquer
de particulas interagindo por meio de vérias forgas (Weber, eldstica, gravitacional, etc.),
desde que estas forgas satisfagcam ao principio de acdo e reagio (ver exercicio 2.4).

Em segundo lugar vem a questéo da conservagéo do momento angular. Consideramos
novamente um referencial inercial no qual duas particulas interagem entre si através de

uma forca de Weber. O momento angular total do sistema é definido por

—

L =7 x (i) + 7 x (my5;) . (2.12)

Fazendo dL /dt, usando as regras usuais da andlise vetorial, lembrando que ¥ x ¥ =0,
usando (1.7) ¢ a lei de acéo e reacao vem:
dL . .. =
E = ('r',; — ?‘j) X Fj,ﬁ . (2.13)
Até o momento nao foi utilizada a let de Weber, a nao ser no fato de ela satisfazer ao

principio de agio e reagdo. Usando agora que ela satisfaz a este principio na forma forte,

ou seja, que F‘;-,: é paralelo a 7;;, vem que df/dt = 0. Novamente este resultado nio
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dependeu da forma explicita da forca de Weber, mas apenas de esta forca satisfazer ao
principio de acéo e reacio, neste caso na forma forte. Este resultado pode ser generalizado
a um numero qualquer de particulas interagindo entre si por for¢as de qualquer natureza,
desde que satisfagam ao principio de agdo e reagdo na forma forte (ver exercicio 2.5).

Por 1ltimo vem a conservacdo de energia. Supondo que temos duas cargas g; e ¢;, de
massas 17; e m;, interagindo entre si através de uma forca de Weber temos que a energia

total do sistema é dada por:

E=U+T, (2.14)
onde U € a energia de Weber dada por (2.9) e T é a energia cinética dada por

— — — —
Ly - Uy Uj"UJ'

5 tmiTg

szf

(2.15)

onde ¥ = dr/dt é a velocidade da particula em relacio a um observador inercial qualquer.
Derivando E em relacdo ao tempo, usando (1.7} e a terceira lei de Newton, (1.6), e

também o resultado do exercicio 2.1 sobre o significado de #;; vem que obtemos, lembrando

de (2.1):

-0, cep. (2.16)
Este resultado pode ser generalizado facilmente para um ntimero N de particulas
interagindo entre si por for¢as do tipo de Weber. Este é o objetivo do exercicio 2.6.
Obviamente o resultado vai continuar valido se elas interagirem entre si também através
de outras forgas conservativas (como forgas eldsticas ou gravitacionais), além da interago
eletromagnética de Weber.
Este procedimento sugere uma nova forma de determinar a forga a partir do potencial:

Dada uma energia potencial U/, a for¢a de j em 1, 1:";-,;, pode ser obtida fazendo (ver exercicio

2.7):

— ;) Fy; . (2.17)



Nesta secio vimos entéo que a teoria de Weber é compativel com toda a fisica classica
j4 que com ela se derivam as leis de conservagio basicas a toda a fisica: conservac¢éo do
momento linear, do momento angular e da energia. Este é um dos resultados fortes e
importantes da eletrodinémica de Weber.

No apéndice B apresentamos a Lagrangeana e a Hamiltoniana de Weber, indicando
maneiras alternativas de se derivar a forga de Weber, as equacdes de movimento e a

]
]
|
|
conservagio da energia.
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2.4 - Exercicios

2.1 - Use as equacdes (1.9), (2.2) e (2.3) para mostrar que (use também as defini¢Ses
(2.5) € (2.6)):

(A) 7ij =745 - U5

(B) #4j = ;o [0 - Ty — (Pig » 8)% + 7% - i)

(C) Utilize os resultados deste exercicio para chegar em (2.4) a partir de (2.1).

2.2 - Uma outra expressdo que as vezes é usada como velocidade relativa é dada por

wij = (Tij - Vi) = [(# — 75) - (7 — )2

Embora na maioria dos casos u;; dé o mesmo valor que r;;, isto nem sempre ocorre.

Em particular u;; ndo é verdadeiramente uma grandeza relacional, j& que o valor desta

grandeza pode variar de observador para observador. As grandezas realmente relacionais

sA0: Tii, Tij, T4i, Tij € Tij. Apresentamos também alguns exemplos de grandezas nao

M T} i) 7 t} E ¥ P _ g p g

relacionais: 75, 7j, U, U5, @i, G, Usj, Dij, 8ij, (ij - gf,.)liz Fov e Guse Fise s, ete
- Pgs Ty Uiy Vg, Gy, Ggy Mg, iy, S45s ] tF y Tig i3y fag 839 .

(A) Constdere um observador ou sistema de referéncia O no qual a particula pontual ¢

esta sobre a origem do sistema de coordenadas, em repouso, e no qual a particula pontual

7 estd sobre o eixo X a distancia p da origem, também em repouso. Mostre que

— ——d — -
Ui =0; =03, =0, equery; =u;; =0.

(B) Seja O’ um outro sistema de referéncia com mesma origem que O e que em ¢ =0
tenha seus eixos X'Y’Z' paralelos a XY Z, mas que gire com velocidade angular constante
w3 em relagio a 0. Mostre que #; = 0, f)'j' = —pw(&' sinwt + §' cos wi), ‘5};- = ——ffj' #
0, ‘5’,‘-; # Uij, e que r}; = 0, mas u;; = pw # 0.

Este exemplo simples e particular é para mostrar que u;; ndo é uma grandeza

relacional, enquanto que 7;; é relacional (neste caso vimos que :F'EJ- = rij, enquanto que

uij F ij) - '

. ~ — ! — ~ f ! ~ -4
(C) Encontre exemplos mostrando situacdes onde @;; # dij, 7}, « d;; # 74j - dsj, ete.
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2.3 - Na situagio mais geral possivel temos que duas particulas ¢ e j se locomovem
no tempo quando estdo interagindo entre si de tal forma que 7; = 7i(t) e 7y = 7;(t). Isto

naturalmente leva a que r;; = |75;] = ri;(¢). Use a regra da cadeia para mostrar que

dr?

dri;

= 2F,; .

Use este resultado juntamente com (2.9) e (2.10) para chegar em (2.1).

2.4 - O objetivo deste exercicio é generalizar o resultado da conservagio do momento
linear.

(A) O momento linear de trés corpos ¢ definido por P = E,le,;ﬁ}. Suponha que
estes corpos apenas interagem entre si através de forcas de Weber do tipo (2.1). Mostre
que dP/dt = 0 utilizando (1.6), (1.7) e o fato da forca de Weber satisfazer ao principio de
agao e reacdo. Suponha que nido hajam forgas externas.

(B) Generalize o resultado anterior para N corpos interagindo entre si por forgas
de Weber e também por outras forcas (gravitacionais, elisticas, etc.), desde que elas
também satisfagam ao principio de agfo e reagdo. Novamente suponha que nio hajam

forgas externas.

2.5 - O objetivo deste exercicio € generalizar o resultado da conservagéo do momento
angular.

(A) O momento angular total de um sistema de trés corpos é definido por L=
E?:lﬁr X (m;¥;). Suponha que estes corpos apenas interagem entre si através de forgas
de Weber do tipo (2.1). Mostre que dL/dt = 0 utilizando (1.6), (1.7) e o fato da forga de
Weber satisfazer ao principio de acdo e reag¢&o na forma forte (F}t paralelo a 7;;). Suponha
que nio hajam forgas externas.

(B) Generalize o resultado anterior para N cargas.

(C) Generalize o resultado anterior para N corpos interagindo entre si por forgas de
Weber e também por outras forcas, desde que elas também satisfacam ao principio de agdo
e reacéo na forma forte (como é o caso da forga gravitacional Newtoniana, da forga eldstica

de Hooke, etc.) Novamente suponha que ndo hajam forcas externas.
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2.6 - O objetivo deste exercicio é generalizar a lel de conservagdo de energia para N
COrpos.

(A) Siga novamente a se¢do 2.3 refazendo todos os cdlculos explicitamente, seguindo
os passos indicados, até chegar em (2.16).

(B) Considere agora o caso de trés corpos de cargas ¢, g2 € ¢3, € massas m;, my e
mg, interagindo entre si por forgas de Weber (2.1). Defina a energia total do sistema. por

(U;; sendo dado por (2.9)):

my vy + myv  m3u?

2 2 2
Mostre que dE/dt = 0 usando (1.6), (1.7), (2.1), (2.9), e usando um procedimento

E=U;s+ Ui+ Uss +

como o da letra (A).
C) Generalize o resultado anterior para N corpos usando como energia total a
P g

expressao (lembre-se que Uj; = U;;5) -

onde U;; é dado por (2.9). Mostre entido que dE/dt = 0.

(D) Generalize ainda mais o resultado anterior supondo que as particulas estdo
interagindo entre si também através de outras forgas conservativas (como através de forcas
gravitacionais ou eldsticas) além da interagdo eletromagnética de Weber. Suponha para
isto que estas outras forgas também seguem o principio de acio e reagio e que podem ser
derivadas de uma energia potencial que depende apenas da distancia entre elas (como é o

caso da forga gravitacional Newtoniana ou da forca eldstica Hookiana).

2.7 - Seja U dado por (2.9). Utilize (2.17) como uma defini¢go de Fy;. Fazendo entdo
dU/dt e utilizando o exercicio 2.1 mostre que se pode chegar na for¢a de Weber dada por

(2.1). Esta é entdo uma maneira alternativa de chegar na for¢ga de Weber sem passar por

(2.10).
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3) Leis de Forga entre Elementos de Corrente

3.1 - Forca de Ampére e sua Derivagao a partir da Forga de Weber

No capitulo anterior apresentamos a lei de Weber e suas principais caracteristicas.
Neste capitulo vamos usar a lei de Weber para derivar a lei de Ampére para a forca entre
dois elementos de corrente. Este é um dos principais resultados que se pode obter com
a for¢ca de Weber. Historicamente o caminho utilizado fo1 o oposto ao que apresentamos
aqui, ou seja, Weber obteve sua lei de for¢a a partir da forca de Ampeére entre elementos
de corrente, introduzindo a hipétese de que as correntes elétricas nada mais so do que
cargas elétricas usuals em movimento.

O principal resultado experimental obtido por Ampeére (1775 - 1836) em suas pesquisas
é o de que a forga exercida por um elemento de corrente Igdl_; em um elemento de corrente

I,dly é dada por (quando os elementos de corrente sdo neutros eletricamente)

EFf = L2012 02(dl - dlh) — 3(F2 - dT) (a2 - dR2)] (3.1)
47 iy
Trocando-se os indices 1 e 2, observando que 719 = —Fg1, € que A-B=F5-A vem:
Y = oL IR (L - di) - 37 - dh) (e - dB)) = —d*Fy . (32)
12

Ampére chegou neste resultado final em 1823, em seguida a um trabalho experimental
e tedrico intenso que realizou depois da descoberta fundamental de Oersted, em 1820, da
deflexdo de uma agulha magnética colocada préxima e paralela a um fio com corrente. Seus
principais trabalhos foram publicados em 1825 (Ampeére, 1825, 1883 e 1958). A melhor
analise do trabalho de Ampére é sem diivida o livro de Blondel (Blondel, 1982). Uma
discussio muito instrutiva se encontra também em (Tricker, 1965). O trabalho fundamental
de Qersted j4 estd traduzido em portugues, com traduc¢éo de Roberto de Andrade Martins
(Oersted, 1986; e Martins, 1986 a). Para uma excelente discussdo do trabalho de Oersted,

seus antecedentes e sua influéncia ver: (Martins, 1986 b). Vale 4 pena ressaltar que
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Maxwell (Maxwell, 1954, artigo 528, pag. 175) chamou a Eq. (3.1) de lei cardinal (mais
importante) da eletrodindmica, e que esta lei sempre deveria permanecer nesta situacéo.
Maxwell tinha tanta admiragdo por Ampeére que o chamou de “Newton da eletricidade.”
Whittaker diz que este trabalho de 1825 de Ampére é uma “das memdérias mais celebradas
na histéria da filosofia natural” {(Whittaker, 1973, pag. 83).

Talvez o principal aspecto a ser ressaltado na forca de Ampeére € o fato de ela satisfazer
a terceira lei de Newton na forma forte, qualquer que seja a posicao e orientagao relativa
entre os dois elementos de corrente. Isto é, dzﬁé = —dzfﬁ e dzfﬁ é paralelo a 712
qualquer que seja o valor de df; -dﬂz, F1g - drl e F1o -dl-;.

Weber obteve sua lei de for¢a em 1846 seguindo a hipétese de Fechner (Fechner, 1845}
de que a corrente elétrica é constituida de cargas positivas fluindo na direcao da corrente e
de cargas negativas de mesma magnitude que as cargas positivas (dg;- = —dgi4 ) fluindo
na direcdo oposta, com uma velocidade de mesma intensidade (- = —v;4). Sugerimos
os livros de Maxwell {Maxwell, 1954, Vol. 2, Capitulo 23), de Whittaker (Whittaker, 1973,
pags. 200 a 211) e de O’Rahilly (O’Rahilly, 1965, pdgs. 102 a 113 e 518 a 523) para quem
estiver interessado em seguir o procedimento seguido por Weber.

No exercicio 3.1 (um desenvolvimento mais completo se encontra em (Assis, 1990 b))
esta indicado o caminho oposto, ou seja, para se derivar a Eq. (3.1) a partir da forga
de Weber, (2.1) ou (2.4). Para isto tem-se de usar a relagdo usual entre um elemento de
corrente e as cargas em movimento, relacdao também introduzida por Fechner e Weber, e

dada por (no caso de elementos de corrente filiformes neutros eletricamente):

Ildf_;: = /\1+d311_?'1+ + Al_dll‘t—}']_ = )\1+d31(1_?'1+ - 51_) . (33)

Ldly = Mgy dlyByy + Ag_dlyTy— = Apqdly(Try — T2_) . (3.4)

Nestas expressoes Aj+ (A;—) s#o as densidades lineares de carga (quantidade de carga por
unidade de comprimento) positiva {negativa} dos elementos de corrente Igdl_; ,t=1,2. A
condicdo de neutralidade elétrica significa que A;— = —A;4.

O ponto importante deste exercicio é que se consegue derivar (3.1) sem usar a hipétese
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de Fechner de que as cargas posttivas e negativas numa corrente se movem em direcdes
contrarias com velocidades de mesma magnitude (hoje em dia sabe-se que isto néo é correto
e que num fio metélico usual apenas as cargas negativas (os elétrons) se movem). Ou seja,
partindo da lei de Weber, de (3.3) e de (3.4) chega-se em (3.1} mesmo quando apenas
uma das cargas se move (como no caso de um fio metdlico comum), ou quando ambas
se movem em sentido contririo mas com velocidades de diferente magnitude {como num
plasma gasoso usual onde a razdo entre a velocidade dos fons e dos elétrons esta como
o inverso da razdo enire as massas, isto é, vy >~ —(mz/m;)vy). Isto mostra que a forca
de Ampeére pode ser usada ndo apenas em correntes metalicas, mas também em plasmas
gasosos, situagoes de eletrélise, etc.

Um outro aspecto importante que se pode observar ao realizar este exercicio é que a
expressio (3.1) continua vélida em situagdes onde as cargas estdo aceleradas. Isto é, nio é
necessario impor que os termos de aceleracdo sdo nulos em (2.4) para se chegar em (3.1).
Isto indica que a for¢a de Ampére pode ser aplicada mesmo em situag¢des ndo estaciondrias
quando as correntes estdo variando no tempo (como em circuitos com corrente alternada
ou quando se liga ou desliga a corrente num circuito).

Calculamos agora a energia potencial entre dois elementos de corrente neutros
eletricamente I dI_; e Igdf; de acordo com a lei de Weber, utilizando (2.9). Seu valor
é o mesmo que o trabalho necesséario para trazer os dois elementos de corrente desde uma

distancia infinita até as posicdes e orientacbes finais, e é dada por

AU = d*Uss, 14 + d*Usq 1— + PUs 10 + 2Us— 1 . (3.5)

Utilizando (3.3) e (3.4) podemos escrever esta expressiao como

(F12 - d1)(F1a - diz)

ri2

PU = %’TJ]IQ (3.6)
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3.2 - Forga de Grassmann e Lei de Biot-Savart

Apesar dos elogios de Maxwell, Whittaker e outros, a forca de Ampere (3.1) é pouco
conhecida hoje em dia e nao aparece mais em quase nenhum livro didético (nem nos
elementares a nivel de ciclo bésico, nem nos avangados a nivel de pds-graduag¢io). Em vez

disto sé aparece a forga de Grassmann dada por

& FS = Iidl, x dB, , (3.7)
= Heo 1 7 ~
d.Bg = 4—71‘%([2(332 X ?"12) . (38)

Nesta tltima expressao dB; é o campo magnético gerado pelo elemento Ldi,. Esta
expressao para dgz é conhecida como lei de Biot-Savart (Biot e Savart, 1820 e 1821).
Esta expressao de forga foi primeiro apresentada por Grassmann em 1845 (Grassmann,
1845).

Grassmann nunca teve uma educacfo formal em fisica e matemética {estudou como
curso superior filologia e teologia). Durante toda a vida foi professor de matematica no
segundo grau e nunca chegou a lecionar numa universidade, embora sempre almejasse por
isso. Seu principal trabalho cientifico foi o desenvolvimento de uma élgebra generalizada
onde nao necessariamente valiam as propriedades comutativa e a de existéncia do inverso
na multiplicacdo. Publicou seus resultados num livro em 1844 (apenas um ano depois
da descoberta dos quatérnions por Hamilton), e numa segunda versio ampliada e
melhorada em 1862. E no seu primeiro livro que apareceu claramente pela primeira
vez os modernos produtos escalares e vetoriais. Em 1845 publicou sua ler de for¢ca entre
elementos de corrente como sendo uma aplicagéo importante de sua algebra generalizada.
Aparentemente Grassmann nunca realizou experiéncias em fisica, nem mesmo relacionadas
com eletrodinimica. Para estas e outras informagdes ver: (Crowe, 1985).

Biot e Savart anunciaram sua expressdo para o campo magnético em 30 de outubro
de 1820. Obtiveram este resultado estudando a interacéio de um longo fio retilineo (com

corrente) com um imi permanente. Fizeram estas experiéncias motivados, assim como
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Ampére, pelo antincio da descoberta de Oersted, aniincio este feito em 11 de setembro de
1820, por Arago, na Academia Francesa de Ciéncias (Whittaker, 1973, pags. 81 a 88).
Usando que
Ax(BxC)=BA-C)—C(A. By, (3.9)
pode-se colocar (3.7) e (3.8) na forma

Heo L,

& Ff = 42 (] - )i — (dl - f1z)dD] - (3.10)
T i,
Trocando-se os indices 1 e 2, observando que F13 = —73;, e que A-B=F-A vem:

3
LET

LFS = Ldl, x dBy = —Ldl, x [i‘_*’(fldfl x "1_2)]
iy

II - - - . - —
= o Bl al )i — (0 o)) B (311)
12

A primeira coisa que se pode observar nestas expresses é que embora o primeiro termo
da forga satisfaca ao principio de acéo e reagéo e seja paralelo a 12, 0 mesmo nao acontece
com o segundo termo que é paralelo a dl_; ou a dl;. Este segundo termo ndo satisfaz ao
principio de agao e rea¢do a ndo ser em alguns casos bem particulares. Isto faz com que
em muitos casos d2 I:"’zal # —dzﬁg quando usamos a expressio da for¢a de Grassmann entre
elementos de corrente. Ou seja, quando se usam elementos de corrente ha casos em que a
expressao de Grassmann ndo satisfaz ao principio de agéo e reagdo nem mesmo na forma
fraca. Estamos aqui restringindo a analise ao caso de elementos de corrente, contudo mais

para frente discutiremos o caso de circuitos fechados.
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3.3 - Derivacao da Forga de Grassmann a partir da For¢a de Lorentz

Nesta se¢iio vamos mostrar como se chega em (3.7) usando a for¢a de Lorentz (1.32).
Novamente o caminho histérico foi o inverso ja que Lorentz conhecia a forca de Grassmann
e partiu dela fazendo a substitui¢do ¢v por I dr para chegar na componente magnética de
sua forga (Lorentz, 1915, pags. 14 e 15); (O’Rahilly, 1965, p. 561).

Assim como no caso de Weber e do exercicio 3.1 supomos que nos dois elementos de
corrente hajam cargas positivas e negativas dgy4, dgi—, dgo4+ e dgz—. Vamos supor que
o elemento de corrente I df; gere um campo elétrico dE, (caso ele ndo seja neutro) e um

campo magnético dB;. Somando as forgas {1.32) sobre as cargas positivas e negativas de

Ildrl vem:

d2ﬁ21 == (dql+ -+ dql_)dﬁg + (dql+ﬁl+ + dql,.‘l?l_.) X dgg . (312)
Impondo a neutralidade elétrica dos elementos de corrente (dg;— = —dg14 e dga— = —dga4)
vem que o primeiro termo de (3.12) se anula ji que d¢14 + dg1- = 0 e também dEs = 0.

Usando (3.3) se chega entdo em (3.7), CQD. Para se chegar em (3.10) é necessério ainda
algo como a lei de Biot-Savart (3.8) relacionando a corrente nas fontes com os campos
magnéticos que elas geram. Ver ainda o exercicio 3.3.

Uma outra deducdo da forga de Grassmann a partir da forca de Lorentz usando os

potenciais retardados de Lienard-Wiechert se encontra no capitulo 5.
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3.4 - Ampeére contra Grassmann

Nesta segao vamos comparar as leis de forca entre elementos de corrente obtidas por
Ampére e Grassmann, e discutir alguns experimentos recentes que tém sido realizados para
se tentar distinguir entre as duas leis.

O primeiro aspecto a ser salientado, e que ja foi comentado anteriormente, é que a
forca de Ampere (3.1) sempre satisfaz a terceira lei de Newton (acfo e reagso), e ainda por
cima na forma forte. Ja a lei de Grassmann nfo satisfaz em geral ao principio de acéo e
rea¢do nem mesmo na forma fraca. Um exemplo disto € o caso apresentado na figura 3.1

(ver exercicio 3.4):

——
Fl.2 -
— — ~ T I,df,
Figura 3.1
Pela for¢a de Ampere temos
PFA =d*Ff =0. (3.13)
Ja por Grassmann vem que
, I - |
@FG = £ 21 dl, #£0, (3.14)
4 i,
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PFG =0. (3.15)

Isto é, de acordo com a lei de Grassmann o elemento L dl; nio fard forca em Igdl_;,
enquanto que Igdl_; fara uma for¢a nao nula em Ldl.

Apesar de alguns livros didaticos apresentarem este exemplo, é usualmente argumen-
tado que elementos de corrente ndo existem e que na realidade temos apenas correntes
fechadas, quando entao também Grassmann satisfaria ao principio de agdo e reagao. Como
veremos no decorrer desta secfo, a situacao real pode nfo ser bem assim. Antes de chegar
neste ponto vamos discutir um fato importante que mostra porque por muito tempo se
pensou serem indistinguiveis as duas leis.

Este fato pode ser expresso assim: A for¢a de um circuito fechado num elemento de
corrente de um outro circuito é a mesma quando calculada pela for¢a de Ampere ou por
Grassmann. Uma prova deste fato marcante se encontra em: (Tricker, 1965, pags. 55 a
58). Uma outra prova, usando propriedades mais avancadas do calculo vetorial, se encontra
delineada no exercicio 3.7. A razdo principal deste fato é que se fizermos a diferenca entre
(8.1) e (3.10) obtemos como resultado uma diferencial exata cuja integral ao longo de todo
o circuito fechado 2 é nula.

Seguem abaixo alguns teoremas (ver exercicio 3.5) e resultados importantes utilizados

no exercicio 3.7:

V) m = = Vg = ——= | 3.16
' riz 2 ri2 T‘fg ( )
V1 X ﬁ]g = Vg X f19 =0 5 (317)
R dh, . . F
Vaf12 - dh) = —— + (F12 - Cﬂl)ﬁ ) (3.18)
712 712
T - '
Vi(iig - dly) = —= — (Fry - dlp)== | (3.19)
12 T2
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Vi(f1a - dly) = dh _ (Fra - di) 122
r12 Ti2
;%[(ml — 23)Vadhs + (y1 — y2)Vadhy + (21 — 22)Vidl1,] (3.20)
Vatra - dly) = —f‘”—2+(r12 d:z)’"”
~L (a1 — 2)Vadlas + 1 = 12)Vadlay + (51 = 2)Vadlas] (3.21)
Vildh - dl) = dlog Vidhg + dlpy Vadlyy, + dla, Vidly, (3.22)
Vo(dly - diy) = dly, Vadly, + dly, Vadlyy + dly,Vadly, . (3.23)
Embora possa parecer que Vydly, = 0, isto ndo é sempre verdade. Por exemplo,

vamos supor uma espira circular de raio R = (27 + y$)'/? centrada na origem e na qual

circula uma corrente no sentido anti-horario. Logo, usando coordenadas polares,

dly = (Rd8)6; = Rd6(§ cos8, — & sin 6;)

—Yi n o A
= Rdﬁ( z+ y)
R C ROk

= —db(y; & — 19) = &dhi + gdlyy . (3.24)
Com (1.17) vem:
Oy Oy ~T1 -
Vidlhy = —db = ) =df(g— — . 2
160 ( B2y +9 ay ($y1 g)#0 (3.25)
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Esta semelhanc¢a das duas forgas neste caso {(for¢a de um circuito fechado sobre um
elemento de um outro circuito) fez com que muitos pensassem que ambas as forgas sempre
dessem o mesmo resultado. Aliando-se a isto o fato de a for¢ga de Grassmann ser muitas
vezes mais facil de integrar do que a de Ampére fez com que ao longo do tempo a forga de
Ampeére fosse sendo deixada de lado em favor da de Grassmann. Cremos que outro motivo
para a forca de Ampere ter sido deixada de lado é que a teoria da relatividade restrita
é baseada no conjunto das equagtes de Maxwell mais a forca de Lorentz. Acontece que
Grassmann é compativel com a forga de Lorentz (basta substituir [; da?l por ¢;1%1 em (3.7)),
enquanto que a for¢a de Ampere nao o é. Devido ao sucesso e popularidade da relatividade
restrita, tudo aquilo que nao fosse compativel com a for¢a de Lorentz foi abandonado.
S que nos Ultimos anos as leis de Ampere e de Weber tém voltado a ser consideradas
seriamente por motivos experimentais que indicamos a seguir. Antes de prosseguir vale
lembrar que o préprio Maxwell ndo apenas conhecia a for¢a de Grassmann, mas preferia a
forca de Ampére & de Grassmann. Por exemplo, no artigo 527 de sua obra maxima Maxwell
afirma, depois de citar as forcas de Grassmann e Ampére, que “a for¢a de Ampere é sem
divida a melhor, pois ela € a Unica que faz as forcas sobre os dois elementos nao apenas
iguais e opostas mas ac longo da linha reta que os une.” Isto é, Maxwell preferia a forca
de Ampere por ela sempre seguir a forma forte da lei de agdo e reagdo de Newton. Ver:
(Maxwell, 1954, artigo 527, pag. 174).

Voltando agora a distingdo entre as duas forgas. O resultado de que a for¢a de um
circuito sobre um elemento é a mesma por Ampere e por Grassmann vale se o circuito for
fechado e se o elemento de corrente que sente a forga nio fizer parte deste mesmo circuito.
Caso estejamos calculando a forca do restante do circuito numa parte dele mesmo entéo
este resultado pode deixar de ser valido. O ponto principal é que isto também pode ser
realizado na prédtica, ou seja, pode-se detectar e medir a for¢a em parte de um circuito
devido ao restante dele mesmo. A técnica experimental utilizada é ligar as duas partes de

um mesmo circuito sélido metdalico por mercurio liquido, como indicado nas figuras abaixo
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Figura 3.2

Na figura (A) temos mercurio liquido nas regides A e C, e a parte do circuito ABC ¢
livre para mover-se na horizontal e na vertical quando flui a corrente I. Com isto caso o
restante do circuito CDEA faga uma forga resultante sobre ABC, esta pode em principio
ser detectada e medida. A vantagem do merciirio liquido é que como ele é condutor pode-se
estudar o movimento e a forca sobre a parte ABC sem interromper a corrente. Na figura
(B) temos uma representagdo da famosa ponte de Ampére. A ponte BCDEF move-se
para a frente quando passa corrente no circuito, deslizando livremente sobre o mercurio
das duas tinas. Ampeére bolou este experimento para comprovar a existéncia das forcas
longitudinais previstas por sua forca.

O préximo aspecto que vamos discutir aqui é uma outra situagdo do tipo da figura

3.1, isto é, a forca entre dois elementos de corrente paralelos e colineares:

- — e ] J——
Figura 3.3

63



Usando (3.1) a (3.11) obtemos (ver exercicio 3.4):

= 0 dlydl =
I = :_?1_-[112 :2 212 = —d*Ff} | (3.26)
12
LFS =0=d*FS . (3.27)

Neste caso particular vemos que Grassmann satisfaz ao principio de agao e rea¢ao nao
prevendo nenhuma forca de um elemento sobre o ouiro. Por outro lado Ampére também
satisfaz ao principio de agéo e reagdo mas prevé uma forca de repulsio entre os elementos
de corrente. E é usando exatamente este fato que tém sido realizados recentemente uma.
série de experiéncias com circuito unico (ja vimos anteriormente que Ampére e Grassmann
sdo indistinguiveis quando se trata da interacdo entre dois circuitos fechados) para se
tentar distinguir experimentalmente entre as duas forcas. Todos os experimentos de que
temos noticia confirmam a repulsfio prevista por Ampere em (3.26). Estes experimentos
tratam da propulséo a jato em liquidos (Graneau, 1982 a); dos aceleradores de projéteis
(railgun accelerators), (Graneau, 1982 b, 1985 a, 1986, 1987 a, 1987 b); do fenémeno de
explosao de fios (Graneau 1983, 1984, 1985 b e 1987 ¢}, (Nasilowski, 1985), (Aspden, 1987);
das explostes eletrodinamicas em liquidos (Graneau e Graneau, 1985), (Azevedo e outros,
1986), (Aspden, 1986}; e do péndulo de impulso eletromagnético (Pappas, 1983), (Graneau
e Graneau, 1936), (Pappas e Moyssides, 1985), {Moyssides e Pappas, 1986).

Por exemplo, nos experimentos de exploséo de fios passa-se uma alta corrente num
fio metdlico usual e observa-se que este fio se rompe em varios pedacos. Este fenémeno
j& era observado ha muito tempo mas pensava-se que os rompimentos eram devidos ao
derretimento do fio em algumas partes devido ao efeito Joule. Foi entfo que se fez uma
fotografia com microscépio eletrénico das partes fragmentadas e se observou que os fios
eram rompidos no estado sdlido por caracteristicas de tracio e nao de fusio (Graneau,
1983). A Unica explica¢lio para estes fatos, compativel com os dados experimentais, tem
sido baseada na for¢a de repulsao de Ampére, (3.1) e (3.26).

Contudo deve ser enfatizado que a controvérsia Ampere contra Grassmann ainda

é uma questio em aberto e muita discussdo baseada em argumentos matematicos
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e experimentos fisicos estd ocorrendo na literatura. Alguns exemplos relevantes:
(Christodoulides, 1987), (Strnad, 1989), (Cornille, 1983), (Whitney, 1988), (Rambaut e
Vigier, 1990), (Moyssides, 1989 a, b, ¢), (Phipps, 1986; e 1990 a), (Phipps e Phipps, 1990),
(Graneau, 1989 a, b), (Granean, Thompson e Morrill, 1990), (Wesley, 1987 a, b; 1990 a,
b; e 1991, Capitulo 6).

Em geral trabalhamos com correntes filiformes, mas as vezes também ocorre de termos
corrente elétrica fluindo sobre uma superficie ou por sobre um certo volume, e nao apenas
por uma linha. Sendo ¢ a densidade superficial de carga (carga por unidade de drea)e p a
densidade volumétrica de carga vem que todos os resultados anteriores podem ser mantidos
substituindo I d?por Kda ou por Je dV, onde K ¢ a densidade superficial de corrente e Ja
densidade volumétrica de corrente. Em particular temos, no caso de elementos de corrente

neutros eletricamente (1 =1, 2e j =2, 1):

Kida; = 0;pdai(Tiy — Ti_) , (3.28)

JidV; = piydVi(Fig — 92 . (3.29)

J4 as forgas entre os elementos de corrente de Ampere e de Grassmann ficam nas

formas

dFA P —E—; %[2(1?,- K; = 3(7i; - Ko) (7 - Bj)daida; (3.30)
d*F " = —g—; = (K: - Bj)fij — (755 - KoK, )daida, (3.31)
&S el = f:; "j [2(J; - J3) — 8(75; - o) (Faj - J3)dVidV | (3.32)
dSFG vol = i‘—ﬂ — (T - T))e; — (Fij - J)J3)dV; dV (3.33)

L3
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Concluindo esta se¢fo vamos ressaltar wma vez mais (Tricker, 1965, pags. 55 a 58; e
o exercicio 3.7 desta se¢iio) que a partir da forca de Ampere (3.1} se deriva que a forga

de um circuito fechado C; sobre um elemento de corrente Ij dl_; é dada por

=4 _ — —
dFCz €In I1 df'l - Ildll X B ’ (334)

| = o ~ T2
' B="— Ldl —_ . 3.35
l iz Jz, 2042 X re, ( )

| A for¢a de Ampére (3.1) veio como um resultado experimental de suas pesquisas, e
para chegar em (3.34) e (3.35) foram usadas apenas manipulacdes matemaéticas a partir
de (3.1). Logo ndo é necessario postular inicialmente um campo magnético como o de
Biot-Savart (3.8) ja que o resultado acima foi derivado de (3.1). Para reforgar este ponto
vale lembrar que um dos resultados experimentais obtidos por Ampeére para chegar em
(3.1) & 0 de que “a forca de um circuito fechado de forma arbitraria exercida sobre um
elemento de corrente de um outro circuito é perpendicular a este elemento” (Ampére,
1825), (Whittaker, 1973, pags. 83-87), (Maxwell, 1954, Vol. 2, Cap. 2, pags. 161-2). Eo
produto vetorial em (3.34) indica exatamente isto, j& que um vetor C obtido por C=AxB

é ortogonal tanto a A quanto a B.
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3.5 - Derivacio da Lei Circuital de Ampére e da Lei de Nao Existéncia de

Monopdlos Magnéticos

Nesta secdo vamos tratar da derivacdo da lel circuital de Ampeére. E assim que se
chama a equagdo (1.49), &s vezes sem o termo em d®g/dt. Vamos também derivar outra
das equacgoes de Maxwell, isto é, a lel de ndo existéncia de monopdlos magnéticos. Para
derivar estas duas leis vamos seguir o procedimento do Jackson (Jackson, 1975, Secio 5.3).

Como ja vimos na secéo 1.4 (ver também exercicio 1.3) esta lei circuital de Ampére
(1.49) pode ser derivada diretamente de (1.42). Vamos entéo nos concentrar na derivacio
desta lei e da (1.43) a partir da forga entre elementos de corrente. O principal resultado
a que Ampere chegou em suas extensas e precisas pesquisas experimentais, aquilo que é
realmente a lei de Ampére, é sua lei de for¢a entre elementos de corrente dada por (3.1).
Tudo o mais que ele fez foi a partir desta lei. Veremos que se pode derivar (1.42) e (1.43) a
partir desta lei desde que se assuma também a equacgfo de continuidade de cargas, (1.45).

Na formulagio de Maxwell ha apenas correntes fechadas (im&s interagindo com
imds, imas interagindo com correntes fechadas, correntes fechadas interagindo com outras
correntes fechadas, etc.) Nos restringindo entio ao campo magnético gerado por correntes
fechadas, podemos usar tanto (3.1) quanto (3.34) e (8.35); ou entdo (3.7) e (3.8), ou (3.10)
para a for¢a deste circuito fechado num elemento de corrente de um outro circuito ja que
todas elas d&do o mesmo resultado (ver exercicio 3.7). Usaremos entéo (3.34) e (3.35) daqui
por diante.

Substituindo entdo I»dls por JdVy e integrando a expressio do campo magnético
gerado pelo circuito 2 em todo o espago podemos obter o campo magnético gerado no

ponto onde se encontra o elemento Ij dfl {ou fldV]) como sendo dado por

B =t [ [ [ 0 v ©39)

Nesta expressfo deixamos J depender ndo s6 da posi¢ado no circuito mas também do
tempo ja que queremos tratar do caso geral das intensidades das correntes podendo variar

explicitamente no tempo. Apesar disto vamos supor os circuitos fixos no espago de tal
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forma que 712, 712 e r12 nio dependam do tempo.
Lembrando do resultado (3.16), ver exercicio 3.5, vem que pode-se escrever f13/r3,
como —V1(1/r12). Como V; 86 atua na varidvel 1 este operador gradiente pode ser tirado

para fora da integral. Lembrando que

Vx(uG)=(Vu)x G+u(VxG), (3.37)

Gl x G2 = —G2 X G1 , (338)

vem que

B, t) = :—; Vi X (//f%i)dx@) . (3.39)

Aplicando o divergente em ambos os lados desta equagéo e usando (1.46) obtemos
a equacio {1.43) da ndo existéncia de monopdlos magnéticos. Deve-se observar que para
chegar neste resultado néo foi necessério utilizar a equacao de continuidade.

Na se¢do 2.1 haviamos visto que com a lei de Weber se derivava a lei de Gauss,
primeira das equagdes de Maxwell. Ja vimos na secéo 3.1 que com ela também se deriva a
forca de Ampere (3.1). Acabamos de ver que com a forga de Ampeére se deriva a terceira
das equacoes de Maxwell, isto é, a lei da nédo existéncia de monopdlos magnéticos. Vamos
agora seguir esta linha de raciocinio para derivar a partir da forca de Ampere a segunda
das equagdes de Maxwell, isto €, a chamada lei circuital de Ampere.

Aplicando agora o rotacional em ambos os lados desta equacéio e usando que

Vx(Vx @ =V(V-G)-VG, (3.40)

obtem-se, apéds introduzir novamente os operadores e lembrando que

V- u@)=uv-G+G Vu, (3.41)
e com isto vem
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V. x B(ry, =7 v,(/f f-vlidvg)
12
_Ho T 2 1
o / f / T, OVi—ava (3.42)

Para resolver-se esta segundo integral tem-se de usar um outro resultado da analise

vetorial, isto é:

1
Vi— = Anb(F — ), (3.43)

712
onde (7 — 72) é conhecida como a funcdo delta de Dirac. Esta func¢do tem as seguintes

propriedades, como ja vimos anteriormente:

5(?71 — ?72) =0 para Fl # ?""*2 . (344)

// v FF)8(FL — F2)dVa

= f(f1) se V, contem ry,
( | v
= (0 se V, nio contem 75 .
Usando também (3.16) na primeira integral de {3.42) obtemos:
_ - 0 2 1
V1 X B('F.l, f) = F'OJ(FI; t) - E—V] f/]J(Tz, t) ’ VQ—dVQ . (346)
47 r12

S6 falta agora obter a 1iltima integral. Usando novamente (3.41) obtemos, usando

também (1.39):

[[ ] 0-vitan- [ [220

1 . )
- f f LG, Fi, v, . (3.47)
T2
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Lembrando que estamos integrando em todo o espag¢o vem que a integral de superficie
que aparece em (3.47) é feita no infinito. Supondo que o circuito 2 ¢ limitado no espago e
que nio se estende ao infinito, vem que esta integral é nula.

Usando agora a equagdo de continuidade (1.45) em (3.47), lembrando que J = p7,
vem que (3.46) vai ficar na forma (8/0t pode sair para fora da integral pois ndo atua em

r12, j4 que é apenas uma derivada parcial):

g, fo e O p(ra, 1)
Vl x B = p‘.oJ 4 atvl //f 12 dVg . (348)

De (1.16), substituindo-se a distribui¢do discreta de cargas por uma continua (¢ —

pdV, 3> — [ [ [}, vem que o potencial escalar elétrico de Poisson fica na forma:

¢(r1, 1) = i?lg//]%d% : (3.49)

Jogando {3.49) em (3.48) obtem-se, lembrando da definicdo do campo elétrico em
(1.18):

= . 10F
Vl x B(T’l, t) = ,U.OJ(?"I, t) + c—za(?'], t) . (350)

E esta é a equagdo (1.42) que queriamos derivar.

O fato que deve ser ressaltado nesta derivagdo é que para se chegar em (1.42) foi
usado, além da lei de for¢a entre elementos de corrente, a equagéo de continuidade para
cargas elétricas. Isto mostra que a lei circuital de Ampere pode ser derivada ou do campo
magnético de Biot-Savart ou da forga de Ampére na forma (3.34) e (3.35), desde que se
assuma também a equacao de conservacgio de cargas. E importante ressaltar que a corrente
de deslocamento, o termo em aE'/at em (3.50) ou (1.42), ja surge naturalmente nesta
derivagdo. E ja vimos no capitulo 1 como se chega na lel circuital de Ampere integrada,
(1.49), a partir desta forma diferencial.

como curiosidade histérica vale informar que mesmo a conhecida “lei circuital de
Ampere,” isto é, (1.49) ou (1.42) sem o termo de corrente de deslocamento, ndo foi obtida

pelo préprioc Ampére, mas sim por Maxwell em 1856, 20 anos apés a morte de Ampere
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(ver Whittaker, 1973, Vol. 1, pégs. 242 a 245). Como ja ressaltamos mais de uma vez,
o principal resultado obtido por Ampére em suas experiéncias foi sua expressdo para a
forca entre elementos de corrente (3.1). De qualquer forma parece justo chamar {1.49) de
lei circuital de “Ampére,” e nao de “Biot-Savart,” nem de “Grassmann,” ja que Maxwell
sempre trabalhou com a forca de Ampére (3.1) e quase nunca com a de Grassmann, (3.7)
e (3.8), embora conhecesse a todas elas.

Sobre Ampére, sua vida e sua obra, ver ainda: (Blondel, 1982; Tricker, 1962; e Caneva,
1980). Para uma discuss@o histérica do assunto deste capitulo e correlatos ver também:
(Thomson, 1885; e Arzelies, 1972, pags. 198 a 209).

Recapitulando, no capitulo 2 haviamos visto que de Weber se chega em Coulomb e
entdo a Gauss, a primeira das equacdes de Maxwell. Neste capitulo vimos que de Weber
se chega na forca de Ampére entre elementos de corrente e que a partir desta forga se
chegam em outras equacdes de Maxwell: a lei circuital de Ampere e a lei de ndo existéncia
de monopélos magnéticos. Para completar a prova da compatibilidade da for¢a de Weber
com as equagdes de Maxwell s6 falta derivar a partir de Weber a lel de indugao de Faraday.

Este é o assunto do préximo capitulo.
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3.6 - Exercicios

3.1 - Neste exercicio vai-se derivar a forga de Ampére (3.1) a partir da forca de Weber.
Este exercicio estd baseado em (Assis, 1990 b).

A forma mais facil de fazé-lo é usando a for¢a de Weber na forma (2.4). Suponha
entéo cada elemento de corrente I;dl; como consistindo de cargas positivas e negativas,
com velocidades ¥;; e U;.., e aceleragbes @;4 e d;—, respectivamente. Vamos supor circuitos
filiformes tal que as densidades lineares de carga sejam dadas por Ayy, A1, Aay € Ao_.
Isto significa que a quantidade de carga em cada elemento de corrente é dada por d¢14 =
Agpdly, dg = A_dly, dgey = Asidls e dga— = Ag_dl;. Suponha também que eles
sao neutros eletricamente, isto é, dgy.- = —dg;+, ou A;— = —X;4. Como o0s elementos de
corrente tém tamanho infinitesimal vem: 734 = 7;_ = 7.

(A) Obtenha a for¢a do elemento 2 no elemento 1 somando as quatro componentes da

forca:

dgﬁgl - d2ﬁ2+, 14 +d2ﬁ2+, 1— +d2F‘2.., 1+ “}"d?ﬁz_’ 1— -

Observe que no resultado final a parte Coulombiana e a parte de aceleracao em (2.4) véo
a Zero.

(B) Finalmente utilize (3.3) e (3.4) para colocar o resultado da parte (A) na forma da
equacdo (3.1).

3.2 - Agora vamos obter a energia potencial entre dois elementos de corrente de acordo
com a lei de Weber.

{A) Suponha as mesmas coisas que no exercicio 3.1.

(B) Obtenha a energia potencial entre dois elementos de corrente eletricamente neutros

a partir de (2.9), adicionando as contribuicGes dos grupos de cargas:

dZU = d2U2+, 1+ + d2U2+, 1— + dzUz_, 1+ =+ dQUQ_._, 1— -

(C) Utilize (3.3) e (3.4) no resultado anterior para coloca-lo na forma (3.6).
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3.3 - Neste exercicio vai-se derivar a forga de Grassmann (3.7) a partir da forca de
Lorentz (1.32).

(A) Suponha as mesmas colsas que no exercicio 3.1.

(B) Obtenha a for¢a do elemento 2 no elemento 1 somando as quatro componentes da
for¢a, como no exercicio 3.1, mas agora usando (1.32) em vez da forca de Weber.

(C) Use (3.3) para colocar este resultado na forma da for¢a de Grassmann (3.7).

3.4 - (A) Use as expressdes (3.1} e (3.10) para calcular a forga exercida pelo elemento
I,dl; no elemento I df; usando Ampere ¢ Grassmann na situa¢do mostrada na figura 3.1.
Em seguida use (3.2) e (3.11) para calcular a forca de Ldl; em Igdl_; e confirme que
enquanto para Ampére vale o principio de acdo e rea¢do, o mesmo ja nao ocorre com
Grassmann.

(B) Repita o procedimento anterior no caso da figura 3.3. Nesta situacdo apesar de
haver agio e reacao tanto para Ampere quanto para Grassmann, vai haver uma repulsao
entre os elementos de corrente de acordo com Ampere, e nenhuma repulsdo ou atragdo de

acordo com Grassmann.
3.5 - Prove usando componentes retangulares Cartesianas as relagbes (3.16) a (3.23).

3.6 - Uma func¢do que vai ser usada no préximo exercicio e no capitulo 4 é dada por

co 4 (Fr2-dh) (i - db)
=4 - .

(A) Use o teorema de Stokes, (1.40), e as relagdes (3.37) e (3.17) para colocar G na

forma

o L {5 e

(B) Use V(fg) = fVg+ ¢V [, arelagio (3.18) e o fato de 715 X 719 = 0, para mostrar

que
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G:—// (df’lx%)-d@.
S T12
(C) Use a segunda igualdade de (3.16), (3.37) e novamente o teorema de stokes (1.40)

para mostrar finalmente que

G=f dly - dly .
¢, Ti2

7= (12 - da) (P12 - dl) _ dh - dl;

(D) Mostre que

<y 12 ¢ 12

3.7 - O objetivo deste exercicio é mostrar que a for¢a de um circuito fechado sobre
um elemento de corrente de um outro circuito é a mesma quando calculada pela for¢a de
Ampere ou pela de Grassmann.

Apds integrar no circuito 2, as equagdes (3.1) e (3.10) podem ser escritas como

—‘A _ ;Uo el —
chz em Iidl, — _4—;1112(2:41 —34,),
dﬁG - = _#_OI I (/I _ A’ )

Cy em Ijdly A 14281 1),

onde

A =¢ dh-dih)2t,
Cz 1o

1, = _?g (f12 - dE) (12 - drz)r%z y
Ca LS T

- X . dL
A3 = ('Flg . dfl)TQ .
Co 712

(A) Usando (3.16), o fato de que V(fg) = fVg + gV f, e as relagbes (3.19} e (3.20)
mostre que Az pode ser expressa como (lembre-se que como V s6 atua na variavel 1 ele

pode sair da integral §C2):
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Ay = -V, — 24, + A,

ri2

- [ (F12 - dly) (P12 - dl3)
Ca

F1g - dio
+ f (22"2—2) [(3& —x2)Vidliz + (y1 — ¥2)Vidhy + (21 — 22)Vadly,
C2

19
(o)
C: \T12

(B) Use o fato de di; poder sair para fora da tltima integral, mais o teorema, de Stokes
e as relagdes (3.16) e (1.47) para mostrar que a iltima integral do lado direito da expresséo
acima € nula.

(C) Use o exercicio 3.5 e aplique novamente V; em G para mostrar que (usando (3.32))

ViG = '—A’l + f i[lﬂgIV](ﬂ:l:g + dfzyvldl]y +- (ﬂgzvldl‘]z] .

Ca T12

(D) Jogue os resultados das letras (B) e (C) na letra (A) para mostrar que

3E2=,4_1'1.|_A'3+[1'4,

onde

— 1 [ " — J— F R — —_
s j{ —-{ (le'dlz)u—dzzz]vldllx+ (Frp - diyy WL = ¥2)
fi4 | L

. T12 12 12

—dly, | Vidly, + [(ﬁlz : df;)(zlr;z?) — dl,, Vldllz} .
J 12 J

(E) Lembrando que tudo que tem a ver apenas com a varidavel 1 pode sair para fora

da integral sobre C2 vem que a primeira integral de Ay pode ser escrita como

(Vldhx)fi Ti—z[(m  dB) (Frz - 3) — (dly - 2)] .

Use o teorema de Stokes (1.40) e as relactes (3.37), {3.38), (3.16), (3.17) e os fatos de
que Vo X & =0, 13 X F12 =0, V(13- 3) = [—& + (F12 - )F12]/712; para mostrar que esta

integral é nula.
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(F) Mostre que as outras duas integrais de A, também sdo nulas, para concluir que
Ay =0.

(G) Jogue o resultado da letra (F) na letra (D) para concluir que sio iguais as forcas de
Ampeére e Grassmann de um circuito fechado sobre um elemento de corrente de um outro
cireuito. Isto é um resultado de 352 = f_l'] + 15_1'3, de tal forma que 24, — 34, = A, — A,.

Isto significa que

A _ BG _ T Ho Izdfé X 712
dFCz €I I;dn - dFCg €enn I;df} - Ildll X (géz ?..%2 ) i

w



4) Lei de Indugao de Faraday

4.1 - Lei de Faraday

Usualmente se produz corrente elétrica através de uma voltagem ou diferenca de
potencial estrostatica, como quando ligamos os terminais de uma pilha ou bateria por
um condutor metalico. Uma outra maneira de gerar corrente elétrica completamente
independente da anterior foi descoberta em 1831 por Michael Faraday (1791 - 1867). Este
¢ o assunto deste capitulo.

Faraday nunca teve uma educac¢do formal em ciéncia e sempre foi um auntodidata.
Chegou a assistir a algumas palestras piblicas do quimico e fisico inglés Humphry Davy
(1778 - 1829) e aos 21 anos passou a ser assistente de Davy no laboratério de quimica
da Royal Institution {Londres). Foi ai que ele trabalhou a vida inteira. A partir da
morte de Davy se tornou o diretor do laboratério. Faraday sempre foi essencialmente
um quimico e fisico experimental, e seus conhecimentos matematicos sempre foram muito
restritos. Faraday sempre fol muito influenciado por Davy e durante uns 10 anos se ocupou
principalmente de quimica (eletrdlise, decomposi¢io de elementos, etc.) Foi a partir de
1820, em seguida & descoberta fundamental de QOersted, que passou a se dedicar mais ao
eletromagnetismo.

A 1mmspiracao para suas pesquisas experunentals foi a tentativa de encontrar fenémenos
na eletrodindmica andlogos ao que ocorre na eletrostatica. Sabia que quando se aproxima
uma carga elétrica de um condutor neutro (por exemplo, um metal), a carga induz uma

carga oposta no lado do condutor mais préximo da carga (ver figura 4.1):

al

Condutor neutro Polarizagio ou

induglo de cargas

Figura 4.1
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Sua idéia inicial foi a de que se mantivesse uma corrente elétrica préxima de um outro
fio fechado ou chapa metalica, a primeira corrente poderia induzir uma corrente elétrica
nestes corpos vizinhos, e esta corrente induzida permaneceria enquanto houvesse corrente
no primeiro circuito. Viu experimentalmente que esta idéia néo funcionava mas fez a grande
descoberta em 1831 de que uma corrente era induzida no circuito secundario desde que
variasse a corrente no circuito primario. Em sepguida observou que mesmo que houvesse
uma corrente constante no circuito primario, podia induzir uma corrente no secundério
desde que houvesse um movimento relativo entre os dois circuitos. Também se a area de
um dos circuitos fosse alterada seria gerada uma corrente enquanto estivesse havendo a

variagdo da area. Estes trés casos estfo representados na figura 4.2.

R cl
It ?
C4 - i
: v

Figura 4.2: Indu¢do de correntes
(A) Variacdo de intensidade da corrente no circuito primério,
(B) fm3 permanente se aproximando de um circuito,
(C) Circuito se aproximando de um {ma,
(D) Variagéo da area de um circuito numa regido de campo magnético.
Na figura (A) os circuitos estdo em planos paralelos. Nas figuras (B) a (D) o eixo

norte-sul do imé é normal ao plano do circuito secundario.
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Faraday expressou seus resultados dizendo que a corrente induzida I, é devida a uma
forca eletromotriz induzida, fem;,, e esta fem;, surge quando hé uma variagio do fluxo
magnético sobre a 4rea do circuito secundério onde estd ocorrendo a indugfio. Lembrar que
a fem, embora seja chamada de forga, é uma voltagem ndo eletrostatica cuja dimenséo é o
volt (1V = 1kgm?C~'s2). Por analogia com a lei de Ohm (I = V/R) podemos escrever

a lei de Faraday (quando ndo ha baterias ligadas ao circuito) na forma

fcmlg
Lh=——" 4.1
femp = -2 4.2
€1t = _df B ( . )

(I’BE/ /B’-daa. (4.3)
&y

Em (4.2} o sinal de menos foi colocado para deixar esta lei compativel com a descoberta
de Lenz de 1834, que tem a ver com o sentido da corrente induzida, coisa que Faraday n&o
havia determinado. A lei de Lenz afirma que quando se varia o fluxo magnético sobre um
circuito a corrente induzida nele é em dire¢do tal que a forga resultante sobre ele tende a
se opor a variacao do fluxo. Por exemplo, suponhamos que haja uma espira circular de
raio r centrada na origem, sobre o plano XY, sem corrente. Caso um imé permanente
localizado sobre o eixo Z, na regiao z > 0, com o polo norte para baixo e o pdlo sul para
cima comece a se aproximar da espira, a corrente induzida sera na dire¢do anti-horara.
Isto é, é como se a espira se transformasse num pequeno ima com o pdlo norte para cima
tal que tende a repelir o imé permanente que estd se aproximando dela. Pode-se dizer que
a lei de Lenz exprime o fato de no caso da indugéo de correntes a natureza se comporta
de maneira a evitar instabilidades (no exemplo acima caso a corrente induzida fosse no
sentido horario haveria uma atrag¢fio entre o ima e a espira, o que se configuraria como
uma, situacao instavel ja que qualquer perturbagio na posi¢ao do ima tenderia a crescer

indefinidamente).
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4.2 « ¥ranz Neuman

Além de Faraday e Lenz, outra pessoa importante na lei de indugdo é Neumann. Ele
foi o primeiro a matematizar a lei de Faraday. O objetivo de Neumann era deduzir a lei
de Faraday (4.1) a (4.3) partindo da for¢ca de Ampere (3.1). Foi durante suas pesquisas
que introduziu o potencial vetor magnético A definido por (Neumann, 1845 e 1848 a, b):

Ky = P 1 9B
A) =t ﬁ{z et (4.4)

Este é o potencial vetor no ponto 75 devido ao circuito C;. Aplicando o rotacional V, x
em ambos os lados de (4.4) se obtem {usando (3.37}, (3.16) e lembrando que o operador
V3 56 atua nas vanaveis 2 e portanto pode entrar em fcl e ndo atua em I; dl-;):

VoxA=22d 12 rdi; . (4.5)

2
T Je, Tiz

Mas este é justamente o campo magnético devido ao circuito 1 ((3.35) trocando os

indices 1 e 2, e lembrando que f5; = —F12), isto €&,

B(f))=Vax A, (4.6)

com A dado por (4.4). Aplicando este resultado em (4.2) e usando o teorema de Stokes
(1.40) vern que pode-se escrever a lei de Faraday (4.1) com a fem;, dada na forma (ver

exercicio 4.1):

d d

femiy = _ECA = 7 "

— — E —
Adiy = (-%) | (4.7)
Ca

Isto é, Neumann conseguiu expressar a lei de indugdo sem precisar falar no campo
s - . -
magnético, e para isto usando apenas seu potencial vetor A, dado por (4.4).
Neumann também introduziu aquilo que se chama de coeficiente de indutancia mitua,

M, dado por

fo dl; - db '
M="— . 4.8
dr £1 féz ™2 ( )
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Este coeficiente é independente da intensidade das correntes I) e Iz, e portanto é
apenas um fator geométrico que relaciona os dois circuitos. Com isto vem que a lei de

indugéo também pode ser expressa na forma (ver exercicio 4.2):

_ femyo

L="31, (4.9)
= d LM 410
fﬁmlz——a(l ) ( )

H4 ainda uma outra maneira de ver a lei de indugdo. Um dipolo elétrico € constituido
por duas cargas de mesma magnitude mas de sinais opostos separadas pela distancia I. O

momento de dipolo elétrico é definido por:

F=d, (4.11)

onde ¢ é a carga positiva e I'é o vetor que aponta da carga negativa para a positiva, e
cujo modulo é a disténcia entre as duas. A energia potencial deste dipolo numa regido de
campo elétrico E (isto é, a energia gasta para trazer este dipolo lentamente do infinito até

este ponto sem alterar a distancia I, e supondo que E nao dependa do tempo) é dada por

W=—5E. {4.12)

Em analogia com tudo isto vem que se pode definir 0 momento magnético de uma

pequena espira de area a e corrente I como

= Iad (4.13)

onde 4 é o vetor unitdrio perpendicular 4 drea a e apontando de acordo com a regra da
mao direita. A energia potencial deste dipolo numa regido onde ha um campo magnético
B (isto é, a energia gasta para trazer este dipolo lentamente do infinito até esta regido

supondo que B nso depende do tempo e que I e a permanecem constantes) é dada por

W=-m-B. (4.14)
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No caso de um circuito macroscopico C; na presenca de um campo magnético B vem

ao se generalizar o resultado anterior que sua energia potencial é dada por

W=-I f B.day = -LLM. (4.15)
5

Isto leva a que a forga eletromotriz induzida seja dada por

d (W
femya = EE(Z) . (4.16)

Em (4.15) W pode ser visto como o trabalho que tem de ser feito contra a forca
entre os dois circuitos C; e {3 para separa-los a uma distdncia infinita, supondo que as
intensidades das correntes permanegam constantes.

Antes de prosseguir vale lembrar que de acordo com a lei de Ohm vem que a fem é

uma voltagem e portanto é igual a § E - dl. Usando este resultado em (4.2) e (4.3) vem:

femny, = E’-d:}:// (—-@-)-daz. (4.17)
Cz _5'2 at

Do teorema de Stokes (1.40) vem entéo

)
VXE=——F— 4.18
= (1.18)
que é a lei de Faraday na forma diferencial (1.44). Comparando ainda (4.17) com (4.7) vé-
se que a componente do campo elétrico responsivel pela lei de indugéio ndo é a componente

de Poisson, mas sim —8A4/0¢ (ver exercicio 1.8).
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4.3 - Derivagao da Leil de Faraday a partir da For¢ga de Weber

Agora que ja detalhamos alguns aspectos da lei de indugdo, vamos deduzi-la partindo
da lei de Weber. Ha varios procedimentos para isto, cada um deles com suas peculiaridades
e caracteristicas préprias, e como exemplo citamos: (Whittaker, 1973, Vol. 1, Cap. 7),
(O'Rahilly, 1965, Vol. 2, Cap. 11), (Wesley, 1987 b; 1990 a, b; e 1991, Cap. 6), (Maxwell,
1954, Vol. 2, Cap. 23). Vamos seguir mais de perto o procedimento de Maxwell nesta
deducao.

Inicialmente citamos as palavras de Maxwell:

“Apds deduzir da férmula de Ampére para a agio [for¢al entre elementos de corrente,
sua prépria férmula para a agdo [forga] entre particulas elétricas que se movem, Weber
procedeu para aplicar sua féormula & explicagdo da produgdo de correntes elétricas por
indugdo eletromagnética. Nisto ele foi eminentemente bem sucedido, e indicaremos o
método pelo qual as leis de indugao de correntes podem ser deduzidas da formula de

Weber.” (Maxwell, 1954, artigo 856, pag. 486).

Queremos entdo calcular a for¢a eletromotriz induzida sobre o circuito 2 devido &
corrente no circuito primario nas duas situacoes estudadas por Faraday: Quando o circuito
1 translada como um todo, se aproximando ou se afastando do circuito 2; e quando a
corrente no primario varia no tempo, I;(t). Apresentamos novamente a for¢ga de Weber

exercida por dg, sobre dgq, (2.4):

- dgidgy ¥ 1/, L 3. I
PRy = S8 o [1 + Eg(vlz V12 — §(T12 - Th2)? + s '012)} : (4.19)

dmwe, Tio

A forca eletromotriz, fem, é uma voltagem que gera uma corrente. Podemos pensar
numa voltagem como sendo devida a um campo elétrico. No caso de cargas livres no espago
sabemos que as positivas vao do maior para o menor potencial, isto é, na mesma direc¢éo
em que aponta o campo elétrico, enquanto que as negativas seguem em sentido contrério.
Caso isto ocorra entdo ambas contribuem com o aumento da corrente. No caso da corrente

induzida sd nos interessa a componente da corrente paralela ao fio em cada ponto, isto
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é, a dly. Juntando tudo isto e lembrando que estamos considerando cada elemento de

corrente como sendo neutro eletricamente, vem que a femys em diy devido a dl; é dada

por (Maxwell, 1954, Vol. 2, Cap. 23):

& fernyy = (dFiq, 24 +dF1- 2+2)d; (dFiy, 2— +dFi—, 2—)] Ldi, . (4.20)
2+

Dividimos as forcas por dgz+ para obter algo como um campo elétrico generalizado,
e o fator 2 vem pelo fato de estarmos considerando nas forgas as contribuicdes das cargas
positivas (dg... ) e negativas (dgs—) simultaneamente.

Como ja afirmamos, queremos estudar ndo s6 o caso em que a intensidade da corrente
no primario varia no tempo, mas também quando o circuito primario translada como um

todo. As velocidades das cargas positivas e negativas em cada elemento sao entdo dadas

por
Ty = d“’;'?“ =tat+V, (4.21)
T = d"';;‘ =H_g+V, (4.22)
Tay = dii* = Piid (4.23)
by = dZ‘ = Th_yg . (4.24)

Nestas expressoes V é a velocidade de translagao do circuito 1 como um todo relativo
ao circuito 2 {como medido num sistema de referéncia inercial), e o sub-indice d significa
a velocidade da carga em relagao ao fio, isto é, a velocidade de “drifting” ou de migracao,
ou seja, a velocidade responsivel pela corrente eléirica.

Além disto vamos assumir a hipdtese de Fechner, isto é, 1 g = ~ U144 € T2—g = ~Ua44q.
Esta hipdtese era comum no século passado e foi usada tanto por Weber quanto por Maxwell

(lembrar que o elétron sé foi descoberto em 1897). Neste livro néo vamos tratar do caso
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. . - — —_ - —_ —_
mais geral e mais frequente em que as velocidades #7144 € ¥1-4, assim cOmMo V244 € V2_d,
tém maddulos diferentes, apesar de nfo impormos nenhuma relagdo entre ©4.4 € Ta44.

Assumindo entdo a hipétese de Fechner e as relagdes (4.21) a (4.24) em (4.20) vem

(ver exercicio 4.3):

dgiy F12-dly

2 2
4re,  Ti9C

& fernyy = — {217' (Brra — Fra) — 312 - Plfaz - (Prea — 1)

+ 712 - (14 — &'1_)} . (4.25)
Seguindo Maxwell mais uma vez, vamos considerar todas as grandezas do sistema,
como rqy por exemplo, como fungdes de apenas trés variavels independentes: [;, I; ef. Isto
é, Iy é um comprimento medido sobre o circuito 1 a partir de uma certa origem arbitrara
pré-estabelecida, com sentido positivo ao longo da dire¢éo da corrente, o mesmo ocorrendo
com l; em relagéo ao circuito 2, e t € o tempo. Este procedimento € claramente correto e leva
a que, por exemplo, 712 = r12(l1, la, t) e drig = dl1(Or19 /00 +dla(Or12 /0l )+ dt{(Or12 / Bt).
De (3.8) vem, com dg;+ = Aj4dly:

116&; =dg1 (V14 — 01 ) = dg14 (V144 — V1-4q) - (4.26)

Em geral quando se varia a intensidade da corrente num fio metalico o que muda é a
velocidade de migragéo das cargas, mas ndo o nimero ou densidade de portadores (elétrons

livres). Isto em (4.26) leva a que (ver exercicio 4.4):

dql+(31+ - (_1.1_) = E—dﬂ . (4.27)

Jogando (4.26) e (4.27) em (4.25) obtem-se, usando que ¢ = {(g4¢,) 7}, € integrando

sobre os dois circuitos:

_ 2 . dr — e ~ -+ ~ -
f6m12 = 4”0 f '(-22“5—-—-2“)- |:211(V . dl}) - 311(7‘12 - V)('l"]g . (ﬂl)
T Jey, Jea T12

o6

+ T2 E(’Flg . (ﬂ:)] . (428)
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Usando a regra da cadeia no ltimo termo vem que

fﬁmu

—uo }{ f( {21 (V- diy) (;-12 dh) 3I1(f-12-V)(Flg-dﬁ)(ﬁlz-dfg)
¢y YO

2
Tia 12

8 [, (fz-dh)(f1z2-di)] (r diz) P

= .dl
+8t [Il ™2 12 6 1)

PRGTE di) @ (m-df;)(fu-df;)am

__T'12 (T‘lg dlg) T‘%z at . (4.29)

Usando que ({4.32) e (4.33) seguem do fato de os circuitos ndo girarem, apenas

transladarem, enquanto que (4.30) e (4.31) sdo derivadas no exercicio 4.5):

. 322 =V, (4.30)
6;;2 =fp-V, (4.31)
ngi =0, (4.32)
pode-se mostrar que (ver exercicio 4.6):
CAGNY AL KU (4.34)

V- dh IRGTE V(12 - dba)

12 12

a b d
a(?‘cu . 6”2) = (4'35)

Com estes valores em (4.29) se obtem

femlz =

_p‘of f { & l:f (flg dﬂ)(ﬁlg dl_;) (V dfl)('r'lg dlg)
g i
¢, Je, L Ot

ri2 12
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2
{2

_Il(f}'dfé)(f:w da)} ) (436)

Lembrando que I,(V - da) pode sair para fora da integral em C; pode-se mostrar que
a segunda integral é nula (ver exercicio 3.7, letra (B)). Da mesma maneira pode-se mostrar
que a terceira integral é nula fazendo-se primeiro a integral em C;. De tal forma ficamos

Co1m

4 E e
Do exercicio 3.6 e da defini¢do (4.8) vem finalmente que a partir da forca de Weber

femay = —He & [11 j{ (Fr2 - dh)(uz db) | (4.37)
¢ JC,

se chega na relagéo

f€m12 = -‘-%(IlM) 5 (438)

que é exatamente uma das maneiras de se expressar a lel de Faraday, como vimos em
(4.10).

Também pode-se chegar num outro resultado interessante relacionado com a energia
potencial e com a indugdo a partir da energia potencial generalizada de Weber (2.9).
Como vimos no capitulo 3, a energia potencial de dois elementos de corrente I dl_; el dl_;

de acordo com (2.9) é dada por (ver exercicio 3.2):

0 Frg - dly ) (F1z - dE;
&2 = :—1112(”2 LVGERL
v 12

(4.39)

Usando o exercicio 3.6 e a definicdo 4.8 vem que a energia potencial total da interacao

entre dois circuitos C; e Cz é dada por, de acordo com Weber:

U=LLM. (4.40)

E entdo é facil ver que também a partir da energia potencial de Weber se pode chegar na
lei de indugao.

Sugerimos fortemente a leitura dos livros de O’Rahilly, Maxwell ¢ Whittaker nas
paginas indicadas anteriormente para que seja feito um aprofundamento historico e critico

da lei de indugao.
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4.4 - Exercicios

4.1 - Lei de indugao.

(A) Seja A definido por (4.4). Aplique o rotacional V,x em ambos os lados desta
equagdo para encontrar que B'(?_"g) =V, x A, onde B'(F’g) é dado por (3.35) trocando-se os
indices 1 e 2.

(B) Use este resultado e o teorema de Stokes para mostrar que

CA=j{fi'—df;=/ B-di, = ®p .
Ca Sa
(C) Conclua entio que no caso em que nio ha baterias ligadas ao circuito, a lei de

indugio de Faraday pode ser expressa como

d = d
szg‘:—a[./ B'dﬂg] =—a|:
S

4.2 - Coeficiente de induténcia mitua.
(A) Seja M definido por (4.8). Use os resultados do exercicio anterior para mostrar

que

(I’B através de C; — IIM .

(B) Comece tudo novamente para mostrar que

(ﬁB através de &y =™ I2M -

(C) Use o resultado da letra (A) para colocar a lei de inducfo na forma (4.10).

4.3 - Use (4.19) e (4.24), juntamente com a hipétese de Fechner ¥;_ = —oj4, para
chegar em (4.25). Observe que mais uma vez o termo Coulombiano na for¢a de Weber néo

vai influenciar em nada na lei de indugéo (ver também exercicio 1.8).

4.4 - Aqui vamos derivar (4.27) a partir de (4.28).

38



(A) Mostre que de (3.3) e (3.4) vem, lembrando que as velocidades das cargas séo

paralelas aos fios:

Li=hp(vig —vi—); 1=1, 2.
(B) Como a variagio da corrente em fios metdlicos muda apenas a velocidade de
migracio das cargas mas nao suas densidades vem

dl or
Aip(@iy —a;-) = “3;1‘ = 3_: ’

com o qual se chega em (4.27).
(C) Outra maneira é considerando as varidveis como fungéio da posicao no fio ¢ do
tempo.

Mostre entao de (4.26) que, supondo a constancia das cargas:

= d, o dh o~ - d(dl
dare(ns — @) = S (ndly) = Tgp, 4, A0
(D) Como a corrente é constante ao longo de todo o fio, vem que 91, /0l; = 0, e

portanto dI; /dt = OI, /8t. Por outro lado temos que naturalmente ol /8l; = 0, embora
como vimos no capitulo 3 ndo necessariamente temos 33; /O0z; = 0. Como a situagdo

que esta sendo estudada é apenas a de translagio do circuito, sem rotagio, vem que

8(dl)/8t = 0. Junte tudo isto para chegar entdo em (4.27).
4.5 - (A) Prove (4.30) usando que 713 é fungéio de [y, L e t.
(B) Prove (4.31) usando que ry5 é funcéo de [y, I e t.

(C) Prove (4.31) usando a letra (A) e o fato de que r12 = (712 -ﬂg)lﬁ.

4.6 - Prove (4.34) a (4.35) usando (4.30) a (4.33) e a regra da cadeia para a derivada

de um produto escalar.

4.7 - Refaga toda a secfio 4.3, de (4.19) até chegar em (4.38). -
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5) Forgas de Weber e de Lorentz

5.1 - Introducgao

Como vimos nos capitulos anteriores, a lei de Weber segue todos os principios de
conservacao da fisica classica: momento linear, momento angular e energia. Com ela se
deriva também a for¢a de Ampere entre elementos de corrente. Por dltimo vimos que
também se derivam a partir dela o conjunto das equacbes de Maxwell (lei de Gauss, let
circuital de Ampeére, lei da auséncia de monopdlos magnéticos, e lei de indugio de Faraday).
No caso particular da lei circuital de Ampere foi necessario, além da forca de Weber,
introduzir a equacdo de conservagao de cargas para se obter a corrente de deslocamento
de Maxwell. O inverso fol mostrado no exercicio 1.2, isto é, a partir das leis de Gauss
e Ampere, com corrente de deslocamento, pode-se derivar a equagdo de conserva¢io de
cargas. O importante a ser enfatizado aqui é que a forga de Weber é completamente
compativel com as equacoes de Maxwell.

Disto vem que a unica diferenca da eletrodindmica de Weber em relagéo ao
eletromagnetismo classico é na for¢a que atua sobre as cargas. Lembramos que isto néo é
fornecido pelas equacbes de Maxwell, que d8o apenas os campos gerados pelas cargas
mas ndo dao como as cargas sentem ou reagem a presen¢a de campos externos. No
caso do eletromagnetismo classico isto é dado pela for¢a de Lorentz, enquanto que na
eletrodindmica de Weber temos a prépria forga de Weber.

Neste capitulo vamos comparar estas duas forgas.
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5.2 - Potenciais de Lienard-Wiechert

A maneira mais direta de comparar as duas expressoes de for¢a € obtida com o auxilio
dos potenciais de Lienard-Wiechert. Antes um pouco do contexto histérico. A idéia de que
a interagio entre os corpos ndo é instantinea mas leva tempo para se propagar de um corpo
ao outro é antiga. Mas no caso do eletromagnetismo o primeiro a expressa-la claramente
parece ter sido Gauss em 1845 numa carta enderecada a Weber (Whittaker, 1973, Vol.
1, pag. 240; Maxwell, 1954, Vol. 2, artigo 861, pag. 489; O’'Rahilly, 1965, Vol. 1, pag.
226). Em 1858 Riemann (1826 - 1866), estudante, amigo e auxiliar de Weber e Gauss na
universidade de Gottingen, introduziu a idéia do tempo retardado na fisica. Esta consiste
em dizer que a for¢a sentida por uma carga ¢, localizada em 7; no tempo ¢ devido a uma
outra carga ¢, depende da posicao, velocidade e aceleragao de ¢, no instante retardado
t—riz/c. Nesta expresséo rqig € a disténcia entre as duas cargas e ¢ é a velocidade com que
viaja a intera¢fo, que se assume como sendo a velocidade da luz. O trabalho de Riemann s6
foi publicado em 1867 (Riemann, 1867 e 1977), no mesmo ano em que Ludwig Lorenz (1829
- 1891), um fisico dinamarqués (nfo confundir com o H. A. Lorentz da for¢a de Lorentz),
publicou um trabalho de certa forma equivalente onde desenvolveu independentemente a
idéia do tempo retardado (Lorenz, 1867). Pode-se entdo dizer que Riemann e Lorenz sio,

com justica, os introdutores do tempo retardado na fisica.

Em 1867 o fisico alemdo Clausius {1822 - 1888) obteve uma lei de for¢a analoga a que
Lorentz introduziria vinte anos depois, e mostrou que com ela se podia derivar a forca de
Grassmann (ver Clausius, 1880). Lorentz introduziu sua lei de forga entre 1892 e 1895,
e sua diferenca em relagdo a Clausius é que na expressao da forga ja mcluia o tempo
retardado. Em 1898 A. Lienard deu um grande avang¢o em relagdo ao trabalho de Lorentz
ao trabalhar com os potenciais retardados devido a cargas discretas (Liénard, 1898 a, b, c).
Este trabalho foi seguido em 1900 por um outro na mesma linha escrito por E. Wiechert
{Wiechert, 1900). Por este motivo os potenciais que vamos apresentar recebem usualmente
o nome de potenciais de Lienard-Wiechert. Deve-se ainda lembrar que K. Schwarzschild
apresentou avangos importantes nesta mesma direcéo (célculo do potencial eletrodinamico,

etc.) em 1903 (Schwarzschild, 1903 a, b, c).
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Apds este predmbulo apresentamos as férmulas correspondentes. A for¢a de Lorentz
(1.32) expressa em termos dos potenciais ¢ e A através de (1.31) e (1.26) fica na forma,

no caso da forca de ¢ em ¢q:

, DA,
Fo=—q (V1¢52 + Et“) + g0y X (V1 % A2) (5.1)

Nesta expressao V; e V| X sido para ser obtidos no ponto onde esta a carga 1, enquanto
que ¢, € f_l.z s&0 os potenciais gerados pela carga gz.

Os potenciais de Lienard-Wiechert séo os andlogos de (3.49) e (4.4), invertendo os
indices 1 e 2, e substituindo Idl-'por podV, isto é

$a(F1,t) = wgof/f”(%*’t* avy (5.2)

Ay, t) = ’”"//]“’2( 2o 1") ”z(t*)dv; . (5.3)

Nestas expressoes o grande avango é que agora os potenciajs no ponto r; no tempo t sdo

obtidos em funcéo de onde g5 estava no tempo retardado t* = ¢t — ri5/c. As grandezas
com asterisco sdo para ser entendidas como sendo obtidas no tempo retardado, isto é,
7 = P(t*), ete.

Através dos trabalhos de Lienard, Wiechert e Schwarzschild pode-se obter diretamente
a forca entre duas cargas pontuais ¢; e ¢, destas expressées (isto nde € simplesmente
substituir podVsz por ¢z, ver Whittaker, pags. 407 a 409). O caminho para a obtengdo do
resultado final é bem complicado e estd além dos objetivos deste livro (para os interessados
sugerimos O’Rahilly, 1965, Vol. 1, Cap. 7). O que nos interessa aqui é apenas o resultado
final, que é obtido fazendo-se uma expansio em série de Taylor de todas as expressoes que

contenham t* em torno de t* = {. Fazendo isto e indo até termos em segunda ordem em

1/c obtem-se (ver O’Rahilly, 1965, Vol. 1, pag. 220), de (5.1) a (5.3):

o = o = 1 o+ U
Foi = qE," +qv1 x By qu{ 12 —— [rm (1+ 22
2

dme, 11 2¢?
3(F12-02)%  Fi2-ds r12ds - gz 1 ‘;3'2 X 712
— — - - X — . 5.4
2 c* 2¢? 2¢2 t an Amg, ri, c? (5.4)
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Um fato extremamente importante a ser enfatizado é que apenas Ez* e 52* em (5.4)
sdo calculados no tempo retardado, ja que do lado direito da dltima igualdade todas
as grandezas (inclusive ry5, fi3, ¥ e d;) estdo sendo calculadas e medidas no
tempo ¢ e ndo no tempo retardado t* (lembrar que ja foi feita a expansdo de Taylor
em torno de t* = t para se chegar ai). Embora a expresséo geral da forca tenha termos
de infinitas ordens nas poténcias de 1/¢, pegamos apenas até os termos de segunda ordem
jé que praticamente todos os fenémenos estudados do eletromagnetismo (como a forga de
Coulomb, a lei circuital de Ampere, o campo magnético de Biot-Savart e a ler de indugéo
de Faraday) jé surgem com precisdo suficiente nesta aproximagao.

Trocando os indices 1 e 2, € lembrando que 737 = —r19 vem:

i I =~ =] —1 1 ~ 61 - 13.1
Fio =g FE" X B* r~ 5= [F121 1
12 = g2ty +q2v2 1 9‘2{471,6EJ ~ [ 12( TSz

3(Fp-1)? F2-a T12Q: . — 1 vy %7
_5(12 1) + 12 1)+ 12 1]}+qz'v2x{ @i 1 N1 12}. (5.5)

c2 2¢2 2¢? 4me, i, c?

Sao estas as expressoes fundamentais que vamos comparar com a for¢ca de Weber. As
equagdes (5.4) e (5.5) sdo as leis de forca bésicas do eletromagnetismo classico.

No exercicio 5.1 indicamos como que se chega no campo magnético de Biot-Savart e &
for¢ca de Grassmann entre elementos de corrente a partir de (5.4) e (5.5). E como ja vimos
no capitulo 3, a partir daf se pode chegar em duas das equagtes de Maxwell (a de auséncia
de monopéblos magnéticos e & lei circuital de Ampere). No caso em que as cargas estdo
em repouso (01 = 02 = 0 e d1 = dy = 0), se obtem de (5.4) e (5.5) a for¢a de Coulomb.
E como vimos no capitulo 1 toda a eletrostdtica e a lei de Gauss (primeira das equagoes
de Maxwell) estdo embutidas af. A lei de indugfo de Faraday também sai de (5.4) e (5.5)
seguindo-se um procedimento no geral equivalente ao que foi feito com a lei de Weber no
capitulo 4 (ver ainda O’Rahilly, 1965, Vol. 2, pags. 572 a 581).

Isto mostra que as equacdes de Maxwell sao compativels ndo apenas com a forga de
Weber (como vimos nos capitulos 2 a 4} mas também com (5.4) e (5.5). Isto significa que
as forcas de Weber e de Lorentz ndo podem ser distinguidas desta maneira. Mas nas se¢Oes

seguintes mostraremos procedimentos diversos para compara-las e distingui-las.
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5.3 - Comparagao entre as Forgas de Weber e de Lorentz

A forca de Weber é dada por (2.1) ou (2.4), isto é:

3 . L. "
— 5(‘-‘"12 -1z ) + o - 012)] =—Fy . (5.6)

O primeiro aspecto a ser observado na comparagfo entre as duas leis € que a forga
de Weber sempre satisfaz ao principio de agdo e rea¢do na forma forte, enquanto que a
for¢ca de Lorentz n&o satisfaz a este principio nem mesmo na forma fraca, a nao ser em
alguns casos bem especificos. Isto pode ser visto somando (5.4) e {5.5), e observando que
0s termos restantes ndo vao necessariamente se cancelar.

A parte Coulombiana é a mesma em Weber e em Lorentz. Vamos agora analisar as

componentes que dependem das velocidades e aceleragtes. Vamos nos concentrar em Fyq

"e chamaremos de fonte a g, e a tudo aquilo que tiver o indice 2 em (5.4) e na primeira

igualdade de (5.6). Chamaremos de carga de teste ou carga de prova (isto é, a carga que
sente a for¢a) a ¢1 e a tudo aquilo que tiver o indice 1 em (5.4) e na primeira igualdade de
(5.6).

Em termos das fontes observa-se que a forca de Lorentz tem termos dependentes
linearmente da velocidade, U5 X (T2 X 712), (isto vem das cargas que geram o campo
magnético de Biot-Savart e a forca de Grassmann), e termos que dependem do quadrado
da velocidade, isto é, [0y - ¥3/2 — 3(P15 - U3)%/2]f12. Tem ainda termos que dependem da
aceleragdo, isto é, —[(712 - dz)F12 + r12d2]/2. Sdo estes os termos que vao dar a indugio de
Faraday em dI3 /dt. A forca de Weber também tem termos com este comportamento geral,
embora com peculiaridades proprias. Os termos proporcionais a velocidade da fonte sio
[—2071 - U2 + 3(F12 - U1 )(F12 - U2)]F12, que como jé vimos séo os termos que serdo responsaveis
pelo campo magnético e pela forga de Ampere entre elementos de corrente. Os termos
proporcionais ao quadrado da velocidade da fonte sdo [Ty - U3 —~ 3(F1g - U2)%/2]F12. Jé o

termo proporcional 3 aceleracio da fonte é —(713 - d2)F12. Como ja vimos é este o termo

94



responsavel pela indugéo de Faraday em dI, /dt.

Embora as duas leis ndo sejam exatamente iguais nestes aspectos, o comportamento
geral é parecido e em geral elas vio dar os mesmos resultados, em particular quando se
tem circuitos fechados. Uma excegdo a este fato é nos termos proporcionais ao quadrado
da velocidade das fontes, e discutiremos um caso particular disto na se¢éo 5.5.

Em termos das cargas de prova, as que sentem a forga, observa-se que Lorentz
tem termos proporcionais a ¥; dados por —¥; X (¥ X f12). Como j& vimos, os termos
proporcionais a 3 em Weber séo [—207 - ¥y + 3(F12 - U1)(Ff12 - U2)]F12. Na situagfo
geral de circuitos fechados estes termos vdo ser equivalentes. Por outro lado Weber
tem termos proporcionais ao quadrado da velocidade da carga de prova dados por
[T1 - 1 — (8/2)(F12 - U1)%]f12. A possivel relevancia destes termos (ndo hid semelhante

na for¢a de Lorentz) é discutida na se¢ido 5.6.

Uma distingdo fundamental que ocorre entre as forcas de Weber e de Lorentz é que
enquanto a forca de Weber depende da aceleragéo da carga de prova na forma (1 - @3 )f12.
Recentemente aplicamos uma for¢a de Weber a gravitagdo e mostramos a importincia

" deste termo de Weber (Assis 1989 a). Em particular indicamos como que com ele se
pode derivar uma lei equivalente a segunda lei de Newton e a precessio do periélio dos
planetas. Também conseguimos derivar neste modelo, sem ser necessdrio postular isto
inicialmente, a proporcionalidade entre as massas inerciais e gravitacionais. Com isto foi
possivel implementar quantitativamente neste modelo o principio de Mach, proposto pelo
filésofo e fisico experimental austriaco Ernst Mach (1838 - 1916) em 1883 (Mach, 1989).
Para uma anélise do principio de Mach ver: (Yourgrau e van der Merwe, 1968; Schiff,
1964; Reinhardt, 1973; Phipps, 1978; Raine, 1981; Barbour e Bertotti, 1977; Barbour,
1989; Jaakkola 1987 e 1991; Roscoe 1991 a, b, ¢). A base deste principio é a afirmacéo de
que as forgas “ficticias” (forca centrifuga, de Coriolis, etc.) sdo de fato reais e tém origem
gravitacional na interacdo de qualquer corpo com o restante do universo. O modelo que
apresentamos é preliminar e limitado (por exemplo, se baseia na agdo a distancia), mas
pelo menos tenta trazer elementos novos na discusséo do principio de Mach. Neste livro
nio trataremos da lei de Weber aplicada a gravitagdo ja que nosso objetivo principal é a

eletrodindmica de Weber. De qualquer forma nos parece relevante chamar a atencao para
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estes novos caminhos e suas linhas de pesquisa. Para uma aplicagio de forgas do tipo da de
Weber e similares &4 gravitacfio ver: (Assis 1989 a; Eby 1977; Edwards 1974; Ghosh 1991;
Sokol’skii e Sadovnikov, 1987; Treder 1972; Treder, von Borzeszkowski, van der Merwe e
Yourgrau, 1980; Sciama 1953; Wesley 1990 b e 1991, Capitulo 6; Brown 1955 e 1982).

Uma outra maneira de analisar a forca de Weber é olhando para sua forma (2.1).
L4 vemos que a forca é uma soma de trés termos. O primeiro é a for¢a Coulombiana
usual, responsavel pela eletrostitica e pela lei de Gauss. O segundo é o que da os efeitos
magnéticos da lei de Ampere. E o terceiro dado por g;q;7:;7i;/(4weoc?rij) é o responsavel
pela lei de indugao de Faraday e pelos efeitos de inécia quando aplicados a gravitagao. E
este termo também um dos que dé os efeitos de radiagao eletromagnética a partir da le
de Weber (lembrar que a intensidade da radiagdo de dipolo, ou de uma antena, cal com
1/r a grandes distancias).

H4 um outro aspecto que pode ser visto claramente pela for¢ca de Weber ou pela de
Lorentz. FEste se refere as ordens de grandeza entre as forgas elétricas, magnéticas e os
fenémenos de inducdo. De (5.4) a (5.6) vé-se que todos os termos, exceto o de Coulomb,
tém ¢? no denominador. J4 no numerador apresentam termos da ordem v?, vivy, v:, 1204
e 'r'llg as. Mas sfio exatamente estes termos os responsaveis pelo campo magnético, pela for¢a
de Ampére, e pelos efeitos de indugdo. Logo para velocidades e aceleragdes baixas como as
que existem usualmente (corrente de algumas dezenas de Ampeéres, campos magnéticos da
ordem de alguns Gauss, etc.), os efeitos magnéticos e de indugéio de corrente sédo de segunda
ordem em relacdo aos efeitos eletrostaticos. Isto &, se dois sistemas estdo interagindo entre si
e h4 uma carga elétrica liquida (isto é, ndo nula) nos dois sistemas entfo usualmente a forca
Coulombiana suplanta os efeitos magnéticos e indutivos, € embora estes efeitos existam eles
ficam mascarados. Para que estes efeitos aparecam com clareza é em geral necessario que
nos sistemas néo haja carga liquida, ou que esta seja extremarmente pequena. Neste caso
quase nao haverd for¢a Coulombiana e os efeifos magnéticos e indutivos aparecerdo como
os fenémenos principais. Exemplos deste 1iltimo caso é quando um imé permanente (neutro
eletricamente, gera B mas ndo E) interage com uma corrente elétrica num fio ou com outro

imé, ou quando dois fios com corrente interagem entre si. .

Nas proximas se¢des deste capitulo discutiremos em maiores detalhes as distingGes

96



entre as forcas de Weber e de Lorentz.
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5.4 - Duas Cargas em Movimento Retilineo Uniforme

Para perceber a diferenca de enfoque ao tratarmos de um problema pela forga de
Lorentz ou de Weber vamos discutir aqui casos simples da for¢a entre duas cargas. O
problema completo e geral (incluindo aceleragbes) de duas cargas interagindo entre si pela
forga de Weber (problema de dois corpos) estd desenvolvido em (Clemente e Assis, 1991) e
(Assis e Clemente, 1992). Nestes artigos estudamos o “espalhamento de Rutherford” com
um potencial de Weber, as drbitas elipticas que precessam, a velocidade limite obtida com
a eletrodindmica de Weber, etc. Nao entraremos nestes aspectos neste livro. Nesta secao

nos limitaremos a casos simples que ndo envolverm a aceleragéo.

(A) Cargas em repouso.

No primeiro caso temos duas cargas ¢; € ¢ separadas pela distancia 2 = ri2f e
que estdo paradas no referencial do laboratério (que vamos considerar como um referencial
inercial). Para isto podemos supor que a forga Coulombiana é contrabalangada por alguma
outra for¢a como, por exemplo, por uma forga eldstica (supondo as duas cargas ligadas
por uma mola). Neste caso como nao hd nenhum movimento das cargas vem que as forgas
de Lorentz e de Weber ficam com a mesma forma, isto é, como uma for¢a Coulombiana

(ver figura 5.1):

oL 1% 142 Y L kil
Fy =Fy = dre, % = —Fjj = '“Fm . (5-7)
)
OQI
2 T ¥
. q2
o ™
Figura 5.1

98



(B) Cargas em movimento retilineo uniforme paralelo.

Vamos supor agora a mesma situac¢io vista por um observador O’ que se move em
relacao ao laboratério com uma velocidade constante —V &, onde supomos V << ¢. O que
este observador vé estd representado na figura 5.2.

e riy = r1z. Como estamos
12 = T2

Naturalmente temos ¢ = ¢1, g5 = g2, & =2, §' =

supondo uma velocidade constante vem que & { = @ ! 0. De (5.6) vem entio (vamos
P q 1 2

(]
' as forgas vistas pelo observador Q')

representar pelo indice

FW' = BV = = =_F%W . 5.8
21 21 ire, 7"%2 12 (5.8)
yl
- -
q1 vl =+ V!
—————fi-
M2 T y!
—-
i
a Tﬂz':+vx‘
o' =y
Figura 5.2

ou no referencial O' j4 que néo ha movimento relativo entre as cargas nos dois casos. Isto
ilustra mais uma vez o carater relacional da forca de Weber, ja que esta tem sempre o
mesmo valor em qualquer referencial.

Como estamos supondo V? << ¢* podemos usar (5.4) e (5.5) como expressoes corretas

da forca de Lorentz validas até segunda ordem em 1/¢. De (5.4) e (5.5) vem entdo que

S AL q2 V2N g
F =—F, = 4+ — =

. Vi V2N §
+Q]V$X [ 22 z :| = N9 (1— %5)—%(-— . (59)

2.2 | —
dme, c*riy dme, 1y
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Vérias coisas se observam desta equagfo. A primeira é que a for¢a de Lorentz continua
satisfazendo o principio de acfio e reacio neste caso no referencial O'. No primeiro colchete
de (5.9) temos o campo elétrico de g, no referencial O', que é maior pelo fator (1+V?%/2¢?)
do que o campo elétrico visto em Q. No segundo colchete temos o campo magnético devido
ao movimento de g;, campo este que nio existia no referencial 0. O resultado combinado
destas duas modificacGes é que a forca eletromagnética resultante sofre uma diminuigio

pelo fator (1 — V%/2¢?) em relagio A forca de Lorentz no referencial O.

E é por este motivo que se diz no eletromagnetismo classico que os campos elétrico
e magnético se transformam um no outro dependendo do referencial. Por isto também se
afirma que nao hé realidade fisica em nenhum deles separadamente, mas apenas na forga

eletromagnética como um todo.

(C) Cargas em movimento retilineo uniforme ortogonal.

Vamos agora supor uma situacao fisica diferente. Agora ainda temos duas cargas ¢
e gz se movendo com velocidade constante (isto pode ser obtido com for¢as mecanicas
externas ao sistema), @ = dz = 0, mas de tal forma que no instante ¢ elas se encontrem

na situagdo da figura 5.3:

— -
Y) Vi =Y, 2|
9
— -
—- _ S
Tz "Nz Y
- ~
Vp=Vay
9,
) "

Figura 5.3

Aplicando a forca de Weber (5.6) neste caso obtem-se que
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L 7 1 2 —
i e [1 + w(v% - —)] = -F¥ . (5.10)

J4 no caso de Lorentz vem de (5.4) e (5.5) que

- 2
FL_$9 Y (, Y2 511
2 4dme, r%z cz ’ ( )
FL__91% 1 1+i G4 A2 4 (6.12)
12 dwe, 13, 2¢2 y c? ’ )

Este exemplo ilustra mais uma vez que Weber sempre satisfaz o principio de agao e
reagao na forma forte, enquanto que Lorentz nfo o satisfaz nem mesmo na forma fraca em
alguns casos. A situacdo da figura 5.3 é o andlogo para cargas da situagio da figura 3.1
para elementos de corrente neutros.

No exercicio 5.2 sfo discutidas outras situacgdes com as quais se pode ver a distincao

entre as forcas de Weber e de Lorentz.
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5.5 - Campo Elétrico Devido a uma Corrente Estacionéria

Nesta secido trataremos de uma diferenga especifica entre as forcas de Weber e de
Lorentz que pode em principio ser testada no laboratorio. Esta diferenca tem a ver com
a componente da for¢a proporcional ao quadrado da velocidade das fontes. Este é um
assunto que desenvolvemos nurn artigo recente: (Assis, 1991 a).
Supomos entdao um fio reto infinito colocado em repouso ao longo do eixo Z. Neste
fio supomos haver uma corrente estacionaria I, que néo varia com o tempo. Supondo que
o fio seja um condutor metélico usual temos que apenas os elétrons se movem. De tudo
. isto vem: voy = 0, doy =0, ¥2— = Vp2, e da— = 0 (designamos pelo indice 2 as cargas
do fio e Vp é a velocidade de migragdo ou drifting dos eléirons). Como usualmente ocorre

na pratica, supomos que o fio é neutro eletricamente, A;_ = —Ag4, onde A € a densidade

em 7y com velocidade ¥ e aceleracdo d@; (ver figura 5.4):

k1
9
N i
"
- z
0 I
Figura 5.4

Fazendo os calculos a partir do eletromagnetismo classico vem que a for¢a de Lorentz

resultante neste caso é dada por (ver exercicio 5.3):

F‘L = ql'gl X §2 s (513)
] ,‘-“'012 - ‘
By = — . .
2= 52t (5.14)

linear de carga. Calculamos entdo a forga que este fio exerce sobre uma carga ¢; situada
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Nestas expressdes usamos coordenadas cilindricas (71 = p191 + 212, 21 =0, ;1 é 0
angulo azimutal e p; é a disténcia de ¢; ao fio). Temos ainda que Ip = Ay_Vp = —Ay Vp,
onde Ay_ € a densidade linear de carga dos elétrons livres no fio. Vemos entao que segundo
Lorentz o fio nfdo gera campo elétrico, mas apenas um campo magnético poloidal que cai
com 1/r.

Por outro lado usando a forca de Weber (5.6) obtemos que a forga resultante do fio

em ¢; é dada por (ver exercicio 5.4, e Assis, 1991 a):

ﬁw = QIEM + ql?}'l X gg . (515)

onde B, é dado por (5.14) e En é dado por (ver Assis, 1991 a; e Wesley, 1987 b, e 1990
a, b):

= o LV, ~

B _ _PellVD

M= 4npn ,o- (5.16)

Vemos entao que a 1inica diferenca entre Weber e Lorentz é que a for¢a de Weber prevé
uma for¢a adicional em ¢; dada por ¢ Er. Esta forca é independente da velocidade de ¢;
e entdo podemos chamar Ejr de um campo elétrico. Sé que este ndo é um campo elétrico
usual pois o fio é neutro eletricamente e ele s6 surge devido ao fato de os elétrons no fio
se moverem enquanto os ions positivos ficam parados, de tal forma que a forca de Weber
de cada uma destas componentes em ¢; € diferente. Vemos entdo que este campo elétrico
surge devido ao movimento das cargas fontes (“motional electric field”) e é proporcional
ao quadrado da corrente, e aponta sempre na mesma direcdo independente da dire¢io da
corrente.

Embora esta forca ¢; Eps ndo tenha analogo no eletromagnetismo classico, nao é facil
de ser testada experimentalmente pois é muito pequena, de segunda ordem (proporcional
a V3 /c?). Por exemplo, se tivermos uma corrente de 10° A e uma carga elétrica ¢ tipica
de laboratdrio, de q; =~ 107" C, entdo esta forca serd da ordem de 10713N para uma
separacio p1 =~ 10 em. Esta forca é extremamente pequena e dificil de detectar. O
melhor experimento de que temos conhecimento para tentar detectar tal forga é devido

a Edwards e outros {(Edwards, Kenyon e Lemon, 1976). Eles mediram uma diferenca de
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potencial associada a este campo e encontraram algo desta ordem de grandeza. Além
disto concluiram que o campo apontava radialmente em dire¢éo & corrente, independente
do sentido em que esta fluia, e que era proporcional ao quadrado da corrente. Apesar de
todas estas evidéncias ndo se pode dizer que o experimento seja conclusivo e mais pesquisas
experimentais sfo necessarias antes de se tirar qualquer conclusdo.

Alguns artigos que tém saido na literatura relacionados a esse assunto estimulante:
(Bartlett ¢ Ward, 1977), (Bonnet, 1981), (Curé, 1982), (Sansbury, 1985), (Gray, 1988,
pags. 1-4 e 1-5), (Hayden, 1990), (Ivezié, 1990), (Bartlett e Maglic, 1990), (Bartlett e
Edwards, 1990), (Kenyon e Edwards, 1991); ver também (O’Rahilly, 1965, Vol. 2, pags.
588-590). |

|

|

\

|

| .

|
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5.6 - Forcas Dentro de um Capacitor

Uma outra componente da forca de Weber que ndo tem analogo no eletromagnetismo
classico é aquela que depende apenas do quadrado da velocidade da carga que sente a forga,
mas que nao depende da velocidade das cargas-fonte. A seguir ilustramos uma situagéo
onde esta componente aparece explicitamente. Este é um assunto que desenvolvemos em
dois artigos recentes: {Assis, 1989 b, Assis e Caluzi, 1991).

Seja entao um capacitor de placas paralelas com separagdo entre as placas d muito
menor do que o tamanho das placas L, d € L, de tal forma que para os calculos possamos
supor as placas infinitas (ou seja, vamos desprezar os efeitos de borda). Supondo as placas
situadas nos planos ¢ = z, € T = —Z,, com densidades superficiais de carga o4 € —04,

respectivamente, vem que o campo elétrico classico no interior do capacitor é dado por

E.=—-—2, (5.17)

onde # é um versor apontando da placa negativa a positiva:

~Oa +0,
| %
—Xg ] +Xgy
Figura 5.5

Como o capacitor ndo gera nenhum campo magnético e a situagéo é estaciondria no
tempo, vem pela for¢a de Lorentz que a tnica forca que pode atuar sobre uma carga ¢
que se move em seu interior é dada por ¢ Ec.

J4 com a forga de Weber a situagéo néo é tao simples. Usando {5.6) pode-se calcular a

forca em ¢; neste caso e o que se obtem, supondo M = z1% (—2, < Z1 < %, ), € g1 podendo
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estar em movimento e acelerada é (ver exercicio 5.5 e a referéncia Assis, 1989 b):

— ca | . 1 v% .
F = —qlz{ﬂ'} + ;—2—[?33
— V(14T + v1:2) + 221018 — 3?151] } ) (5.18)

onde 7y é a velocidade de g; e d; sua aceleragéo relativo as placas do capacitor.

Em primeiro lugar observamos que esta expressao sé recal no caso classico quando
;1 = 0 e dy = 0. Os termos a mais que aparecem nesta expressao e que nao tém similar
em nenhuma das componentes da forca de Lorentz (5.4) sdo os termos que estdo entre
colchetes. Vemos que eles dependem do quadrado da velocidade da carga que sente a forga
e também de sua aceleragio, e nada disto aparece na forca de Lorentz.

Nao conhecemos nenhum experimento feito especificamente para determinar a
existéncia ou nio dos termos que aparecem dentro dos colchetes em (5.18). Em (Assis,
1989 b) discutimos como estes termos fornecerm: uma explica¢fio alternativa aos famosos
experimentos de Kaufmann e¢ Bucherer de variagdo da massa com a velocidade: Ou a
for¢a dentro do capacitor é dada por ¢ Ec qualquer que seja a velocidade da particula e
a massa varia relativisticamente como m = m,/(1 — v/c*)*/?; ou entéo a forga dentro
do capacitor é dada por (5.18) e a massa da particula é uma constante qualquer que
seja sua velocidade. Embora estas duas explicagbes sejam fisicamente bem distintas,
ambas fornecem a mesma expressdo para aquilo que € observado nos experimentos de
Bucherer, pelo menos até segunda ordem, inclusive, em vy /e. Apéds escrevermos este artigo
descobrimos que as experiéncias de Kaufmann e Bucherer nao tiveram precisao além da
segunda ordem em v; /c. Para a andlise destes experimentos e desta informacao ver: (Zahn
e Spees, 1938) e (Faragd e Janossy, 1957). O que se pode concluir disto é que para esta
situacdo experimental especifica, as duas explicagdes sfo igualmente satisfatérias.

Além disto Wesley mostrou recentemente (Wesley, 1990 a, b} que no caso deste
experimento (ver sua descricio em Rosser, 1964, pag. 193) as velocidades obtidas da
lei de Weber e do eletromagnetismo clissico sdo fungdes diferentes dos campos E,eB.

Expressando o que € medido experimentalmente nfo mais em func¢édo das velocidades, mas
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sim de E, e B , Wesley obteve que a lei de Weber também tem termos de quarta ordem
e que estes sdo praticamente os mesmos que os da relatividade. Ou seja, mesmo que
estes experimentos houvessem tido precisdo até quarta ordem ndo seria possivel distinguir
as duas explicagoes alternativas. Para uma discussdo malor sobre todo este assunto ver
também (Assis e Caluzi, 1991; Moon e Spencer, 1955; O’Rahilly, 1965, Vol. 2, pags. 249
a 250 e 613 a 622; e Bush, 1926).
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5.7 - Limitag¢oes da Lei de Weber

Neste livro vimos vdrios aspectos positivos da forca de Weber: E uma lei
completamente relacional (tem o mesmo valor para todos os observadores), satisfaz o
principio de ago e reagfo na forma forte, e os principios de conservagao do momento linear,
do momento angular e da energia. Além disto com ela se derivam a for¢a de Coulomb e a
forca entre elementos de corrente de Ampere. Vimos também como se derivam a partir de
Weber as equacoes de Maxwell: lei de Gauss, da nao existéncia de monopdlos magnéticos,
lei circuital de Ampere e lei de indugio de Faraday. Apresentamos e discutimos os principais
pontos da controvérsia Ampeére contra Grassmann e os experimentos relacionados com isto.
Entdo comparamos as for¢cas de Weber e de Lorentz e vimos que elas sao praticamente
equivalentes em seus resultados. Mostramos que a 1inica diferenca é que a lei de Weber
prevé alguns pequenos termos adicionais que néo aparecem na forca de Lorentz. Discutimos
alguns experimentos ligados com estes termos e como eles ainda néo sao conclusivos para
decidir a questdo. Para uma discussao mais aprofundada destes e de outros expertmentos

ver (Assis, 1990 a).

Apesar dos aspectos positivos da lei de Weber mencionados acima, devemos ressaltar
que a for¢a de Weber é apenas um modelo de interagao entre cargas que descreve uma certa
classe de fenomenos. Como tal ela pode estar sujeita a limitagOes e seu grau de validade
pode nao ser ilimitado. Por exemplo, pode ser que um modelo de interagdo mais completo

que a lei de Weber inclua também termos de quarta ordem em v/¢, do tipo rt/ct

, ou termos
como dr/dt®, etc. Caso isto seja verdade entfo a validade da lei de Weber iria apenas
até a segunda ordem em v/c, inclusive. Isto €, para cargas que se movem a velocidades
extremamente préximas a da luz pode ser que a lei de Weber nao se aplique como tal. No
momento nio sabemos se a lel de Weber tem ou nfo esta limita¢io de validade, mas nos
parece importante alertar para esta possibilidade provével. Phipps, por exemplo (Phipps,
1990 b, ¢), propés uma energia potencial dada por UP = (q1go/4me,ria)(1 — 72/c2)1/2
para resolver os problemas que Helmhotz havia apontado na teoria de Weber, a saber,

a existéncia do assim chamado “comportamento de massa negativa” (Helmholtz 1872;

Maxwell 1954, Volume 2, Cap. 23, artigo 854, pag. 485; Whittaker, Volume 1, pags. 203-
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4}. Embora com este potencial Phipps tenha sucedido em superar as criticas de Helmholtz,
obviamente seu potencial nao é o dnico que pode fazer isto. De qualquer forma este é um
exemplo especifico de como generalizar a eletrodindmica de Weberr para ordens superiores
em v/e.

Um outro aspecto que tem de ser lembrado é que apesar da for¢a de Weber incluir
termos de velocidade e aceleragfio, ainda assim ela é uma lel de agdo a distancia. QOutras
forcas deste tipo sdo a forca gravitacional Newtoniana e a forga elétrica Coulombiana. Leis
deste tipo implicam em que se um corpo estava parado em relagdo ao outro e de repente
se move (devido a uma forca externa, por exemplo), o outro sente instantaneamente uma,
mudanca de forga, qualquer que seja sua distancia do primeiro corpo. Isto pode ser um
aspecto positivo (Graneau, 1990 a, b, ¢, d) em vista das acbes nao locals que aparecem
na mecanica quiantica. Por outro lado pode ser que todas as interagbes viajem a uma
velocidade finita (por exemplo, com a velocidade da luz). Mas a lei de Weber, como tal,
nao descreve esta Gltima 1déia.

Alias foil exatamente este um dos principais motivos pelos quais durante este século
a maior parte dos clentistas se concentraram na eletrodindmica cldssica (equagbes de
Maxwell, mais a forca de Lorentz e os potenciais de Lienard-Wiechert) e nfo na
eletrodindmica de Weber. E isto porque vinte anos depois de Weber ter apresentado sua lei
de forca veio Maxwell e sua teoria eletromagnética da luz. Embora inicialmente a teoria
de Maxwell ndo tivesse sido bem aceita no continente (Franca, Alemanha, Itilia, etc.)
a situagdo mudou completamente com as experiéncias de Hertz no periodo 1885 - 1889,
que confirmaram experimentalmente as previsdes tedricas de Maxwell. Uma descri¢do dos
experimentos de Hertz se encontra em seu livro: (Hertz, 1962). A partir de entfo a énfase
passou a ser em teorias de campo nas quais as intera¢des viajam com a velocidade da luz,
e nao mais em teorias do tipo de acio a distancia.

Para descrever ondas eletromagnéticas e um retardo na propagacéo das interacdes
a partir de teorias de agfo 4 distancia ha algumas alternativas. Uma delas é utilizando
a lei de inducéo de Faraday num sistema de muitos corpos (Graneau, 1987 d). Uma
outra maneira de obter ondas eletromagnéticas ou efeitos retardados com a lei de Weber

¢ usando simultaneamente a equacéio de conservacio de cargas (1.45). Um exemplo disto
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foi a obtengao da corrente de deslocamento na se¢do 3.5 usando esta equagao. Lembrar
que para a obtengdo de ondas eletromagnéticas fol fundamental para Maxwell este termo

da corrente de deslocamento.

Uma outra maneira é introduzir diretamente na lei de Weber o tempo retardado. Isto
é, substitui-se ¢t por t — r15/c em todos os termos da lei de Weber. Nos tempos recentes
as idéias de tempo retardado foram desenvolvidas por Sciama (Sciama, 1953) e Brown
{Brown, 1982), entre outros. J& a aplicacio do tempo retardado especificamente na lei de
Weber é devida a Moon e Spencer (Moon e Spencer, 1954 a, b, ¢), e a Wesley (Wesley,
1987 b, 1990 a, b, 1991, Cap. 6). Para uma discussdo suplementar sobre os diferentes
modelos de propagacio do potencial ver ainda (Clausius, 1868) e (Archibald, 1986). Neste
livro ndo discutiremos estes aspectos ja que eles estdo além da eletrodindmica de Weber

em sua forma original.

Um dltimo aspecto que queremos lembrar é que a teoria de circuitos elétricos foi
inicialmente desenvolvida por Weber e Kirchhoff, com trabalhos importantes em 1856 e
1857. O trabalho de Weber foi realizado um pouco antes que o de Kirchhoff, mas foi
publicado com atraso. Embora eles tenham trabalhado independentemente um do outro,
ambos utilizaram a eletrodinamica de Weber como base do trabalho. Em particular eles
foram os primeiros a mostrar que uma perturbagdo elétrica (um pulso de corrente ou de
voltagem, por exemplo) viaja num fio com resisténcia desprezivel com uma velocidade
igual a velocidade da luz no vacuo. O importante a ser ressaltado é que este resultado fo1
obtido a partir da teoria de acéo a distancia de Weber num problema de muitos corpos
(um fio dnico mas constituido de varias cargas). E isto foi realizado antes do surgimento
da teoria de Maxwell, que sé apareceu de forma completa em 1860 - 1864. Para estas e
outras informagdes relacionadas com este tépico ver: (Whittaker, Vol. 1, pags. 224 - 236),
(Rosenfeld, 1956), (O'Rahilly, 1965, Vol. 2, pags. 523 - 535), (Jungnickel e McCormmach,
1986, Vol. 1, pdgs. 87, 125 - 146, 151 - 155, e 296 - 301). Ver ainda (Kirchhoff, 1857 a, b).

Iniciamos este livro com as palavras de Maxwell. Vamos termina-lo com as palavras
de O’Rahilly, escritas em sua obra méxima (nosso grifo): Electromagnetic Theory - A

Critical Examination of Fundamentals. Neste trecho temos um resumo das coisas que
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Weber realizou e das idéias que defendeu (entre colchetes vio nossas palavras):

“Se qualquer homem merece crédito pela idéia sintética que unifica os varios ramos
da ciéncia elétrica e magnética, este homem é Wilhelm Weber. Hoje, mesmo aqueles que
defendem a teoria do éter ou que professam serem relativistas aceitam estes principios
introduzidos ou desenvolvidos por ele: que a idéia de Ampere do magnetismo como
sendo devido a micro-correntes pode explicar fendmenos relevantes; que a eletricidade
tem uma estrutura atdmica [isto é, granular ou corpuscular]; que as correntes sio fluxos de
particulas; que as forcas de Ampére [entre elementos de corrente| agem diretamente entre
estas particulas e ndo entre os condutores; que a lei de Coulomb deve ser modificada
para cargas em movimento; que, como disse Gauss, a a¢io ndo € instantdnea; que
as leis da eletrodinadmica [for¢a entre elementos de corrente de Ampeére| e da indugio
podem ser deduzidas por uma soma estatistica, a partir de uma férmula de for¢a para
particulas [cargas] elétricas. Mesmo seu prineipio balistico, submerso por tanto tempo
pelos eteristas e relativistas, parece que provavelmente desafiard os fisicos mais uma vez

na forma desenvolvida dada a ele por Walther Ritz.” (O’Rahilly, 1965, Vol. 2, pag. 535).
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5.8 - Exercicios

5.1 - (A) O campo magnético de Lorentz é dado pela segunda chave de (5.4). Supondo
elementos de corrente neutros eletricamente, dg;— = —dgo4 e dgay = Agydly, onde di,
é o comprimento do elemento de corrente, some as contribuigdes das cargas positivas e
negativas ao campo magnético e use (3.4) para chegar no campo magnético de Biot-Savart
(3.8).

(B) Agora vai-se usar toda a expresséo (5.4). Suponha elementos de corrente neutros
e que dgo— = —dgey = —Agydl, dg1— = —dgi14+ = —A14dl. Some entdo as for¢as entre

os pares de carga usando (5.4) para chegar na for¢a de Grassmann, isto é
dzp’g = d2ﬁ2+,1+ + d2ﬁ2+,1- + dzﬁ’;v—,H + dQ.ﬁz_,]_ .

Nesta expressio d>FS é dado por (3.7) e (3.8), ou por (3.10). Para chegar nisto use
ainda (3.3) e (3.4).
Este exercicio ilustra mais uma vez que a partir da for¢a de Lorentz se chega na for¢a

de Grassmann, e ndo na for¢a de Ampere.

5.2 - (A) Use (5.4) a (5.6) para calcular a forca entre duas cargas que se movem ao
longo do eixo X com mesma velocidade, isto é: 7y = o1&, 72 = 222, ¥ = Vo&, ¥2 = V,i.
Compare Weber e Lorenfz.

(B) Compare novamente Weber e Lorentz, (5.4) a (5.6), quando 7] = z1&+y19, 72 =

zZoZ + y2f, U1 = V@ e v = V,§f. Observe se é previsto algum torque neste caso.

5.3 - Derivagéo de (5.13).

(A) Como o fio € neutro eletricamente vem que ¢, = 0. Como a corrente € estaciondria,
constante no tempo, vem que 84, /8t = 0. De (1.31) vem que: E, = 0. Use entéo {1.32)eo
campo magnético de Biot-Savart (1.20) para chegar em (5.13). Para isto tem-se de calcular
a integral (1.20) e pode-se usar, sem perda de generalidade, z; = 0, tal que 7} = 2 &+ 11 9.

Tem-se ainda: dl_; = dzqZ.

112



(B} Uma outra maneira de calcular o campo magnético B, é usando a lei circuital de
Ampere (1.49). Como a situagio é estaciondria vem que d®g/dt = 0. Use como circuito C
um circulo centrado no eixo Z, onde passa a corrente I,. Como por simetria gg é poloidal,
vem que §2 ¢ paralelo a dl_; em cada ponto deste circuito. Como f f fg -dds = I, vem

que se pode obter B, de (1.49). Calcule-o para ver que é dado por (5.14).

5.4 - Derivagao de (5.15).

(A) Parta de (5.6} para calcular a for¢a de um elemento de corrente em ¢;. Substitua

g» por dg; = Mydz;. Suponha um elemento de corrente neutro eletricamente, isto é€,
Az— = —Az4. Some as forcas de Ae1dzs € Ay_dzy em g, lembrando que 73 = 222, U4 =
0, (_1.24_ = 0, 1?2_ = VDQ, &'2_ = 0. Use ainda ?:'] = $]£+y1'§', _.1 = lefé—i—vlyg}—!-vlzé,

e dy = 1,2 + aryy + a1.2.

{B) Integre o resultado anterior em z3 de —o0 a 4-c0.

(C) Use os seguintes fatos para colocar o resultado anterior na forma (5.15) e (5.16):
Ty = prcospy, Y1 = pising;, p1 = &cospy +Psing, @ = —&sing; +§cospr, e que

él X 62 = (élyG.’.’.z - G12G2y)fé + (G12G2.7: — Ger‘zz)g -+ (G]xG2y - GlyGQz)é-

5.5 - Derivacio de (5.18).

(A) Use (5.6) para calcular a forga de um elemento das placas em g;. Substitua ¢,
por dgy = oadas, onde o4 é a densidade superficial de carga na chapa de cima e das
um elemento de drea. Sem perda de generalidade j& que as placas sdo infinitas, coloque
y1 = z1 = 0 no tempo t. Deixe as velocidades e aceleragbes gerais de tal forma que
T1 = &vip + U1y + 201z, @1 = Laiz + a1y + Zar,. Use coordenadas “cilindricas” mas com
o eixo de simetria sendo o eixo X. Some as contribui¢des de dgay e dgo— localizadas em
(£20, U2, 22)-

(B) Integre o resultado anterior primeiro em , de O a 27, e depois em p, = (z2+4y32)!/?
de O a R.

(C) Faga o limite em que R tende a infinito.

(D) Obtenha entéo (5.18) rearranjando os termos. .
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APENDICE A

As Origens e os Significados da For¢a Magnética F=gixB

Como vimos no capitulo 1, a componente elétrica da forga de Lorentz (}?'.E = qﬁ, com
E = —V¢$—8A/0t) j4 era usada desde pelo menos 1857 com Kirchhoff, quando ele escreveu
a lei de Ohm de maneira generalizada incluindo os efeitos de auto-indutancia. O potencial
vetor magnético A havia sido introduzido por Franz Neumann em 1845, onde mostrou que
B=Vx f_l', sendo B o campo magnético. J4 a expressdo para a forca magnética teve uma
origem posterior e bem mais tortuosa, e este é o assunto deste apéndice.

A primeira informagio relevante a ser ressaltada é que ela é posterior & morte
de Maxwell, ocorrida em 1879. Segundo Whittaker os primeiros a chegarem na forca
magnética foram J. J. Thomson (1856 - 1940) e O. Heaviside (1850 - 1925), em 1881 e
1889, respectivamente (Whittaker, 1973, Vol. 1, pags. 306 a 310). Para uma anélise bem
detalhada dos trabalhos de Thomson e Heaviside ver (Buchwald, 1985, Apéndice Um).

Um dos objetivos do trabalho de Thomson de 1881 (Thomson, 1881) era saber de que
forma um corpo carregado eletricamente é afetado por um imda. Thomson segue a teoria
de Maxwell e em particular usa a idéia de que uma corrente de deslocamento (53}_?5 /0t)
produz os mesmos efeitos que uma corrente de condugio J usual, isto €, de que também
gera B. Supde entdo uma esfera uniformemente carregada se movendo num certo meio com
constante dielétrica ¢ e permeabilidade magnética g, e calcula a corrente de deslocamento
num ponto externo . Depois calcula num outro ponto externo P o valor do potencial
vetor magnético A devido a esta corrente de deslocamento em (2, e integra para todos os
pontos @ do espago. Contudo observa que o valor V - A neste ponto P é diferente de
zero, Maxwell sempre assumia V - A =0 e entdo para satisfazer a esta condigdo Thomson
supoe a existéncia de uma outra componente em }I, adicionando esta componente ao que
jd havia obtido para A (ndo justifica qual a origem fisica desta componente adicional de
/_1') Através de B = V x A obtem entéo o valor de B no ponto Pr Calcula entéo o valor

de H neste meio, H= g/,u Em seguida calcula a forca de um ima (que gera §) num
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corpo carregado eletricamente que se move por este meio. Para isto calcula a energia de
interagio E = [ [ [ (§ -H /2)dV, e usa as equagOes de Lagrange para obter a for¢a. Seu
resultado final:

(A1)

Este valor é metade do aceito no eletromagnetismo classico hoje em dia. O aspecto
mais importante que queremos ressaltar aqui € o significado da velocidade que aparece em
(Al). Neste ponto Thomson foi bem cuidadoso. Ele chamava esta velocidade de velocidade
real (“actual velocity”) da particula. Na pagina 248 de seu artigo ele afirma (nosso grifo):
“Deve ser observado que aquilo que por conveniéncia chamamos de velocidade real da
particula é, de fato, a velocidade da particule relativa go meio através do qual ela estd
se movendo,” ..., “melo cuja permeabilidade magnética é p.” Ou seja, para Thomson a
velocidade ¥ em (Al) ndo era a velocidade da carga relativa ao éter, nem em relagéo ao

ima, e nem a velocidade em relacéo ao observador.

Em 1889 Heaviside obtem {Heaviside, 1889):
F=g¢ixFE. (A2)

A diferenca principal de seu trabalho em relacdo ao de Thomson é que ele inclui,
seguindo Fitzgerald em 1881, a corrente de convec¢éo como fonte de campo magnético.
Fora isto vem que Heaviside segue o trabalho de Thomsoen (um dos objetivos de seu artigo
é corrigir o trabalho de Thomson). Como ele néo faz nenhum comentdrio adicional sobre
a velocidade ¥ em (A2), pode-se assumir que também para ele aquela é a velocidade da
carga ¢q em relacdo ao meio de permeabilidade magnética u e constante dielétrica ¢. Isto

pode ser visto pelo titulo de seu artigo.

Em 1892 e 1895 o fisico tedrico H. A. Lorentz apresenta a conhecida expresséo

(Lorentz, 1892 € 1895):

F=gE+q¢’xB . (A3)



Lorentz nao cita Thomson nem Heaviside, e aparentemente chegou na parte magnética
desta expressao a partir da for¢a de Grassmann substituindo I dl por ¢, embora ele também
nao cite o trabalho de Grassmann. Isto pode ser visto no livro mais famoso de Lorentz,
The Theory of Electrons (Lorentz, 1915, pags. 14 e 15). Este livro é baseado em um
curso que ministrou em 1906 na Universidade de Columbia, e foi editado pela primeira vez
em 1909. Infelizmente Lorentz ndo especifica em (A3) em relagéio a que objeto, meio ou
sistema deve ser entendida esta velocidade ¥ da carga ¢. Como Lorentz ainda aceitava o
éter de Maxwell (isto é, um meio em repouso absoluto em relagdo ao referencial das estrelas
fixas, e através do qual a terra se move como se fosse transparente a ele, sem empurré-lo
ou arrasta-lo; ver (Pais, 1982, pag. 111)), é natural que para ele esta velocidade fosse em
relagdo a este éter, e ndo em relagdo a qualquer meio ou observador. Em suporte a isto
temos as proprias palavras de Lorentz nesta mesma pagina 14: “Agora, de acordo com
os principios gerais da teoria de Maxwell, vamos considerar esta for¢a como causada pelo
estado do éter, e mesmo, como este meio penetra os elétrons [nome que Lorentz usava para
as cargas elétricas em geral|, como exercida pelo éter sobre todos os pontos internos destas
particulas onde ha uma carga.” Uma prova conclusiva desta interpretagio se encontra em
outro trabalho de Lorentz: Lectures on Theoretical Physics (Lorentz, 1927, Vol. 3, pag.
306; ver também O’Rahilly, 1965, Vol. 2, pag. 566). Af Lorentz afirma que se um fio com
corrente elétrica (e portanto gerando B ) e uma carga estdo parados em relagdo ao éter,
entdo nao vai haver for¢a magnética. Por outro lado se ambos estiverem transladando com
a mesma velocidade ¢ em relacdo ao éter (sendo que o observador e o laboratério também
transladam com esta mesma velocidade ¥, ja que da como exemplo desta velocidade a
velocidade da terra em relagio ao éter), entdo afirma que vai haver uma forga magnética.
Ou seja, como na segunda parte deste exemplo néo ha velocidade relativa da carga em
relagio ao fio, nem em relagéo ao laboratério, nem em relagfo ao observador, mas apenas
em relacao ao éter, e ainda assim ha uma for¢a magnética, se conclui que para ele aquela

velocidade que aparece em (A3) é realmente a velocidade da carga ¢ em relagdo ao éter.

Por outro lado hoje em dia se usa a expressio (A3) com ¥ sendo a velocidade da carga
g em relagdo a um observador. A mudanga ocorreu a partir do trabalho da relatividade

restrita de Finstein de 1905 (Einstein, 1978). Neste trabalho, apds obter as transformages
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de coordenadas de Lorentz, Einstein as aplica para a for¢a (A3) e passa a usar a velocidade
como sendo a velocidade em relacdo ao observador. Por exemplo, na pagina 71 coloca
{entre colchetes sio nossas palavras) a diferenca entre a antiga visédo do eletromagnetismo

e a visio baseada em sua teoria da relatividade:

%1 - Se um pdlo elétrico unitatio [¢ = 1], puntiforme, se move num campo
eletromagnético, exercer-se-a4 sobre ele, além da forga elétrica [}.3; E = q.E_f], uma “forga
eletromotriz” que, desprezando termos em que entram como fatores poténcias de v/ec de
grau igual ou superior a 2, é igual ao quociente pela velocidade da luz do produto vetorial
formado com a velocidade do pdlo unidade e com a for¢a magnética [isto €, B, tal que
Fyy = ¢¥ x B/e, FEinstein usa aqui o sistema de unidades cgs-Gaussiano. Logo a forca
resultante é: F = ¢F 4 ¢ x B/c]. (Antigo enunciado)

2 - Se um pdlo elétrico puntiforme unidade se move num campo eletromagnético,
exercer-se-4 sobre ele uma forca idéntica a forga elétrica [}:'" Y o ] que se obtem no ponto
ocupado pelo pélo quando se submete o campo a uma transformacao de coordenadas
[0 — O], a fim de o referir a um sistema de eixos [0'] que esteja imével em relagdo ao

! se referem

o g — -
referido pélo [¢/ = 0, logo qF + gt x Bfc = ¢FE', onde as varidveis com
aos campos no sistema de coordenadas (' que se move com ¢ em relagdo a O]. (Novo

enunciado)”

Aparentemente Lorentz passou a aceitar esta interpretagao do significado de ¢ em
(A3). Vemos isto nas paginas 198, 199, 330 e 331 de seu livro The Theory of Electrons
(Lorentz, 1915). Estas duas altimas paginas, em particular, apareceram apenas na segunda,
edi¢io do livro, em 1915.

E instrutivo ver esta mudanca conceitual (mas néo de forma) numa das leis mais

utilizadas na fisica.

117



APENDICE B

Lagrangeana ¢ Hamiltoniana de Weber

Na mecanica classica podemos descrever e resolver os problemas usando as equagdes
de Newton. Equivalentemente podemos fazé-lo usando as chamadas equagdes de Lagrange
ou as de Hamilton. Também se pode fazer o mesmo na eletrodinadmica de Weber, como
ele o mostrou entre 1869 e 1871 (Weber, 1871). E este o assunto deste apéndice.

Vamos tratar do movimento de duas cargas ¢; € ¢ de massas m; e my, interagindo
entre si de acordo com a lei de Weber, e sem a presenca de forcas externas (a generalizagfo

para N cargas é direta). Definimos duas funcdes S e T por:

q1gz 1 7’.'%2

S o R S
s dmeg T12 ( + 202) ’ (B1)
PO EL R R (82

Nestas equagdes vy e U3 sfio as velocidades das cargas ¢; € ¢ em relacéo a um referencial
inercial, vy = dr /dt, T2 = drz/dt, e r12 = [Py — 72|, T12 = drig/dt.

Weber definiu sua Lagrangeana na forma

L=7-5. (B3)

A forca de Weber pode ser obtida da maneira usual da formulagio Lagrangeana a
partir de S. Isto é, sendo &; = dz;/dt, onde 7, = 212 + y1§ + 212 ¢ o ralo vetor de ¢,

temos que a componente z da for¢a sobre ¢; é dada por

d 98 a5 gig2 1 — T2 72, riefie
z . O _ = 1— 212 ; B4
2T dt 9ty Oz 4me, 3, 2e? + c? (B4)

Nesta equacio 719 = dryg/dt. ;

Fazendo o mesmo com as outras componentes e com as varidveis da carga gz obtem-se:
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~ .2 -
= digz Ti2 i3 riatria =
7 e, rl, ( 202 T a2 ) 12 (B5)

J4 a Hamiltoniana do sistema € definida por

H= (Zﬁjqu—i) ~ L. (B6)

Nesta equacao ¢, com k indo de 1 a 6, representa as componentes das velocidades,
isto é, £1, th, %1, T2, Y2, € 22, respectivamente.

Observando que S e T nio dependem explicitamente do tempo vem que L/t =0 e
JH /8t = 0. Disto obtem-se que H é uma constante de movimento, dH/dt = 0, que neste

caso é a propria energia E do sistema. De (Bl) a (B6) vem entfo, apds fazer as contas

indicadas por (B6):

E=H=T+U, (B7)
dE

Em (B7) U ¢ a energia potencial de Weber que havia sido introduzida no capitulo 2

e que € dada por

-2

T A4Ame, T2 2c2

Queremos chamar a atencao que S é diferente de U j4 que ambas diferem no sinal em
frente de 7%,. Embora a Lagrangeana seja dada por L = T'— 5, a Hamiltoniana e a energia
que se conservam sio dadas por H = E =T 4 U, e ndo por T + 5. Algo andlogo ocorre
na mecanica e eletrodinamica cldssicas quando ha potenciais generalizados que dependem

nio s6 da distdncia entre os corpos mas também de suas velocidades.

As equagdes de movimento sio as equagbes de Lagrange usual, isto é

-

6. (B10)



Nesta equacao g representa cada uma das coordenadas z1, ¥1, 21, *2, y2 € z2. Dal

se obtem, apos fazer as contas:

-~ - L
d192 T12 iz |, T12T12 ~
—(1- = = . B11
dwe, v, ( 2¢2 + c? ) ra (B11)

Obtem-se o anilogo para m,. E isto é exatamente a segunda lei de Newton aplicada
a uma for¢ca de Weber, CQD.
Sugerimos que o leitor refaga as contas indicadas nesta se¢do para que se familiarize

com esta técnica.

120



REFERENCIAS

Aepinus, F. U. T.
- (1979) Aepinus’s Essay on the Theory of Electricity and Magnetism (Princeton

University Press, Princeton).

Ampére, A. M.
- (1825) Mémoire de I’Academie Royale des Sciences, Vol. 6, p. 175, “Mémoire
sur la théorie mathématique des phénomeénes électrodynamiques, uniquement
déduite de |’ expérience,” traducio para o inglés em R. A. R. Tricker, Early
Blectrodynamics - The First Law of Circulation (Pergamon, Oxford, 1965), p.
155, “On the mathematical theory of electrodynamic phenomena, experimentally
deduced.”
- (1883) Théorie des Phénoménes Electrodynamiques Uniquement Déduites de
I’Ezperience (Gauthier-Villars, Paris).
- (1958) Théorie Mathématique des Phénomenes E’lectmdynams'ques Uniquement
Déduite de ’Ezpérience (Blanchard, Paris). Para uma tradugéo parcial em inglés

ver (Ampere, 1825).

Archibald, T.
- {1986) American Journal of Physics, Vol. 54, p. 786, “Carl Neumann versus

Rudolf Clausius on the propagation of electrodynamic potentials.”

Arzeliés, H.
- (1972) Relativistic Point Dynamics {Pergamon, Oxford).

Aspden, H.
- (1986) IEEE Transactions on Plasma Science, Vol. PS-14, p. 282, “Anomalous
electrodynamic explosions in liquids.”
- (1987) Physics Letters A, Vol. 120, p. 80,“The exploding wire phenomenon as

an inductive effect.”

121



Assis, A. K. T.
- (1989 a) Foundations of Physics Letters, Vol. 2, p. 301, “On Mach’ s principle.”
- (1989 b) Physics Letters A, Vol. 136, p. 277, “Weber’s law and mass variation.”
- (1990 a) em: Proceedings of the Conference on the Foundations of Mathematics
and Physics, U. Bartocci e J. P. Wesley (editores), (Benjamin Wesley Publisher,
Blumberg, Alemanha, 1990), p. 8, “Modern experiments related to Weber’s
eletrodynamics.”
- (1990 b) Hadronic Journal, Vol. 13, p. 441, “Deriving Ampere’s law from
Weber’s law.”
- (1991 a) Physics Essays, Vol. 4, p. 109, “Can a steady current generate an
electric field?”
- (1991 b) Revista da Sociedade Brasileira de Histéria da Ciéncia, Vol. 5, p. 53,
“Wilhelm Eduard Weber (1804 - 1891), sua vida e sua obra.”

Assis, A, K. T. e Caluzi, J. J.
- (1991) Physics Letters A, Vol. 160, p. 25, “A limitation of Weber’s law.”

Assis, A. K. T. e Clemente, R. A.
- (1992) “The ultimate speed implied by theories of Weber’s type,” a sair em
International Journal of Theoretical Physics.

Atherton, W. A.
- (1989) Electronics and Wireless World, Vol. 95, p. 521, “Gauss and Weber: an
unlikely partnership.”

Azevedo, R. e outros

- (1986) Physics Letters A, Vol. 117, p. 101, “Powerful water-plasma explosions.”

Barbour, J. B.
- {1989) Absolute or Relative Motion? - A study from a Machian point of view of
the discovery and the structure of dynamical theories; Volume 1: The discovery

of Dynamics (Cambridge University Press,Cambridge).

122



Barbour, J. B. e Bertotti, B.
- (1977) Nuove Cimento B, Vol. 38, p. 1, “Gravity and inertia in a Machian

framework.”

Bartlett, D. F. e Edwards, W. F.
- {1990) Physics Letters A, Vol. 151, p. 259, “Invariance of charge to Lorentz

transformation.”

Bartlett, D. F. e Maglic, S.
- (1990) Review of Scientific Instruments, Vol. 61, p. 2637, “Test of an anomalous

electromagnetic effect.”

Bartlett, D. F. e Ward, B. F. L.
- (1977) Physical Review D, Vol. 16, p. 3453, “Is an electron’s charge independent

of its velocity?”

Biot, J. B. e Savart, F.

- (1820) Annales de Chimie et de Physique, Vol. 15, p. 222, “Note sur le
magnétisme de la pile de Volta,” tradugdo para o inglés em R. A. R. Tricker,
Early Electrodynamics - The First Law of Circulation (Pergamon, Oxford, 1965),
p. 118, “Note on the magnetism of Volta’s battery.”

- (1821) em: Précis Elémentaire de Physique (Gauthier - Villars, Paris), Vol. TI,
2¢ edigdo, p. 117, ibid. (1823), 32 edigdo, p. 704; hd uma reproducio deste
texto em Collection de Mémowres Publiés par la Socielé Francaise de Physique
(Gauthier - Villars, Paris, 3 volumes, 1882-7), p. 80, “Sur I'aimantation imposée
aux métaux par l'électricité en mouvement,” tradugao para o inglés em R. A.
R. Tricker, Early Electrodynamics - The First Law of Circulation (Pergamon,
Oxford, 1965), p. 119, “Magnetization of metals by electricity in motion.”

Blondel, C.
- (1982) A.-M. Ampére et la Création de UElectrodynamique (1820 - 1827)
(Bibliothéque Nationale, Paris).

123



Bonnet, G.
- (1981) Physics Letters A, Vol. 82, p. 465, “Electric field arising from a steady

current passing through a superconductor.”

Brown, G. B.
- (1955) Proceedings of the Physical Society B, Vol. 68, p. 672, “A theory of

action-at-a-distance.”

- (1982} Retarded Action-at-a-Distance (Cortney Publications, Luton).

Buchwald, J. Z.

- (1985) From Mazwell to Microphysics - Aspects of Electromagnetic Theory
in the Last Quarter of the Nineteenth Century (University of Chicago Press,
Chicago).

Bush, V.
- (1926) Journal of Mathematical Physics, Vol. 5, p. 129, “The force between

moving charges.”

Caneva, K. L.
- (1980) British Journal of History of Science, Vol. 13, p. 121 , “Ampere, the

etherians, and the Gersted connexion.”

Christodoulides, C.
- (1987) Journal of Physics A, Vol. 20, p. 2037, “Equivalence of the Ampére and

Biot-Savart force laws in magnetostatics.”

Clausius, R.

- (1868) Annalen der Physik, Vol. 135, p. 606 ; traducdo para o inglés em
Philosophical Magazine, Vol. 37, p. 445 (1869), “Upon the new conception of

electrodynamic phenomena suggested by Gauss.”
- (1880} Philosophical Magazine, Vol. 10, p. 255, “On the employment of

the electrodynamic potential for the determination of the ponderomotive and

124



electromotive forces.”

Clemente, R. A. e Assis, A. K. T.
- (1991) International Journal of Theoretical Physics, Vol. 30, p. 537, “Two-body

problem for Weber-like interactions.”

Cornille, P.
- (1989) Journal of Physics A, Vol. 22, p. 4075, “On the difference between the

Lorentz and Ampere force laws in magnetostatics.”

Crowe, M. J.
- (1985) A History of Vector Analysis - The Evolution of the Idea of a Vectorial
System (Dover, New York).

Curé, J. C.
- {1982) Physics Letters B, Vol. 116, p. 158, “A modified version of the Millikan

oil drop experiment to test the probable existence of a new electrodynamic field.”

Eby, P. B.
- (1977) Lettere al Nuovo Cimento, Vol. 18, p. 93, “On the perihelion precession

as a Machian effect.”

Edwards, W. F.
- (1974) Proceedings of the Utah Academy of Sciences, Arts, and Letters, Vol. 51,

Parte 2, p. 1, “Inertia and an alternative approach f{o the theory of interactions.”

Edwards, W. F., Kenyon, C. S. € Lemon, D. K.
- (1976) Physical Review D, Vol. 14, p. 922, “Continuing investigation into

possible electric fields arising from steady conduction currents.”

BEinstein, A.
- (1978) em: O Principio de Relatividade, H. A. Lorentz, A. Einstein e
H. Minkowski (Calouste Gulbenkian, Lisboa, 2% edi¢do), p. 47, “Sobre a

125



eletrodinAmica dos corpos em movimento,” tradugao do artigo original sobre a

relatividade restrita de 1905.

Farogo, P. S. e Janossy, L.
- (1957) Nuovo Cimento, Vol. 5, p. 1411, “Review of the experimental evidence

for the law of variation of the electron mass with velocity.”

Fechner, G. T.
- (1845) Annalen der Physik, Vol. 64, p. 337, “Ueber die Verknupfung
der Faraday’schen Inductions-Erscheinungen mit den Ampéreschen elektro-

dynamischen Erscheinungen.”

Feynman, R. P., Leighton, R. B., ¢ Sands, M.
- (1977) The Feynman Lectures on Physics, Vol. II (Addison - Wesley, Reading).

Ghosh, A.
- {(1991) Apeiron, Vol. 9-10, p. 35, “Velocity-dependent inertial induction: a

possible tired-light mechanism.”

Graneau, P.
- (1982 a) Nature, Vol. 295, p. 311, “Electromagnetic jet-propulsion in the
direction of current flow.”
- (1982 b) Journal of Applied Physics, Vol. 53, p. 6648, “Application of Ampere’s
force law to railgun accelerators.”
- (1983) Physics Letters A, Vol. 97, p. 253, “First indication of Ampere tension
in solid electric conductors.”
- (1984) Journal of Applied Physics, Vol. 55, p. 2598, “Longitudinal magnet
forces?”
- (1985 a) Ampere-Neumann Electrodynamics of Metals (Hadronic Press,
Nonantum).
- (1985 b) Physics Letters A, Vol. 107, p. 235, “Ampere and Lorentz forces.”
- (1986} Fortschritte der Physik, Vol. 34, p. 457, “The Ampere-Neumann

126



electrodynamics of metallic conductors.”

- (1987 a) Journal of Physics D, Vol. 20, p. 391, “Railgun recoil and relativity.”
- (1987 b) Journal of Applied Physics, Vol. 62, p. 3006, “Amperian recoil and
the efficiency of railguns.”

- (1987 ¢) Physics Letters A, Vol. 120, p. 77, “Wire explosions.”

- (1987 d) Hadronic Journal, Vol. 10, p. 145, “Inertia, gravitation, and radiation
time delays.”

- (1989 a) Electronics and Wireless World, Vol. 95, p. 556, “Alpha-torque forces.”
- (1989 b) Journal of Physics D, Vol. 22, p. 1083, “The cause of thunder.”

- {1990 a) Electronics and Wireless World, Vol. 96, p. 60 ,“The riddle of inertia.”
- {1990 b) Speculations in Science and Technology, Vol. 13, p. 191, “Far-action
versus contact action.”

- (1990 ¢) Physics Essays, Vol. 3, p. 340, “Interconnecting action-at-a-distance.”
- (1990 d) Hadronic Journal Supplement, Vol. 5, p. 335, “Some cosmological

consequences of Mach’s principle.”

Graneau, P. e Graneau, P. N.
- (1985) Applied Physics Letters, Vol. 46, p. 468, “Electrodynamic explosions in
liquids.”
- (1986) Nuovo Cimento D, Vol. 7, p. 31, “The electromagnetic impulse

pendulum and momentum conservation.”

Graneau, P., Thomson, D. S. e Morril, S. L.
- (1990) Physics Letters A, Vol. 145, p. 396, “The motionally induced back-emf

in railguns.”

Grassmann, H.
- (1845) Annalen der Physik, Vol. 64, p. 1, “Neue Theorie der Elektrodynamik,”
tradugéo para o inglés em R. A. R. Tricker, Early Electrodynamics - The First
Law of Circulation (Pergamon, Oxford, 1965), p. 201, “A new theory of

electrodynamics.”

127



Gray, R. L.
- (1988) Unified Physics (Dahlgren, Virginia).

Halliday, D. e Resnick, R.
- (1984) Fisica, Vol. 3 (Livro Técnico, Rio de Janeiro, 42 edigéo).

Harman, P. M.
- (1982) Energy, Force, and Matter - The conceptual development of nineteenth-
century physics (Cambridge University Press, Cambridge).

Hayden, H.
- (1990} Galilean Electrodynamics, Vol. 1, p. 33, “Possible explanation for the
Edwards effect.”

Heaviside, O.
- (1889) Philosophical Magazine, Vol. 27, p. 324, “On the electromagnetic effects

due to the motion of electrification through a dielectric.”

Helmholtz, H. von
- (1872) Philosophical Magazine, Vol. 44, p. 530, “On the theory of
g P

electrodynamics.”

Hertz, H.

- (1962) Electric Waves - being researches on the propagation of electric action

with finite velocity through space (Dover, New York).

Ivezié, T.
- (1990) Physics Letters A, Vol. 144, p. 427, “The relativistic electric fields

arising from steady conduction currents.”

Jaakkola, T.
- (1987) Apeiron, Vol. 1, p. 5, “Mach’s principle and properties of local

structure.”

128



- (1991) Apeiron, Vol. 9-10, p. 76, “Electro-gravitational coupling: empirical

and theoretical arguments.”

Jackson, J. D.
- (1975) Classical Electrodynamics (John Wiley, New York, 22 edi¢éo).

Jungnickel, C. e McCormmach, R.

- (1986) Intellectual Mastery of Nature - Theoretical Physics from Ohm to
Einstein, 2 volumes (University of Chicago Press, Chicago).

Kenyon, C. S. e Edwards, W. F.
- (1991) Physics Letters A, Vol. 158, p. 391, “Test of current-dependent electric
fields.”

Kirchhoff, G.
- (1850) Philosophical Magazine, Vol. 37, p. 463, “On a deduction of Ohm’s
laws, in connexion with the theory of electrostatics.”
- (1857 a) Philosophical Magazine, Vol. 13, p. 393, “On the motion of electricity
in wires.”
- (1857 b) Annalen der Physik, Vol. 102, p. 529, “Ueber die Bewegung der

Elektricitat in Leitern;” reproduzido em G. Kirchhoff, Gesammelte Abhandlungen
(Johann Ambrosius Barth, Leipzig, 1882), p. 154.

Kirchner, F.
- (1957) American Journal of Physics, Vol. 25, p. 623, “Determination of the

velocity of light from electromagnetic measurements according to W. Weber and

R. Kohlrausch.”

Kohlrausch, R. e Weber, W.
- {1857) Annalen der Physik, Vol. 99, p. 10, “Elektrodynamische Maassbes-

timmungen insbesondere Zuruckfuhrung der Stromintensitats - Messungen auf

mechanisches Maas”; ver também W. Weber, Werke, Vol. 3, p. 609 (Springer,

129



Berlin, 1893); ver ainda Ostwald (editor), Klassiker der Ezacten Wissenschaften
(Friedr. Vieweg, Braunschweig, 1968).

Liénard, A.
- (1898 a) L’Eclaira.ge Electrique, Vol. 14, pags. 417 e 456, “La théorie de
Lorentz.”
- (1898 b) ibid., Vol. 16, pdgs. 5, 53 e 106, “Champ électrique et magnétique
produit par une charge électrique concentrée en un point et animée d’un
mouvement quelconque.”
- (1898 ¢) ibid., Vol. 16, pags. 320 e 360, “La théorie de Lorentz et celle de

Larmor.”

Lorentz, H. A.
- (1892) Archives Néerlandaises des Sciences Exactes et Naturelles, Vol. 25,
p. 363; H. A. Lorentz, Collected Papers, vol. 2 , p. 164 (Nyhoff, the Hague,
1936), “La théorie électromagnétique de Maxwell et son application aux corps
mouvants.”
- (1895) Versuch einer Theorie der electrischen und optischen Erscheinungen in
bewegten Korpern, se¢do 12 (Brill, Leiden}); H. A. Lorentz, Collected Papers, vol.
5, p. 1 (Nyhoff, the Hague, 1936).
- (1915) The Theory of Electrons, 2% edigdo (Teubner, Leipzig); ver também,
Selected Works of H. A. Lorentz, vol. 5, N. J. Nersessian (editor), (Palm
Publications, Nieuwerkerk, 1987).
- {1927) Lectures on Theoretical Physics, vol. 3 (MacMilan, London).

Lorenz, L. V.
- (1867) Annalen der Physik, Vol. 131, p. 243; Traducéo para o inglés em
Philosophical Magazine, Vol. 34, p. 287 (1867), “On the identity of the vibrations

of light with electrical currents.”

Mach, E.
- (1953) The Principles of Physical Optics - An Historical and Philosophical

130



Treatment {Dover, New York).
- (1989) The Science of Mechanics - A Critical and Historical Account of its
Development (Open Court, La Salle).

Martins, R. de A.
- (1986 a) Cadernos de Histéria e Filosofia da Ciéncia, Vol. 10, p. 115,
“Experiéncias sobre o efeito do conflito elétrico sobre a agulha magnética,”
traducao comentada do trabalho do H. C. Oersted de 1820.
- (1986 b) ibid., p. 89, “Oersted e a descoberta do eletromagnetismo.”

Maxwell, J. C.
- (1954) A Treatise on Electricity and Magnetism, 2 volumes (Dover, New York).

Moon, P. e Spencer, D. E.
- (1954 a) Journal of the Franklin Institute, Vol. 254, p. 203, “Interpretation of
the Ampeére experiments.”
- (1954 b) ibid., p. 305, “The Coulomb force and the Ampére force.”
- (1954 ¢) ibid., p. 369, “A new electrodynamics.”
- (1955) Journal of the Franklin Institute, Vol. 260, p. 295, “On the Ampere

force.”

Moyssides, P. G.
- (1989 a) IEEE Transactions on Magnets, Vol. 25, p. 4298, “Calculation of the
sixfold integrals of the Biot-Savart-Lorentz force law in a closed circuit.”
- (1989 b) 1bid., p. 4307, “Calculation of the sixfold integrals of the Ampere force
law in a closed circuit.”
- (1989 ¢) ibid., p. 4313, “Experimental verification of the Biot-Savart-Lorentz

and Ampere force laws in a closed circuit, revisited.”

Moyssides, P. G. e Pappas, P. T.
- (1986) Journal of Applied Physics, Vol. 59, p. 19, “Rigorous quantitative test

of Biot-Savart-Lorentz forces.”

131



Nasilowski, J.
- {1985) Physics Letters A, Vol. 111, p. 315, “A note on longitudinal Ampere

forces in gaseous conductors.”

Neumann, ¥.
- (1845) Berlin Abhandlungen, p. 1, “Die mathematischen Gesetze der inducirten
elektrischen Strome”; republicado como o vol. 10 da cole¢do Klassiker der
Ezakten Wissenschaften de F. Ostwald, Carl Neumann (editor), (Leipzig, 1889).
- (1848 a) Abh. Preuss. Akad., p. 1, “Ueber ein allgemeines Princip der
mathematischen Theorie inducirter elektrischer Strome.”
- (1848 b) Tradug@o para o francés em Journal de Mathematique, Vol. 13, p.

113, “Recherches sur la théorie mathématique de 'induction.”

Newton, 1.

- (1952 a) Mathematical Principles of Natural Philosophy (Encyclopaedia
Britannica, Chicago), este livro esta no Vol. 34 da colecdo Great Books of the
Western World. Tradugdo para o portugués da primeira parte deste livro feita
por T. Ricei, L. G. Brunet, S. T. Gehring e M. H. C. Célia: Principia - Principios
Matemdticos de Filosofie Natural (Nova Stella/Edusp, Sdo Paulo, Vol. 1, 1990).
- (1952 b) Optics (Encyclopaedia Britannica, Chicago), este livro estd no Vol.
34 da colecdo Great Books of the Western World. Traducdo para o portugués
das Questdes ao fim do Livro III feita por Pablo Rubén Mariconda: Colegio “Os
Pensadores”, Volume de Newton e Leibniz (Editora Abril Cultural, Sdo Paulo,
1983, 22 edigdo).

Qersted, H. C.
- (1986) Cadernos de Histéria e Filosofia da Ciéncia, Vol. 10, p. 115,
“Experiéncias sobre o efeito do conflito elétrico sobre a agulha magnética,”
traducéo do trabalho fundamental de 1820 de QOersted, feita por R. de A. Martins
(ver Martins 1986 a, b).

132



O’Rahilly, A.
- (1965) Electromagnetic Theory - A Critical Examination of Fundamentals, 2

volumes (Dover, New York).

Pais, A.
- (1982) Subtle is the Lord (Oxford University Press, Oxford).

Panofsky, W. K. H. e Phillips, M.
- (1964) Classical Electricity and Magnetism (Addison-Wesley, Reading).

Pappas, P. T.
- {1983) Nuovo Cimento B, Vol. 76, p. 189, “The original Ampeére force and

Biot-Savart and Lorentz forces.”

Pappas, P. T. ¢ Moyssides, P. G.
- (1985) Physics Letters A, Vol. 111, p. 193, “On the fundamental laws of

electrodynamics.”

Phipps Jr., T. E.
- (1978) Speculations in Science and Technology, Vol. 1, p. 499, “Should Mach’s
principle be taken seriously?”
- (1986) Heretical Verities: Mathematical Themes in Physical Description (Classic
Non-Fiction Library, Urbana).
- {1990 a) Physics Essays, Vol. 3, p. 198, “New evidence for Ampére longitudinal
forces.”
- (1990 b) Physics Essays, Vol. 3, p. 414, “Toward modernization of Weber’s
force law.”
- (1990 ¢) Apeiron, Vol. 8, p. 8, “Weber-type laws of action-at-a-distance in

modern physics.”

Phipps, T. E. e Phipps Jr., T. E.
- (1990) Physics Letters A, Vol. 146, p. 6, “Observation of Ampere forces in

133



mercury.”

Poisson, S. D.
- (1811) Mémoires de I'Institut, Vol. 1, p. 1, “Sur la distribuition de 1’électricité
a la surface des corps conducteurs.”
- (1813) Bull. Soc. Phil, Vol. 3, p. 388, “Remarques sur une équation qui se

présent dans la théorie des attractions des sphéroides.”

Purcell, E. M.
- (1965) Electricity and Magnetism (Berkeley Physics Course, Vol. 2; McGraw-
Hill, New York).

Raine, D. J.
- (1981) Reports of Progress in Physics, Vol. 44, p. 1151, “Mach’s principle and

space-time structure.”

Rambaut, M. e Vigier, J. P.
- (1990) Physics Letters A, Vol. 148, p. 229, “Ampére forces considered as
collective non-relativistic limit of the sum of all Lorentz interactions acting on
individual current elements: possible consequences for electromagnetic discharge

stability and tokamak behaviour.”

Reinhardt, M.
- (1973) Zeitschrift fur Naturforschung A, Vol. 28, p. 529, “Mach’s principle - a

critical review.”

Reitz, J. R. e Milford, F. J.
- (1967) Foundations of Electromagnetic Theory (Addison-Wesley, Reading).

Riemann, B.
- (1867) Philosophical Magazine, Vol. 34, p. 368, “A contribution to

electrodynamics.” Este texto fol escrito pela primeira vezem 1858.

- (1977) em: C. White, Energy Potential: Toward a New Electromagnetic Field

134



Theory (Campaigner, New York), p.177: “Gravity, electricity, and magnetism”,

p. 295: “A contribution to electrodynamics.”

Roscoe, D. F.
- {1991 a) Galilean Electrodynamics, Vol. 2, p. 87, “A geometric representation
of inertial process.”
- (1991 b) Galilean Electrodynamics, Vol. 2, p. 103, “Gravitation as an inertial
disturbance.”

- (1991 c) Apeiron, Vol. 9-10, p. 54, “Gravity out of inertia.”

Rosenfeld, L.
- (1956) Nuovo Cimento, Vol. 4, suplemento 5, p. 1630, “The velocity of light

and the evolution of electrodynamics.”
- (1973), em: Dictionary of Scientific Biography, C. C. Gillispie (editor),
(Seribner, New York}, Vol. 7, p. 379, “Kirchhoff, Gustav Robert.”

Rosser, W. G. V,
- (1964) An Introduction to the Theory of Relativity (Butterworths, London).

Sansbury, R.
- (1985) Review of Scientific Instruments, Vol. 56, p. 415, “Detection of a force

between a charged metal foil and a current-carrying conductor.”

Schiff, L. 1.

- (1964) Reviews of Modern Physics, Vol. 36, p. 510, “Observational basis of
Mach’s principle.”

Schwarzschild, K.
- {1908 a) Gottinger Nachrichten, p. 126, “Zwei Formen des princips der Kleinsten

Action in der Elektronentheorie.”
- (1903 b) ibid., p. 132, “Die elementare elektrodynamische Kraft.”
- (1903 ¢) ibid., p. 245, “Ueber die Bewegung des Elektrons.”

135



Sciama, D. W.
- {1953) Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, Vol. 113, p. 34,

“On the origin of inertia.”

Sears, F. W.
- (1967) Fisica, Vol. 2 (Livro Técnico, Rio de Janeiro).

Sokol’skii, A. G. e Sadovnikov, A. A.
- (1987) Soviet Astronomy (Astronomical Journal), Vol. 31, p. 90, “Lagrangian

solutions for Weber’s law of attraction.”

Strnad, J.
- (1989) European Journal of Physics, Vol. 10, p. 276, “Stefan’s equations of

electrodynamics.”

Symon, K. R.
- (1971) Mechanics (Addison-Wesley, Reading, 3% ediggo).

Thomson, J. J.
- (1881) Philosophical Magazine, Vol. 11, p. 229, “On the electric and magnetic
effects produced by the motion of electrified bodies.”

- {1885) Report of the British Association for the Advancement of Science (B. A.

Report), p. 97, “Report on electrical theories.”

Tipler, P. A.
- (1984) Fisica, Vol. 2a (Guanabara Dois, Rio de Janeiro, 22 edigéo).

Treder, H. J.
- (1972) Die Relativitat der Tragheit (Akademie-Verlag, Berlin).

Treder, H. J., von Borzeszkowski, H. H., van der Merwe, A., e Yourgrau, W.
- (1980) Fundamental Principles of General Relativity Theories (Plenum, New
York).

136



Tricker, R. A. R.
- (1962) Contemporary Physics, Vol. 3, p. 453, “Ampére as a contemporary
physicist.”
- (1965) Early Electrodynamics - The First Low of Circulation (Pergamon, New
York).

Weber, W.
- (1846) Abhandlungen Leibnizens Gesellschaft (Leipzig), p. 316, “Elektrody-
namische Maassbestimmungen uber ein allgemeines Grundgesetz der elektrischen
Wirkung”; Werke, vol. 3, p. 25 (1893).
- (1848) Annalen der Physik, Vol. 73, p. 193; Tradugéo para o inglés em R. Taylor
{editor), “Scientific Memoirs”, vol. 5, p. 489 (Johnson’s Reprint Corporation,
London, 1966), “On the measurement of electro-dynamic forces.”
- (1849} “Bemerkungen zu Neumann’s Theorie inducirter Strome”; ver Werke,
vol. 3, p. 269 (1893).
- (1851) Annalen der Physik, Vol. 82, p. 337; tradugio para o inglés em
Philosophical Magazine, Vol. 22, pigs. 226 e 261 (1861), “On the measurement
of electric resistance according to an absolute standard .”
- (1852) “Electrodynamische Maassbestimmungen insbesondere Widerstandsmes-
sungen”; ver Werke, vol. 3 , p. 301 (1893).
- (1864) “Electrodynamische Maassbestimmungen insbesondere uber elektrische
Schwingungen”; ver Werke, vol. 4, p. 105 (1894).
- (1869) “Ueber einen einfachen Ausspruch des allgemeinen Grundgesetzes der
elektrischen Wirkung”; ver Werke, vol. 4, p. 243 (1894).
- (1871) Abhandlungen der mathem.- phys. Classe der Konigl. Sachsischen
Gesellschaft der Wissenschaften, vol. 10; traducéo para o inglés e Philosophical
Magazine, Vol. 43, pags. 1e 119 (1872), “Electrodynamic measurements relating
specially to the principle of the conservation of energy.”
- (1874) “Ueber das Aequivalent lebendiger Krafte”; ver -Werke, vol. 4, p. 300
(1894).

137



- (1875) “Ueber die Bewegungen der Elektricitat in Korpern von molekularer
Konstitution”; ver Werke, vol. 4, p. 312 (1894).

- (1878) “Elektrodynamische Maassbestimmungen insbesondere uber die Energie
der Wechselwirkung”; ver Werke, vol. 4, p. 361 (1894).

- (1894) “Elektrodynamische Maassbestimmungen insbesondere uber den Zusam-
menhang des elektrischen Grundgesetz mit dem Gravitationsgesetze”; ver Werke,
vol. 4, p. 479.

- (1894) “Weber Maassbestimmungen”; ver Werke, vol. 4, p. 539.

- (1892 a 1894) As obras completas de W. Weber podem ser encontradas nas
Werke de Wilhelm Weber (Springer, Berlin): Vol. 1, Akustik, Mechanik, Optik
und Warmelehre, W. Voigt (editor), (1892). Vol. 2, Magnetismus, E. Riecke
(editor), (1892). Vol. 3, Galvanismus und Elektrodynamik, erster Theil, H. Weber
(editor), (1893). Vol. 4, Galvanismus und Elektrodynemik, zweiter Theil, H.
Weber (editor), (1894). Vol. 5, com E. H. Weber, Wellenlehre auf Ezperimente
gegrundet oder uber die Wellen tropfbarer Flussigkeiten mit Anwendung auf
die Schall-und Lichiwellen, E. Riecke (editor), (1893). Vol. 6, Mechanik der
Menschlichen Gehwerkzeuge, F. Merkel e O. Fischer (editores), (1894).

Weber, W. e Zollner, J.

- (1880) “Ueber Einrichtungen zum Gebrauch absoluter Maasse in der Elektro-
dynamik mit praktischer Anwendung ”; ver Werke de W. Weber, vol. 4, p. 420
(Berlin, 1894).

Werner, K. e Werner, K.
- (1976) Wilhelm Weber (Teubner, Leipzig).

Wesley, J. P.
- (1987 a) em: Progress in Space Time Physics 1987, J. P. Wesley (editor),
(Benjamin Wesley Publisher, Blumberg, Alemanha, 1987), p. 170, “Ampere’s

original force law compared with the Moyssides-Pappas results.”

- (1987 b) Speculations in Science and Technology, Vol. 10, p. 47, “Weber

138



electrodynamics extended to include radiation.”

- (1990 a) em: Proceedings of the Conference on the Foundations of Muathematics
and Physics, U. Bartoeci e J. P. Wesley (editores), (Benjamin Wesley Publisher,
Blumberg, Alemanha, 1990), p. 289, “Evidence for Weber-Wesley electrodynam-
ics.”

- (1990 b) Foundations of Physics Letters, Vol. 3, p. 443, “Weber
electrodynamics, Part I: General theory, steady current effects”; ibid., p. 471,
“Part II: Unipolar induction, Z-antenna”; ibid., p. 586, “Part III: Mechanics,
gravitation.”

- (1991) Selected Topics in Advanced Fundemental Physics (Benjamin Wesley
Publisher, Blumberg, Alemanha).

Whitney, C. K.

- (1988) Physics Letters A, Vol. 128, p. 232, “Current elements in relativistic
field theory.”

Whittaker, E. T.
- (1973) A History of the Theories of Aether and Electricity, Volume 1: The

Classical Theories, Volume 2: The Modern Theories (Humanities Press, New

York).

Wiechert, E.
- (1900) Archives Néerlandaises des Sciences Exactes et Naturelles, Vol. 5, p.
549, “Elektrodynamische Elementargesetze.”

Wiederkehr, K. H.
- (1967) Wilkelm Eduard Weber - Erforscher der Wellenbewegung und der
Elektrizitat, 1804-1891 (Grosse Naturforscher, Vol. 32, H. Degen (editor));
(Wissenschaftiche Verlagsgesellschaft, Stuttgart).

Wise, M. N.
- (1981) em: Conceptions of Ether; G. N. Cantor e M. J. S. Hodge (editores),

139



(Cambridge University Press, Cambridge), p. 269, “German concepts of force,
energy, and the electromagnetic ether: 1845-1880.”

Woodruff, A. E.
- (1976) em: Dictionary of Scientific Biography, C. C. Gillispie {editor), (Scribner,
New York), Volume 14, p. 203, “Weber, Wilhelm Eduard.”

Yourgrau, W. e van der Merwe, A.

- (1968) Synthese, Vol. 18, p. 234, “Did Erns Mach ‘miss the target’?”

Zahn, C. T. e Spees, A. H.
- (1938) Physical Review, Vol. 53, p. 511, “A critical analysis of the classical

experiments on the relativistic variation of electron mass.”

140



Errata do livro Curso de Eletrodindmica de Weber, de A. K. T. Assis (Instituto de Fisica da
UNICAMP, Campinas, 1992)

- A equacéo (1.51) correta é

fem = E-d?z——CD —~ ”B

- A equacdo (3.21) correta é:
R dz,
V2("12 °d€2) _—+(12 df )
I, I,

1
+ _[(Xl o Xz)vzdgzx + (yl o y2)v2d€2y + (Zl — Zz)vzdgzz]

12

- Pagina 75, o texto da sétima linha deveria ser:
“(C) Use os exercicios 3.5 e 3.6 e aplique novamente Vl em G para mostrar que (usando (3.22))”
- A equacéo (4.23) correta é:

_dr,
Yot

- A equacéo (4.29) correta é:

\72 - \72+d

fom,, = M {2, V- d7)(E dT) gy (B V(G TG, -d7,)
e, r12 I
g|:|1 (r12°d€1)(r12'd€2):|_ |1(12 dﬁz)g £, dgl)
I, n, ot
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r12 r12 at

- Pagina 95, o texto da décima-terceira linha deveria ser:



“Uma distincdo fundamental que ocorre entre as forcas de Weber e de Lorentz é que enquanto a
forca de Weber depende da aceleracdo da carga de prova na forma (f12 . §1)f12 , a forca de

Lorentz ndo depende da aceleragéo E'il da carga de prova.”
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