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Prefacio da Segunda Edicao

Grande progresso tem sido feito na ciéncia elétrica, principalmente
na Alemanha, pelos cultivadores da teoria de acao a distancia. As
valiosas medicoes elétricas de W. Weber sao interpretadas por ele
de acordo com sua teoria, e a especulacao eletromagnética, que
foi originada por Gauss e continuada por Weber, Riemann, J. [F.]
e C. Neumann, [L.] Lorenz etc., estd baseada na teoria de agao
a distancia, mas dependendo ou diretamente da velocidade rela-
tiva das particulas ou da propagacao gradual de alguma coisa, seja
potencial ou forca, de uma particula a outra. O grande sucesso ob-
tido por estes homens eminentes na aplicacao da matematica aos
fenomenos elétricos fornece, como é natural, peso adicional as suas
especulacoes tedricas de tal forma que aqueles que, como estudantes
da eletricidade, se voltam em direcao a eles como as maiores au-
toridades na eletricidade matemaética provavelmente assimilariam,
junto com seus métodos matematicos, suas hipoteses fisicas.

Estas hipéteses fisicas, contudo, sao completamente diferentes da
maneira do olhar os fenomenos que eu adoto e um dos objetivos
que tenho em vista é que alguns daqueles que desejam estudar ele-
tricidade podem, ao ler este tratado, ver que ha uma outra maneira
de tratar o assunto, que nao é menos apta a explicar os fenéomenos
e que, apesar de que em algumas partes ela possa parecer menos
definida, corresponde, como penso, mais fielmente ao nosso conhe-
cimento atual tanto naquilo que afirma quanto naquilo que deixa
indeciso.

De um ponto de vista filosofico, além disto, é extremamente im-
portante que os dois métodos sejam comparados, ambos os quais
tiveram sucesso na explicagao dos principais fenomenos eletromag-
néticos e ambos os quais tentaram explicar a propagacao da luz
como um fenémeno eletromagnético e de fato calcularam sua velo-
cidade, enquanto que ao mesmo tempo as concepcoes fundamentais
sobre o que de fato acontece, assim como a maioria das concepgoes
secundarias das grandezas envolvidas, sao radicalmente diferentes.

Estas s@o as palavras de James Clerk Maxwell (1831-1879), no Prefacio da
primeira edi¢ao de sua obra méaxima, Um Tratado de Eletricidade e Magne-
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10 A. K. T. Assis

tismo, de 1873.1 Como se pode ver deste trecho, Maxwell via uma diferenca
conceitual entre suas concepcgoes, derivadas em grande parte das ideias de Fa-
raday, em relagao as concepgoes de Gauss e Weber, entre outros. Maxwell
reconheceu que ambas as formulacoes eram compativeis com os principais
fenomenos do eletromagnetismo. Considerava também extremamente impor-
tante comparar os dois métodos.

O objetivo deste nosso trabalho se encontra justamente dentro deste espirito
geral. Nossa intencao bésica é apresentar de maneira razoavelmente completa
a Eletrodinamica de Weber. Como Maxwell afirmou e mostrou mais de uma
vez, a lei de Weber é compativel com as equagoes de Maxwell (lei de Gauss,
lei circuital magnética, lei da nao existéncia de monopolos magnéticos e lei de
Faraday), embora ela seja completamente diferente das concepgoes de Maxwell
em aspectos filoséficos. Mostramos no decorrer do trabalho como se derivam
as equagoes de Maxwell a partir da forca de Weber.

Outro objetivo deste livro é, se possivel, complementar a cultura do leitor
sobre a eletrodinamica de Maxwell. Para isto incluimos varias secoes historicas
sobre o eletromagnetismo em geral que nao se encontram nos livros didaticos
usuais.

A admiracao de Maxwell pelo trabalho de Weber também pode ser vista
observando-se que Maxwell dedicou todo o ultimo capitulo de seu livro mais
importante a apresentar a eletrodinamica de Weber e a mostrar sua compati-
bilidade com os principais fatos conhecidos do eletromagnetismo.?

Este livro destina-se a estudantes de um curso de graduagao ou de pos-
graduacao em fisica, engenharia ou matemaética que ainda nao tenham se fa-
miliarizado com o assunto. Este trabalho visa a ser completo no sentido de que
nao se requer nenhum conhecimento prévio da lei de Weber para segui-lo. O
Apéndice A sobre andlise vetorial inclui as principais ferramentas matematicas
utilizadas neste trabalho.

Este livro estd preparado para um curso de um semestre e com este obje-
tivo foram incluidos exercicios ao final de cada capitulo. E fundamental que
o estudante resolva detalhadamente cada um destes exercicios ja que esta é
uma parte integral e essencial do curso. J& ministramos cursos sobre a Ele-
trodinamica de Weber tanto em nivel de graduacao quanto de pés-graduagao.
Este livro é o resultado destes cursos. Ele se baseia também em uma versao
anterior deste trabalho que publicamos em 1992, em um trabalho andlogo em
lingua inglesa que foi publicado em 1994 pela editora holandesa Kluwer Acade-
mic Publishers (adquirida posteriormente pela Editora Springer), assim como
na edicao em portugués que publicamos em 1995.3

O assunto do livro se encaixa na fisica classica. Por este motivo nao trata-
mos aqui da mecanica quantica. Nossos pontos de vista contrarios as teorias

[Max54, volume 1, prefdcio, pagina x].

2[Max54, volume 2, capitulo 23: Teorias de a¢do a distancia, pags. 480-493], com tradugao
para a lingua portuguesa em [Ass92g].

3[Ass92b], [Ass94] e [Ass95).



FEletrodinamica de Weber 11

da relatividade de Einstein foram expressos em outros trabalhos.*

Foi incluida uma bibliografia ampla no fim do livro para permitir um apro-
fundamento maior aos estudantes mais interessados. Pode-se usar estas re-
feréncias recentes como sugestao de topicos de pesquisa ou de trabalho aos
estudantes de pés-graduagao. As referéncias estdo completas (com ano, vo-
lume, péaginas e titulo do artigo) para incentivar os leitores a procurarem e
estudarem os originais. Ganha-se muita coisa com isto e muitas vezes os arti-
gos originais sao facilmente encontrados em bibliotecas universitarias com um
bom acervo.

Na medida do possivel acrescentamos informacoes histéricas relevantes no
corpo do texto. O objetivo é dar o contexto histérico de algumas descobertas
e fazer uma anadlise critica de alguns topicos. As fontes para a maior parte des-
tas informacoes foram os artigos originais e os excelentes livros de Whittaker
(Uma Histéria das Teorias do Eter e da Eletricidade), O’Rahilly (Teoria Ele-
tromagnética - Um Exame Critico dos Fundamentos) e Mach (Os Principios
da Fisica Optica - Um Tratamento Histérico e Filosdfico).> Sugerimos for-
temente um estudo atento destes trés livros a todos que queiram aprofundar
de maneira consciente e critica os seus conceitos nesta area fundamental da
ciéncia.

Em todo o livro usamos o Sistema Internacional de Unidades. Quando
definimos alguma grandeza usamos “=” como simbolo de defini¢ao.

A primeira edicdo deste livro, publicada em 1995,° encontra-se atualmente
esgotada. Fizemos entao esta segunda edicao para tornar o livro novamente
disponivel. Fizemos poucas mudangas na estrutura ou no conteido. Corrigi-
mos alguns erros ortograficos, melhoramos e aumentamos o niimero das figuras,
assim como incluimos novas referéncias bibliograficas.

4[Ass98b)], [Ass99b], [Ass13] e [Ass14].
°[Whi73], [O’R65] e [Mac26].
6[Ass95].






Capitulo 1

Eletromagnetismo Classico

1.1 Introducao

O estudo da natureza e das leis que a regem sao alguns dos objetivos principais
dos cientistas. Os fisicos, em particular, se dedicam a pesquisar os fenémenos
mecanicos, gravitacionais, elétricos, magnéticos, épticos, nucleares etc. Neste
capitulo vamos nos concentrar no estudo do eletromagnetismo cldssico. A
maior parte das informacgoes histéricas apresentadas aqui provém dos origi-
nais que citamos e dos seguintes livros que sao muito importantes: o de Ernst
Mach sobre os principios da fisica éptica, de 1926, o de Alfred O’Rahilly que
apresenta uma visao bem completa e extremamente critica da histéria do ele-
tromagnetismo, e o de Whittaker que é o maior cléssico sobre a histéria do
eletromagnetismo, embora nao seja tao critico quanto o livro de O’Rahilly.
Sugerimos fortemente o estudo detalhado destes trés livros e especialmente os
de Mach e O’Rahilly pela visao extremamente critica e instrutiva que apresen-
tam.

Eletromagnetismo classico é o nome que se dé a ciéncia que trata de uma
maneira unificada das interacoes entre cargas elétricas, imas, correntes elétricas
e da radiacdo eletromagnética (luz visivel, raios X, ondas de radio etc.). Os
gregos antigos ja conheciam alguns fendmenos elétricos, como o fato de que,
ao se atritar o ambar, este atraia pequenos objetos. Um estudo detalhado
deste topico, com informacoes histéricas e diversas experiéncias com materiais
de baixo custo, pode ser encontrado no livro Os Fundamentos FExperimen-
tais e Historicos da Eletricidade.? Eles também conheciam alguns fenomenos
magnéticos, como o fato de que a magnetita, um tipo de pedra, atraia pedacos
de ferro. Apesar deste conhecimento antigo, o desenvolvimento mais amplo
destas ciéncias s6 passou a ocorrer a partir de aproximadamente 1600. E neste
ano que William Gilbert (1540-1603) publicou o importante livro Sobre o fmd,
sobre os Corpos Magnéticos e sobre o Grande Ima a Terra, que tratava do

Mac26], [O'R65] e [Whi73].
2[Ass10Db] e [Ass10a].

13



14 A. K. T. Assis

magnetismo e da eletricidade.® Existem duas traducoes deste livro para a
lingua inglesa.? E nele que Gilbert apresentou sua grande suposicao de que
a prépria Terra é um ima permanente e assim explicou a razao de as agulhas
magnéticas apontarem para um mesmo ponto em relagao a superficie terres-
tre. E a ele também que se deve a distingao clara entre atracao elétrica e
magnética. Também a Optica passou por um grande desenvolvimento a partir
desta época. Embora os gregos antigos ja conhecessem a lei de reflexao (angulo
de incidéncia igual ao de reflexao) e o fenémeno da refragao, a lei que rege este
tltimo fenomeno s6 foi descoberta por Snell (1591-1626) por volta de 1621.°
A primeira publicagao desta lei ocorreu em 1637 no apéndice A Didptrica, do
famoso e agradavel livro Discurso do Método, de René Descartes (1596-1650).°

A partir dai estes ramos foram se desenvolvendo mais ou menos indepen-
dentemente. A descoberta fundamental da existéncia dos isolantes e condu-
tores elétricos é devida a Stephen Gray em 1729, sendo publicada em 1731.7
Foi esta descoberta que permitiu o rapido desenvolvimento do conhecimento
dos fenomenos elétricos desde entao, ja que esta ciéncia pouco havia avancado
desde os gregos antigos. Esta descoberta é posterior a morte de Newton. Todos
os artigos fundamentais de Gray sobre eletricidade ja se encontram traduzidos
para a lingua portuguesa, com comentarios, além de terem sido reproduzidos
com materiais de baixo custo.®

A descoberta da existéncia de dois tipos de eletricidade (positiva e nega-
tiva, como dizemos hoje em dia) é devida a Du Fay (1698-1739) em 1733-1734.°
O principio de conservagao de cargas elétricas é devido a Benjamin Franklin
(1706-1790) em seus experimentos de 1747.1% A lei do inverso do quadrado da
distancia para as forcas eletrostaticas foi sugerida entre outros por Priestley
(1733-1804), em 1767. Em geral se afirma que esta lei foi estabelecida ex-
perimentalmente por Coulomb (1736-1806), em 1785, embora esta afirmacao
tenha sido questionada recentemente por Heering.!! A mesma lei relativa a
polos magnéticos foi sugerida entre outros por Michell (1724-1793), em 1750, e
estabelecida experimentalmente por Coulomb, em 1785. Um importante pre-
decessor de Coulomb no que se refere a atragao entre polos magnéticos foi o
fisico experimental alemao Aepinus (1724-1802). Em 1759 ele publicou um
importante livro que influenciou Coulomb, em que desenvolveu a ideia de acao
a distancia entre os polos magnéticos, ideia que acabou suplantando o conceito
de circulagao de um fluido magnético que havia sido sustentado por Descar-
tes, entre outros. O livro de Aepinus, publicado originalmente em latim, foi

3[Gilo0].

4[Gil00], [Gil78] e [Gil91].

°[Mac26, pag. 32].

6[Des52], [Des65] e [Des83].

"[Gra], [Ass10b] e [Ass10a].

8[Bosl1] e [BAC12].

9[DF33], [DF], com tradugao para a lingua portuguesa em [BAC12].
10[Fradl].

H[Hee92].
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traduzido ha pouco para a lingua inglesa.'?

Isaac Newton (1642-1727) descobriu a decomposi¢ao da luz branca nas
cores do espectro (arco-iris) em 1666. Este trabalho fundamental ja se encontra
traduzido para a lingua portuguesa.'® Ele foi também o primeiro a medir a
periodicidade da luz, isto é, aquilo que hoje em dia chamamos de comprimento
de onda, embora para ele a luz fosse um fluxo de particulas (teoria balistica)
e ndo uma perturbagao ondulatéria em um meio (éter). Também se deve a
Newton a primeira interpretagao correta do fenomeno da polarizacao da luz, em
1717. Em 1687 publicou sua grande obra, Principios Matemdticos de Filosofia
Natural, que ja se encontra totalmente traduzida para a lingua portuguesa.'*
Em 1704 publicou seu outro grande livro, Optica, que também ja se encontra
totalmente traduzido para a lingua portuguesa.'®

A descoberta de que a luz se propaga no tempo (e nao instantaneamente)
e o primeiro valor da velocidade da luz sdo devidas a Roemer (1644 - 1710),
em 1675.

A interconexao entre os fenomenos elétricos e magnéticos, embora pressen-
tida por muitos, s6 foi descoberta por Oersted (1777-1851) em 1820 ao observar
a deflexao de uma agulha imantada ao ser colocada perto de um grande fio no
qual fluia uma corrente elétrica constante. Seu trabalho ja esta traduzido para
a lingua portuguesa.'® Em seguida a isto surgem os grandes trabalhos experi-
mentais e teéricos de Ampere (1775-1836), no periodo 1820-1827, descrevendo
a interacao entre condutores conduzindo correntes elétricas. Seu primeiro ar-
tigo de eletrodinamica, de 1820, assim como sua principal obra publicada em
1826-27, j4 se encontram totalmente traduzidos para a lingua portuguesa.'’
Os trabalhos sobre inducao eletromagnética de Faraday (1791-1867), a par-
tir de 1831, também sao fundamentais. Seu primeiro trabalho sobre o tema
ja esta traduzido para a lingua portuguesa.'® A interconexao dos fenomenos
elétricos e magnéticos com a luz, embora também pressentida por muitos, s é
observada de fato pela primeira vez com a descoberta de Faraday em 1845 de
que o plano de polarizagao de um feixe de luz gira quando o feixe atravessava o
vidro em uma direcao paralela as linhas de um campo magnético externo. Uma
outra relacao entre o eletromagnetismo e a déptica ficou evidente entre 1855 e
1857 com a primeira medida da razao entre as unidades eletromagnéticas e
eletrostaticas de carga. Esta medida foi efetuada por W. Weber (1804-1891)
e por R. Kohlrausch (1809-1858).' O valor que obtiveram, 3,1 x 108 m/s,
era essencialmente o mesmo valor que se conhecia da velocidade da luz no ar.

12[AepT79).
13[SMO6].
14[New90], [New08] e [New10].
15[New96].
16[(rs86).

17[CA07], [CA09], [Cha09] e [AC11].

18[Farl1].

19[Web55b], [WK56], traduzido para a lingua inglesa em [WKO03] e para a lingua portu-
guesa em [WKO08], [KW57] e [WK68].



16 A. K. T. Assis

Este trabalho ja se encontra traduzido para a lingua portuguesa.?’ A ideia
de que a luz é uma perturbacao eletromagnética que se propaga no éter surge
de forma completa e acabada pela primeira vez com os trabalhos de Maxwell,
no periodo 1860-1864. A confirmacgao experimental das predicoes tedricas de
Maxwell veio com Hertz (1857-1894), no perfodo 1885-1889.2!

Estes trabalhos formam a base do eletromagnetismo cléssico. Revisaremos
este assunto neste capitulo. Como h& milhares de livros que tratam desta
area, em todos os niveis, faremos apenas uma curta revisao de alguns topicos,
especialmente daqueles que serao relevantes na discussao da teoria de Weber.
Devido ao objetivo deste livro, deixaremos de tratar de muitos assuntos im-
portantes do eletromagnetismo moderno, mas o leitor certamente encontrard
muitos livros especializados tratando destas areas. Nosso objetivo ao escrever
este capitulo é dar um pano de fundo para a introducao da teoria de Weber.
Com isto, mais para frente poderemos fazer uma comparacao mais detalhada
entre a eletrodinamica de Weber e o eletromagnetismo cléssico.

1.2 Equacoes de Movimento

Depois deste pequeno resumo histérico podemos voltar ao assunto principal
deste capitulo que é uma apresentacao do eletromagnetismo classico. Em linhas
gerais, pode-se dizer que o eletromagnetismo classico é constituido de quatro
partes principais, independentes uma da outra, mas todas necessarias para
uma formulagao completa da teoria. Sao elas:

(A) Equacao de movimento,

(B) Forga exercida sobre a carga,
(C) Equagoes de Maxwell,
(D) Equagoes ou relagoes constitutivas do meio.

As equacgoes ou relagoes constitutivas do meio sao descrigoes empiricas das
propriedades dos materiais. Como tais, elas nao dependem de com qual teoria
se estd trabalhando e valem do mesmo jeito em todas as formulagoes tedricas.
Exemplos: Lei de Ohm (V = RI ou J= JE) D =¢E, B = uH etc. Nestas
relacoes R, o, € e p sao propriedades caracteristicas de cada meio, sendo
medidas empiricamente. Daqui para a frente nos concentraremos apenas nos
aspectos (A), (B) e (C).

Um dos problemas mais tipicos da fisica é descrever o movimento de corpos
materiais sob a agao de forgas. A forma usual mais tradicional de tratar deste
problema no eletromagnetismo classico é usando os trés famosos axiomas ou
leis de movimento de Newton. Estas leis sao aqui apresentadas na forma como
Newton formulou-as originalmente em 1687 no livro Principios Matemdticos de
Filosofia Natural.?? Este livro, mais conhecido pelo primeiro nome Principia,

20[WKO08].
21 [Her62).
22[Newb2].
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escrito originalmente em latim, é por muitos considerado como a maior obra
da ciéncia de todos os tempos. Este livro ja se encontra totalmente traduzido
para a lingua portuguesa.?® Suas leis do movimento:?*

Aziomas ou Leis do Movimento

Lev I: Todo corpo continua em seu estado de repouso ou de movi-
mento uniforme em uma linha reta, a menos que seja forcado a
mudar aquele estado por forcas imprimidas sobre ele.

]

Lei II: A mudanca de movimento € proporcional a for¢a motora
imprimida, e € produzida na direcao da linha reta na qual aquela
forca € imprimida.

]

Lei III: A toda acdo hd sempre oposta uma reac¢do igual, ou, as
acoes mutuas de dois corpos um sobre o outro sao sempre iguais e
dirigidas a partes opostas.

]

Coroldrio 1: Um corpo, submetido a duas for¢as simultaneamente,
descreverd a diagonal de um paralelogramo no mesmo tempo em que
ele descreveria os lados pela acao daquelas forcas separadamente.

Em linguagem vetorial moderna, estas trés leis poderiam ser reescritas como
segue:

Lei I: Se a forca resultante atuando sobre um corpo é nula, F R = 5, entao
o corpo fica parado ou em movimento retilineo uniforme em relagao a um
referencial inercial.

Com Frp =0, temos # = constante . (1.1)
Lei II:
Fr = 2 (i) (1.2)
R — dt muv) . .
Lei III:
Fap=— Fga . (1.3)

Nas equacoes (1.1) e (1.2), Fg ¢ a forca resultante agindo sobre o corpo
de massa inercial m, sendo ¥ é a velocidade deste corpo em relacao ao espaco
absoluto de Newton ou em relacao a um referencial inercial. Em todo este
trabalho ﬁﬂ significard a for¢a que o corpo j exerce sobre o i (isto é, a forga

23[New90], [New08] e [New10].
24[New90, pags. 15-23].
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em ¢ devida ao corpo j). Logo, na equagao (1.3) Fp 6 a forca que A exerce
em B e o oposto vale para Fya.

O primeiro corolario de Newton é chamado hoje em dia de principio de
superposicao de forcas. Ele afirma que as forgas se adicionam como vetores
(regra do paralelogramo para a adigdo vetorial).

Caso a massa seja constante, a segunda lei de Newton fica na seguinte
forma:

Fr=ma . (1.4)
Nesta equacao a representa a aceleracao do corpo de massa m em relagao a um
referencial inercial. Neste livro, nos concentraremos neste tltimo caso (massa
constante) e nao trataremos de alguns problemas de variacao de massa tipicos
da mecanica (como o do caminh&o que vai perdendo areia, ou o do foguete que
vai expelindo combustivel e variando sua massa).

Antes de prosseguir, vale a pena comentar que a aceleragao que aparece
na equagao (1.4) é a aceleragao do corpo em relagdo ao espago absoluto, con-
forme formulado por Newton. Pode-se também dizer que esta é a aceleracgao
do corpo em relacao a um referencial inercial. Em outras obras discutimos
detalhadamente estas nocoes de espaco absoluto ou de referencial inercial.?
Embora a Terra nao seja um referencial inercial (sabe-se isto por ela girar em
relacao ao referencial das “estrelas fixas,” por ter uma forma achatada nos
polos e por experiéncias como as do péndulo de Foucault), pode-se na maior
parte dos casos considera-la como tal. Em termos praticos, isto significa que
em geral pode-se usar as leis de Newton no referencial do laboratério (os efei-
tos da nao inercialidade da Terra sao muitas vezes pequenos comparados com
o que se estd observando). Isto é valido na maioria das situagoes nas quais
os movimentos sao restritos a uma pequena area na superficie da Terra e tém
uma duracao pequena comparada com 24 horas.

H4 duas formas da terceira lei de Newton: agao e reacao forte (quando a
forga estd ao longo da reta que une os dois corpos) e fraca (quando a for¢ca tem
pelo menos uma das componentes que nao esta ao longo da reta que une os
dois corpos). Um exemplo de agdo e reagao na forma forte esté representado
na figura 1.1.

1 2

—_—

21 F12

1

Figura 1.1: Acao e reacao na forma forte.

Um exemplo no qual haveria acao e reagao na forma fraca encontra-se na
figura 1.2.

25[Ass98b], [Ass99b], [Ass99c], [Ass13] e [Ass14].
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F21
Figura 1.2: Acao e reacao na forma fraca.

Exemplos imaginarios nos quais nao vale a lei de agao e reacao encontra-se
na figura 1.3.

F12

i
T

(@) (b)

Figura 1.3: Casos imaginarios nos quais nao vale a lei de agao e reagao.

Para resolver um problema qualquer na fisica em geral usamos a equacao
(1.4). Para isto precisamos de relagoes precisas para a forca e estas relagoes
vao depender do tipo de interacdo a que o corpo estd sujeito. A seguir vao
alguns exemplos.

I) For¢a Gravitacional (também proposta por Newton em 1687). Sejam
dois pontos materiais ¢ e j com massas gravitacionais representadas por m;
e m;. Vamos supor que eles estao localizados nos vetores posicao 7; e 7; em
relagao a origem O de um referencial inercial S, como na figura 1.4.

Figura 1.4: Distancia entre dois pontos materiais.
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Seja 7;; o vetor unitdrio que aponta do corpo j para o %, enquanto que
rij = | — 7| é a distancia entre eles. Seja ainda G a constante universal
da gravitagiao (G = 6,67 x 107 Nm?/kg?). Neste caso a forca gravitacional
newtoniana exercida pela particula j sobre a particula ¢ é dada por:
7 .

ij

Na equagao (1.5) temos:
ri— 75 = (@ — 25) & + (i — y;)9 + (2 — 2)2

73l = (s = 25) + (i = 95) + (2 = 2)°]2, (1.6)
T,;j = Tij/rl‘j .

rij
Tij

Um caso tipico da forga gravitacional é o de um corpo interagindo com
a Terra (forga peso = 15) Esta forca é representada por P = mg, onde g
representa uma grandeza denominada de campo gravitacional da Terra. Caso o
corpo esteja préximo da superficie terrestre, resulta que g = |g] = GMp/R2 ~
9,8 ms—2, onde My é a massa da Terra e Ry seu raio.

IT) Forca Elastica:

Seja ¢, o comprimento de uma mola relaxada, figura 1.5.

F

¢ |

1
I I
0 X

Figura 1.5: Mola de constante eldstica k, comprimento relaxado ¢,, compri-
mento esticado ¢, com uma massa inercial m; presa em uma de suas extremi-
dades, sendo F' a forca elastica que a mola exerce no corpo preso a ela.

Vamos supor que uma extremidade da mola esta presa a um suporte fixo
em um referencial inercial, com um corpo de massa m preso a sua outra ex-
tremidade. Quando esticamos ou comprimimos a mola tal que fique com um
comprimento £, a forca elastica que ela exerce sobre o corpo é dada por:

F=—k((-10,)=-kE, (1.7)

onde k é a constante elastica da mola (kK > 0) e x = ¢ — {, é a distancia do
corpo a posicao de equilibrio da mola.
IIT) Forca de Atrito Dinamico:

F=—bv, (1.8)
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onde b é o coeficiente de atrito (b > 0) entre o corpo e o meio (ar ou dgua,
por exemplo) e ¥ é a velocidade do corpo em relacdo a este meio. Em geral, a
forca de atrito dinamica em um fluido é melhor representada por F= —b1v?D,
onde by ¢ uma constante positiva e v = ¢//|v]. Contudo a expressao linear (1.8)
é muito mais facil de ser tratada matematicamente e funciona razoavelmente
bem com uma escolha razoavel de b.

Estas sao algumas das forgas mais comuns que se encontram na mecanica.
Na secao 1.3, veremos as forgas que aparecem no eletromagnetismo. Juntando
estas expressoes de for¢a com a equagao (1.4) podemos descrever o movimento
dos corpos submetidos as interagoes usuais.

A formulagao que apresentamos aqui é a visao classica newtoniana. Ha
outras formulagoes para descrever o movimento dos corpos no espago, como as
teorias da relatividade restrita e geral de Einstein. Neste livro nao discutiremos
estas outras formulagoes pois ja as analisamos em outras obras, mostrando
detalhadamente os motivos pelos quais somos totalmente contrarios a elas.?%

1.3 Forcas Elétricas e Magnéticas

Nesta secao discutiremos as forcas que aparecem no eletromagnetismo.

1.3.1 Forca de Coulomb

Esta é a forca eletrostatica, obtida por Coulomb em 1785, que descreve a forca
exercida pela carga elétrica ¢; em ¢;, quando ambas estao em repouso em
relagao ao laboratorio:

= 4ig; fij

P ik (1.9)

ji =
dme, 15

onde 7;; e r;; foram definidos na equacao (1.6), ver a figura 1.4. Ja ¢, é uma
constante chamada de permissividade do vécuo (g, = 8,85 x 107 2C2N~1m=2).

Usualmente se afirma que a equagao (1.9) foi obtida por Coulomb a par-
tir de seus experimentos com a balanca de torcao. Contudo, em um artigo
recente bem interessante, Heering argumentou que Coulomb nao obteve a lei
do inverso do quadrado das distancias a partir de seus experimentos, mas sim
por consideracoes tedricas em analogia com a lei de Newton da gravitacao.?”
E importante ver a influéncia fundamental de Newton na lei mais importante
da eletrostatica.

Caso haja N cargas em repouso interagindo com uma certa carga q,, vem
da equacao (1.9) e do principio de superposigao de forgas que a forga resultante
atuando em ¢, é dada por:

26[Ass98b], [Ass99b], [Ass13] e [Ass14].
27 Hee92).
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F=g¢FE , (1.10)
onde
N ~
=N (_Zj TO]
E(r,) = ) 1.11
=3 (111)

Na equagao (1.11) a grandeza E é conhecida como o campo elétrico obtido
da lei de Coulomb.

Esta forga também pode ser obtida dos potenciais. Lagrange (1736-1813)
havia introduzido a funcao potencial escalar na gravitacao em 1777. Em 1782,
Laplace (1749-1827) obteve a equagao satisfeita por este potencial no espago
livre, resultado publicado em 1785. Em 1811 Poisson (1781-1840) introduziu
o potencial escalar no eletromagnetismo e ainda obteve um resultado mais
geral que o de Laplace ao obter em 1813 a equagao satisfeita pelo potencial
em regioes onde hd matéria e cargas livres. No caso do eletromagnetismo o
potencial de Poisson ¢ dado por:

Noogo 1

O =D g

o Ames T

(1.12)

Na equagao (1.12) a grandeza ¢ é conhecida como o potencial escalar
elétrico no ponto 7, devido as cargas ¢;. Aplicando o gradiente em ¢ atu-
ando no ponto 7, ver a equacao (A.13) do Apéndice A, podemos obter o
campo elétrico dado pela equagao (1.11):

E=-V,0. (1.13)

A prova deste fato é para ser obtida no exercicio 1.1.
Fazendo a integral de linha da equagao (1.13) obtemos (ver a equacao

(A.30)):

Vs = 6a) — 0(7) = — [ (Vo) -di'= [" Boal,  (114)

A
onde Vyp € a diferenca de potencial entre os pontos A e B, sendo também
chamada de voltagem entre os pontos A e B.
Se temos uma distribuicao continua de cargas no volume V', as equacoes
(1.11) até (1.13) ficam nas seguintes formas:

N 47350//V/p(2w= (1.15)

O L S
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Nestas equagoes substituimos as somatorias por integrais triplas e g; por
dq = p(7;)dV, onde p(7;) é a densidade volumétrica de carga, ou seja, a quan-
tidade de carga por unidade de volume no ponto 7.

1.3.2 Forga Magnética

Esta forca é dada por:

Fu=q0,x B . (1.17)

No Apéndice B se encontra uma discussao sobre as origens histéricas e os
significados desta expressao.

Nesta expressao a grandeza B é chamada de campo magnético na posi¢ao
onde se encontra a carga ¢,, campo este gerado por imas ou por correntes
elétricas. Ja v, é a velocidade da carga ¢, em relacao a um observador ou
sistema de referéncia. Este é um dado muito importante e que é pouco en-
fatizado nos livros diddticos usuais. Quando aplicamos esta for¢a juntamente
com a segunda lei de Newton na forma da equacao (1.4), entao o observador
ou sistema de referéncia tem de ser inercial.

Nas equagoes (1.11) e (1.12) temos os valores para o campo elétrico coulom-
biano e para o potencial escalar elétrico. Apresentamos agora o valor do campo
magnético gerado por um elemento de corrente pertencendo a fios metalicos.
Em geral se afirma nos livros didaticos que este campo é dado pela lei de
Biot (1774-1862) e Savart (1791-1841), de 1820-1824. Sé6 que Biot e Savart
nao falaram de um campo magnético e chegaram apenas em uma expressao
para a forca exercida por um elemento de corrente ao atuar sobre um polo
magnético.?® O artigo principal de Biot e Savart j4 se encontra traduzido para
a lingua portuguesa.?? Devido a este fato diremos neste livro que esta é a
expressao do campo magnético devido a um elemento de corrente, sem de-
nominar este campo como sendo de Biot-Savart. No capitulo 3 discutiremos
a expressao do campo magnético no ponto 7, devido a um elemento de cor-
rente [ jdfj do circuito C;, sendo este elemento localizado em 7;. Este campo
magnético devido a um elemento de corrente é dado por:

roj
5 -
T‘Oj

dB(7,) = %‘;defj X (1.18)

Nesta expressao p, ¢ chamada de permeabilidade do vacuo (p, = 47 x 1077
kgmC~2).

O campo de todo o circuito é entao obtido integrando-se sobre todo o
circuito fechado de forma arbitraria C;:

28[BS20], [BS24], [BS65b], [BS65a], [Whi73, pags. 82-83], [Tri62, especialmente as paginas
453-455], [Cha09, capitulo 5: As Contribuicoes de Biot e Savart] e [AC11, capitulo 6: As
Contribuicoes de Biot e Savart].

29[AC06].
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B/ =\ Mo e 720'
B(,) = Efc Ll x (1.19)
J 0j

1.3.3 Forca Elétrica Geral

Em 1729 Gray fez a descoberta fundamental de que existem dois tipos de ma-
teriais na natureza, a saber, condutores elétricos e isolantes elétricos. Gray
descobriu também algumas das principais propriedades destes materiais. Seu
trabalho principal foi publicado em 1731.3° Foi esta descoberta que permitiu o
rapido desenvolvimento do conhecimento dos fenomenos elétricos desde entao,
ja que esta ciéncia pouco havia avancado desde os gregos antigos. Esta desco-
berta é posterior a morte de Newton. Todos os artigos fundamentais de Gray
sobre eletricidade ja se encontram traduzidos para a lingua portuguesa, com
comentdrios, além de terem sido reproduzidos com materiais de baixo custo.3!

Em 1780, Galvani descobriu a corrente elétrica gerada quimicamente (no
caso dele, corrente em nervos de animais). Ao redor de 1800 Volta (1745-
1827) iniciou a construgao das primeiras pilhas (baterias quimicas).?> Este
foi o inicio do estudo das correntes elétricas constantes (antes disso s6 se pes-
quisava a eletrostdtica e a magnetostatica, estudo dos imas naturais). Para
explicar o funcionamento da bateria quimica Volta introduziu o conceito de
forga eletromotriz. Uma discussao clara deste conceito e de sua distingao em
relacao a diferenca de potencial eletrostatico se encontra no artigo de Varney
e Fisher.?® O trabalho fundamental de Volta descrevendo sua invencao das
pilhas e baterias quimicas j4 se encontra traduzido para a lingua portuguesa.®*

Em 1826 Ohm (1787-1854) descobriu a lei que leva seu nome:** Se uma
pilha ou bateria quimica gera uma voltagem V' entre seus terminais, entao a
corrente elétrica I que vai circular no circuito ligado aos terminais desta pilha
vai depender da resisténcia R do fio de acordo com a relagao: I = V/R.

Esta equagao pode ser escrita na forma diferencial utilizando a equacao
(1.14) da seguinte forma:

J=—0Vo. (1.20)

Nesta equacao J é a densidade de corrente em cada ponto do fio (suas unidades
sendo Am™2 = Cs™'m™2). Além do mais, o é a condutividade do material do
qual o fio é composto. O reciproco de o é chamado de resistividade do meio,
sendo algumas vezes representado por p, ou seja, p = 1/0. Esta grandeza p
nao deve ser confundida com a densidade volumétrica de carga, embora esta

O[Gral], [Ass10b] e [Ass10a].
1[Bos11] e [BAC12].

2[MA06].
3[VF80].
4[MA08].
[

3
3
3
3
3
35[0Ohm66]. Ver também [JM86, volume 1, pags. 51-55].
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ultima grandeza também seja representada muitas vezes pelo mesmo simbolo
p. As unidades de resistividade sao Qm (Ohm-metro). Um valor tipico de
p para bons condutores como os metais (cobre, prata, aluminio, ouro) é da
ordem de 10™® Qm na temperatura ambiente. Para um semicondutor como a
agua salgada saturada temos p = 0,044 2m. Por outro lado um isolante como
a dgua pura na temperatura ambiente tem p = 2,5 x 10° Qm. Bons isolantes
como a madeira, o vidro e a borracha tém p variando de 10 Qm a 10'¢ Qm,
sendo todos estes valores na temperatura ambiente.

A densidade de corrente J estd relacionada com a quantidade de corrente
elétrica I que atravessa a secao reta S do fio pela seguinte relagao:

I://Sf-da. (1.21)

A relacao entre a resisténcia R de um fio de comprimento L e secao reta
de area A com forma arbitraria mas uniforme ao longo deste comprimento é
dada por: R=L/(cA) = pL/A.

Para correntes constantes fluindo em um condutor homogéneo, algumas
vezes representadas pelo simbolo cc, as grandezas E e J sdo uniformes dentro
do fio, de tal forma que elas tém o mesmo valor para qualquer ponto de uma
mesma secao reta do fio, embora possam ter valores diferentes em diversas
secoes retas do mesmo fio se estas secoes tiverem areas diferentes. Isto significa
que correntes continuas fluem uniformemente através de cada secao reta do
fio.36

Em 1831, Faraday (1791-1867) descobriu que uma corrente é gerada nao
apenas por uma bateria mas também quando se variava o fluxo magnético
sobre um circuito primério. Este fluxo magnético pode variar, por exemplo,
aproximando ou afastando um ima deste circuito. Outra possibilidade de al-
terar o fluxo magnético sobre um circuito primario é variar a intensidade de
corrente de um circuito secundario, sendo que este circuito secundério gera o
campo magnético B de acordo com a equacao (1.19). O trabalho fundamen-
tal de Faraday ja se encontra traduzido para a lingua portuguesa.®” A lei de
indugao de Faraday pode ser expressa como (no caso em que o circuito nao
estd ligado a uma bateria): I = fem/R, onde

fem = —jtq)M = _jt /SB -da . (1.22)

Nesta equacao a grandeza fem é conhecida como “forca eletromotriz in-
duzida.” Embora a grandeza fem tenha o nome de forca, ela é na reali-
dade uma voltagem de origem nao eletrostética, cuja unidade é o Volt (1V =
lkg m?>C~1's72). J4 introduzimos na equagao (1.22) o sinal de menos devido a
lei de Heinrich F. E. Lenz (1804-1865) de 1834.%® Esta lei afirma que quando

36[Whi73, pag. 90].
37 [Farll].
38[Len34].
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se varia o fluxo magnético sobre o circuito, a corrente induzida flui em direcao
tal que a forca resultante sobre o circuito tende a se opor a variagao do fluxo.
Jé a grandeza ®,; representa o fluxo magnético sobre o circuito primario, onde
esta sendo induzida a corrente, sendo este fluxo devido ao campo magnético
gerado no circuito secundério.?”

Em 1845 Franz Neumann (1798-1895) introduziu pela primeira vez o poten-
cial vetor magnético A devido a um circuito fechado C; onde circula a corrente
elétrica I;. Este potencial vetor magnético é dado por:

n 0 di;
A7) = He fi L% (1.23)

o 4 Toj

O campo magnético pode ser obtido aplicando o rotacional em A:

B(7,) = @B, + jB, + 2B, =V, x A

A(@AZ aAy> N y(an 8A2> A(@Ay B 8A$> ‘ (1.24)

-7 Y, B 0z, 0z, B oz, : ox, Y,

A descoberta de Neumann foi perceber que a lei de Faraday podia ser ex-
pressa apenas em func¢ao do potencial vetor magnético que criou, sem necessitar
falar de campo magnético, isto é:

Oy=d A-dl 1.25
w=A-d. (1.25)
(§]

d OAN -

Nesta ultima expressao estamos supondo um circuito rigido e estaciondario
de tal forma que foi possivel entrar com a derivada total na integral e ela se
tornou uma derivada parcial.

No capitulo 4 descreveremos em maiores detalhes a lei de Faraday e o papel
de A.

Comparando a equagao (1.26) com a equacao (1.14), vé-se que —(9/?/015
tem o mesmo papel que um campo elétrico usual ja que ambos geram uma
voltagem, voltagem esta que pode ocasionar uma corrente elétrica.

A partir do trabalho de Neumann a teoria de circuitos foi generalizada para
incluir os efeitos de auto-indutancia. Os principais trabalhos nesta direcao
foram feitos por Gustav Kirchhoff (1824-1887) no periodo 1848-1857; William
Thomson (1824-1907), também conhecido como Lord Kelvin, juntamente com
Stokes, no periodo 1853-1854; e Heaviside (1850-1925), em 1876. Kirchhoff ja

39[Far52] e [Farll].
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em 1857 escrevia a lei de Ohm de maneira geral, da forma como a conhecemos
hoje em dia, incluindo as influéncias dos potenciais escalar elétrico e vetor
magnético.

Kirchhoff considerava a forga agindo em uma carga ¢ dentro de um fio re-
sistivo no qual flufa uma corrente elétrica como tendo duas partes. A primeira
era a forca eletrostatica usual devido as cargas livres ao longo da superficie do
fio. Esta distribuicao de cargas ao longo da superficie do fio resistivo nao era
neutralizada em todos os lugares ao longo do fio devido a presenca da bateria.
Uma discussao detalhada destas cargas superficiais encontra-se nos livros de
Assis e Hernandes.?® Esta primeira parte podia ser escrita como —¢V¢. A
segunda parte era devida a alteracao da intensidade da corrente em todas as
porcoes do fio. Esta segunda parte podia ser escrita como —qaff /Ot. Aqui ele
estava levando em consideragao a auto-indutancia do fio. Ele entao assumia
uma lei de Ohm generalizada afirmando que mesmo quando a corrente nao era
estacionaria ou constante, a densidade de corrente seria igual ao produto da
condutividade pela forga eletromotriz por unidade de carga considerando am-
bas as contribuicoes, a parte eletrostatica e a parte devida a auto-indutancia.
Matematicamente isto significa que ele postulava ou assumia o seguinte:

. A

Podemos escrever esta equacao como J = oF, onde E é um campo elétrico
generalizado definido por:

0A

E(7)) = =Voo = —— .

(1.28)
A forga elétrica geral é entao dada por F= qoﬁ, com E dado pela equacao
(1.28).
Os importantes trabalhos de Kirchhoff relacionados com estes tépicos ja
foram traduzidos para a lingua inglesa.*!

1.3.4 Forca de Maxwell-Lorentz

No eletromagnetismo classico a expressao geral para a forca eletromagnética
sobre uma carga é usualmente conhecida como for¢ga de Lorentz. Neste livro
vamos denomind-la de for¢a de Maxwell-Lorentz, ja que é devida tanto a J. C.
Maxwell quanto a Lorentz, como discutimos anteriormente em outras obras.*?

40[AHO07], [AHO9] e [AH13].

41[Kir49] e [Kir50], [Kir57b] e [Kir57a], assim como [Kir57c] e [GA94]. Ver ainda [Ros81].

42[Ass13, Secdo 14.5: Origens e Significados da Velocidade © que Aparece na Forga
Magnética qu x E] e [Assl4, Segao 15.5: Origens e Significados da Velocidade ¥ que Aparece
na Forca Magnética q¥ X E]
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Ela engloba as influéncias elétricas e magnéticas, sendo escrita da seguinte
forma:

F=g,E +q,7, x B, (1.29)

onde o campo elétrico E é dado pela equagao (1.28) e o campo magnético B
pela equagao (1.24).

Novamente a velocidade ¥, que aparece na equacao (1.29) é interpretada
desde 1905, devida ao trabalho sobre a relatividade restrita de Einstein, como
sendo a velocidade da carga ¢, em relacao a um referencial ou observador.
Ou seja, esta velocidade nao é mais interpretada como sendo a velocidade em
relacao ao campo magnético, nem em relagao ao ima ou fio que geram o campo
magnético B.

A expressao (1.29) foi obtida pela primeira vez por J. C. Maxwell entre
1861 e 1873.43 Mais tarde esta equacao também foi apresentada por H. A.
Lorentz (1853-1928), um fisico teérico holandés, em 1895.% Uma discussao
sobre as origens desta forca aparece em diversos trabalhos.*> Em seus traba-
lhos de 1892 e 1895 Lorentz apresentou uma estrutura granular microscopica
para a formulacao do eletromagnetismo de Maxwell, que era todo baseado
no continuo. Isto é, Lorentz passou a descrever as fontes dos campos como
sendo entidades corpusculares discretas, a saber, cargas elétricas e elementos
de corrente.

Utilizando o campo elétrico dado pela equagao (1.28) vem que a forca de
Maxwell-Lorentz, equagao (1.29), pode ser escrita da seguinte forma:

oA
ot~

Vemos que ha trés componentes na forga de Maxwell-Lorentz (1.30): (I) A

F= —qo Vo + q,U, X B— o (1.30)

forga coulombiana —q,V,¢. (II) A for¢a magnética q,t, X B. (ITI) A forca de
inducdo —q,0A/dt.

A forca coulombiana —q,V,¢ depende apenas das posicoes relativas entre
cargas em repouso.

A forca magnética q,v, X B depende da velocidade ¥, da carga de teste
(isto é, da carga que sente a forca) e da velocidade das cargas fontes (isto é,
das cargas que geram E) O motivo para esta dependéncia é que o campo
magnético B é diretamente proporcional a corrente elétrica, como dado pela
equagao (1.19). Esta corrente elétrica, por outro lado, é diretamente propor-
cional a velocidade das cargas fontes.

43[Max, pag. 342, equagao (77)], [Max65d, equacao (77)], [Max65, pdg. 484, equacao (D)],
[Max65a, equagao (D)] e [Maxb4, Vol. 2, §§598-599, pags. 238-241, equagdes (B) e (10)].
44[Lor95].
45[Ass13, Secdo 14.5: Origens e Significados da Velocidade © que Aparece na Forga
Magnética qu x E] e [Assl4, Segao 15.5: Origens e Significados da Velocidade ¥ que Aparece
na Forca Magnética q¥ X E], [Pai82, pag. 125] e [Pai86, pag. 76].
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A forca de indugao —qo(?/T/ Jt tem uma componente dependente da ace-
leracao das cargas fontes. Esta componente é devida ao potencial vetor mag-
nético A que esté ligado com o campo magnético B pela equagao (1.24). Logo,
A também é proporcional a velocidade das cargas fontes. Nesta componente
da forca de Maxwell-Lorentz aparece 811/ Ot, indicando que esta componente
depende da aceleracao das cargas fontes. Por outro lado, esta componente
da forca de Maxwell-Lorentz nao depende nem da velocidade da carga teste,
nem da aceleragao da carga de teste. A outra componente da forca de inducao
—qoaff /Ot depende apenas da velocidade das cargas fontes que geram o campo
magnético B. Isto pode ser visto lembrando que a indugao ocorre nao apenas
quando a intensidade da corrente muda (caso anterior com aceleracao diferente
de zero), mas também quando a intensidade da corrente é constante (compo-
nente longitudinal da acelera(;ao nula ao longo da direcao da corrente elétrica
em cada ponto do circuito, @ = 0) e o fluxo do campo magnético B sobre o cir-
cuito primario muda no tempo, como quando um ima se aproxima ou se afasta
do circuito primario. Neste segundo caso para haver indugao é necessario ter
campo magnético B , mostrando que esta componente da forca de inducao vai
depender da velocidade das cargas fontes.

No capitulo 5 faremos uma comparacao da forca de Maxwell-Lorentz com
a forca de Weber.

1.4 Equacoes de Maxwell

Para resolver nosso problema inicial, que é o de descrever o movimento de
cargas no espago, o primeiro passo ja estd dado. Isto é, temos a equagao de
movimento (1.4) e a forga eletromagnética correspondente dada pelas equagoes
(1.29) ou (1.30). Logo, se estamos em um sistema de coordenadas inercial e
uma particula (ponto material) de carga ¢ e massa m se move com velocidade
U e aceleracao @ em relacao a este referencial inercial, em uma regiao onde ha
um campo elétrico E e um campo magnético B resulta que seu movimento é
descrito pela equagao

qE + qi x B=ma . (1.31)

Usualmente os campos EeB que aparecem nesta equacao nao sao aqueles
gerados pela prépria carga ¢, mas sim gerados por outras cargas e distribuigoes
de correntes, que sao chamados de fontes de E e B. Para resolver o problema
completo de forma autoconsistente (isto é, descrever o movimento de um con-
junto de cargas interagindo entre si sem a presenca de campos eletromagnéticos
externos), precisamos saber como as fontes geram os campos. Ou seja, dada
uma distribuicao de cargas e de correntes, obter os campos EeB gerados por
este sistema. E é exatamente esta a funcao das equacoes de Maxwell.

As equacoes de Maxwell sao usualmente apresentadas de duas maneiras:
forma diferencial e forma integral. Inicialmente vamos apresenta-las na forma
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diferencial, supondo as fontes e os campos no vacuo. Todas as grandezas sao

—

fungdes da posicao e do tempo: ¢ = ¢(x, y, z, t), G = 2G.(z, vy, z, t)+
9Gy(z, y, 2z, t)+ 2G.(x, y, 2, t). As equacoes de Maxwell sao entao:

v E=" (1.32)
€o

=~ - 10E
VX B=pu,J +—=—, 1.33
8 Mot ¥ c? ot (1.33)
V- -B=0, (1.34)

e
~ 0B
VXE=——. 1.35
Na equagao (1.33) a constante ¢ é dada por:
1

c= (1.36)

VEolto

Esta grandeza tem o mesmo valor que a velocidade da luz no vacuo. Como
veremos no capitulo 2, foi Weber quem introduziu pela primeira vez esta gran-
deza no eletromagnetismo, em 1846. Foi ele também o primeiro a medi-la
experimentalmente, entre 1855 e 1857, juntamente com seu colaborador Kohl-
rausch.?® Eles obtiveram ¢ = 3,1 x 10® m/s. Maxwell s6 mediu esta grandeza
em 1868 e obteve ¢ = 2,8 x 108 m/s.47

Apresentamos agora alguns comentarios sobre as equacoes de Maxwell. A
equagao (1.32) é conhecida como lei de Gauss. Ela é essencialmente equivalente
a forga de Coulomb, equagdes (1.9) a (1.13). A relacdo da forga de Coulomb
com a lei de Gauss sera discutida no exercicio 1.10. A segunda equagao é
denominada nos livros didaticos como lei circuital de Ampere. Embora ela
tenha este nome hoje em dia, ela nunca foi deduzida ou escrita por Ampere. O
primeiro a obter esta equagao, mesmo sem o termo com a corrente de desloca-
mento, foi Maxwell em seu primeiro artigo tratando do eletromagnetismo, de
1855, vinte anos apds a morte de Ampere.*® Devido a este fato vamos chamar
a esta equagao de lei circuital magnética, em vez de denominé-la de lei circui-
tal de Ampere. Para chegar neste resultado, Maxwell utilizou os resultados
que Ampere havia obtido com sua forca entre elementos de corrente (que vai
ser descrita em detalhes no capitulo 3). Maxwell introduziu o termo com a
corrente de deslocamento (o termo com a constante de Weber ¢ na equagao

46[Webb5b], [WK56], traduzido para a lingua inglesa em [WKO03] e para a lingua portu-
guesa em [WKO08], [KW57] e [WK68].

47 Max68], [Max65b] e [Max54, volume 2, artigos 786787, pags. 435-436).

48[Max65c] e [Whi73, pags. 242-245].
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(1.33)) em seu segundo artigo sobre eletromagnetismo de 1861.% Este termo
também ¢é chamado de corrente, assim como f, ja que apesar de nao indicar
um transporte liquido de cargas elétricas, foi observado que um campo elétrico
variavel gera um campo magnético e esta é uma das propriedades fundamen-
tais das correntes elétricas usuais. A terceira equacao representa a observacao
experimental de que nao se consegue separar espacialmente os polos norte e
sul de nenhum ima ou corrente. A quarta e ultima equacgao é conhecida como
lei de Faraday. Faraday descobriu a inducao eletromagnética em 1831. Foram
Franz Neumann (em 1845) e Weber (em 1846) os primeiros a colocar a lei de
Faraday em forma matemadtica. Este é o assunto do capitulo 4. Os conheci-
mentos matematicos de Faraday sempre foram muito elementares, sendo ele
essencialmente um excelente fisico experimental.

Vemos entao que aquilo que se chama de equacoes de Maxwell sao de fato
leis devidas a outros pesquisadores e que ja eram conhecidas e usadas na época
de Maxwell. O papel de Maxwell foi perceber que este conjunto de equacgoes
formava um todo coerente e introduzir a corrente de deslocamento. Este iltimo
feito foi realmente sua grande descoberta, ja que a corrente de deslocamento é
fundamental para se obter as ondas eletromagnéticas a partir das equagoes de
Maxwell. Com isto se pode unificar a éptica com o eletromagnetismo, identi-
ficando a luz como sendo uma radiacao eletromagnética. Maxwell introduziu
este termo (a corrente de deslocamento) para que este conjunto de equagoes
ficasse compativel com a equacao de continuidade para cargas, que também é
conhecida como a equacao de conservacao de cargas e que é dada por:

dp

o TV () =0. (1.37)

O primeiro a escrever esta equagao descrevendo a conservacao de cargas
foi Kirchhoff em 1857, em forma linear ou filiforme®® e também na forma
volumétrica desta equacao.’!

Aplicando 0/0t na equacao (1.32) e invertendo a ordem das derivadas,
obtém-se:

OE 1 0p

Vil=—|=—7+. 1.38
( ot ) g, Ot ( )

Usando as equagoes (1.33), (1.36) e (A.27) na equagao (1.38) obtém-se:

1 L1 1 - 1
v-( VxB—J>:—V-J:ap (1.39)

Eollo Eo o g, Ot

Esta relagao é a equagao de continuidade dada pela equacao (1.37), lem-
brando que J = p,U; + p_v_ e que p = p; + p_. Isto significa que para

49[Max65d] e [Whi73, 247-255].
S0[Kir57b], com tradugdo para a lingua inglesa em [Kir57a].
SHKir57c], com tradugao para a lingua inglesa em [GA94]).
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obter a equagao (1.37) a partir das equagoes de Maxwell, foi essencial utilizar
a corrente de deslocamento na equagao (1.33).

Apresentamos agora as equacoes de Maxwell na forma integral, obtidas a
partir das equagoes (1.32) até (1.35), usando ainda as equagoes (A.32) e (A.33),

ver o exercicio 1.3:
_ 1
¢E-da:Q:///pdv, (1.40)
S fo Eol

]{:B-dl_uOIJrC—Z%d)E
. 1d .
_ . di ——//E-d*, 141
K /S/J CHFc2ah€ s “ ( )
gﬁé-da:o, (1.42)
S
€
fem:fﬁ ii——tg, -1 /é di (1.43)
Je T odt P oat) Js ' '

Para se chegar a estas equagoes em forma integral foram utilizados os te-
oremas de Gauss e Stokes, equagoes (A.32) e (A.33). Aparentemente uma
historia completa destes teoremas nunca foi escrita. O teorema de Gauss foi
utilizado em casos particulares por Lagrange em 1760-1761 e foi entao formu-
lado em forma mais definitiva por Gauss em 1813 e 1839-1840, assim como
também foi formulado por Ostrogadsky em 1828-1831. Ao redor da década
de 1840 ele j& era amplamente conhecido. Ja o teorema de Stokes foi utilizado
em casos particulares por Ampere em 1820-1827, sendo formulado em forma
geral pela primeira vez por Kelvin em 1850 e por Stokes em 1854. Ele foi
apresentado por Stokes como uma questao de uma prova para o prémio Smith
da Universidade de Cambridge em 1854. Entre os candidatos para o prémio
estava Maxwell, que aprendeu sobre este teorema desta forma e o utilizou em
seus artigos tratando do eletromagnetismo que escreveu nos anos seguintes.
Ao redor da década de 1870, este teorema era frequentemente empregado nos
artigos cientificos.??

Para se obter as equacoes de ondas eletromagnéticas basta aplicar o rota-
cional (Vx) em ambos os lados das equagoes (1.33) e (1.35), além de usar a
identidade vetorial dada pela equagao (A.29). Desta forma obtemos o seguinte
resultado:

. . L1 .
V(V-B) = V2B = p,V x J+02§t(vXE), (1.44)

52[Cro85, pags. 146-147, nota 29] e [JM86, volume 1, pags. 66-69).
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) = —gt(v x B) . (1.45)

Aplicando-se as equagoes (1.32) a (1.43) nas equagoes (1.44) e (1.45) temos,
apds rearranjar os termos:

, 107\ 5 =
Ve — 072@ B = —IMOV X J , (146)
e
102\ - 1 oJ
2 L O _ oJ
(V = 8152) E 80Vp—{—uo 5 (1.47)

Estas equacoes descrevem as ondas eletromagnéticas obtidas a partir das
equagoes de Maxwell.

Nos exercicios 1.7 a 1.8 indica-se como obter a lei de Gauss, equagao (1.32),
e a lei de Faraday, equacao (1.35), a partir do campo elétrico que aparece na
forga de Maxwell-Lorentz. A deducao da lei circuital magnética (1.33) e da lei
da nao existéncia dos monopolos magnéticos (1.34) é assunto do capitulo 3.

1.5 Potenciais Retardados

Nesta secao vamos discutir os potenciais retardados e os potenciais de Liénard-
Wiechert. A ideia de que a interacao entre dois corpos que estao afastados por
uma certa distancia nao é instantanea, tal que deve levar tempo para o sinal,
potencial, interacao ou forca ir de um corpo a outro, é antiga. Mas no ele-
tromagnetismo o primeiro a expressa-la claramente parece ter sido Gauss, em
1845, em uma carta a Weber.® Em 1858 Riemann (1826-1866), um estudante
e colaborador de Weber e Gauss na Universidade de Gottingen, introduziu a
ideia do tempo retardado na fisica. Esta ideia pode ser expressa dizendo que
a forga exercida sobre uma carga ¢; localizada em 7 no tempo t devida a uma
outra carga ¢» depende da posicao, velocidade e aceleragao de ¢ em um tempo
anterior ¢ — r12/c. Nesta expressao rip é a distancia entre as duas cargas e ¢
a velocidade da interagao, que se assume como sendo a velocidade da luz. O
trabalho de Riemann s6 foi publicado postumamente, em 1867, sendo que ja
se encontra traduzido para a lingua inglesa.’® No mesmo ano Ludwig Lorenz
(1829-1891), um fisico dinamarqués (que ndo deve ser confundido com o fisico
holandés H. A. Lorentz, da for¢a de Maxwell-Lorentz), publicou um trabalho

53[GauT77, volume 5, pags. 627-629], [Whi73, pag. 240], [Max54, volume 2, artigo 861,
pag. 489] e [O’R65, volume 1, pig. 226].
54[Rie67], [Rie77a]; ver ainda [JM86, volume 1, pags. 179-181].
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em que desenvolveu independentemente a ideia do tempo retardado. Este tra-
balho também ja estd traduzido para a lingua inglesa.?® Desta forma, se pode
dizer que Riemann e Lorenz introduziram o tempo retardado na fisica.

Em 1867 o fisico alemao Rudolf Clausius (1822-1888) obteve uma nova lei
de forga entre cargas e mostrou como deduzir, a partir desta for¢a, uma forga
entre elementos de corrente similar a forca que Grassmann havia publicado em
1845. A chamada for¢a de Grassmann ainda nao havia recebido este nome,
sendo ela devida a Hermann Giinther Grassmann (1809-1877) em 1845, como
serd discutido na secao 3.3. Em 1867 Clausius ainda nao tinha conhecimento
do trabalho que Grassmann havia publicado em 1845, embora mais tarde te-
nha ficado claro para todos que ambos haviam chegado na mesma expressao
de forca entre elementos de corrente. Clausius também discutiu a ideia do
retardamento na interacao eletromagnética proposta por Gauss. Dois de seus
trabalhos tratando destes tépicos j& estao traduzidos para a lingua inglesa."
Como vimos, Lorentz introduziu sua forca em 1895. Sua expressao difere da
forga de Clausius, ja que a for¢ca de Lorentz inclui o tempo retardado nos
campos, embora com ambas se chegue a mesma forca entre elementos de cor-
rente, a de Grassmann.’” Em 1898 Andre-Marie Liénard (1869-1958) realizou
avangos sobre o trabalho de Lorentz ao trabalhar com os potenciais retardados
devidos a cargas corpusculares. Este trabalho foi seguido por um outro nas
mesmas linhas escrito por Emil Wiechert (1861-1928) em 1900. Por esta razao
os potenciais que vamos apresentar recebem usualmente o nome de potenci-
ais de Liénard-Wiechert. Deve ser enfatizado que também Karl Schwarzschild
(1873-1916) apresentou avangos importantes ao longo destas linhas (o célculo
do potencial eletrodinamico etc.) em 1903. Para uma discussao dos traba-
lhos de Liénard, Wiechert e Schwarzschild sugerimos os livros de Whittaker e
O’Rahilly.®®

Apoés esta breve introducgao, vamos apresentar os resultados mais impor-
tantes, sem entrar em todos os detalhes das dedugoes para obté-los, ja que sao
muito trabalhosos. A forga de Maxwell-Lorentz, equacao (1.30), em termos do
potencial escalar elétrico ¢ e do potencial vetor magnético f_l', ¢é dada por:

q OA . .
For = —q (V1¢2 + (%2) + @t X (Vi x Ag) . (1.48)

Nesta expressao Vi e VX sao calculados no ponto onde esta a carga 1,
enquanto que ¢, e Ay sao os potenciais gerados pela carga ¢s.

Os potenciais retardados sao dados por grandezas analogas as equagoes
(1.15) e (1.23), substituindo Idl por pvdV, isto é:

5
5

5[Lor67].

6[Cla69] e [Cla80]. Ver ainda [Whi73, pags. 234-236].
5T[WhiT3, pags. 392 396].

58[Whi73, pags. 392-410] e [O’R65, volume 1, pags. 212-223].
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Pa(71,t) = ! ///’Wd{g* : (1.49)

4dre,

. o —‘*’t* g t*
YNGR zi‘ﬂ///p?(r? m)”?( Javy (1.50)

Nestas expressoes, o grande avanco é que agora os potenciais no ponto
71 no tempo t sao obtidos em funcao de onde ¢ estava no tempo retardado
t* = t—r12/c. As grandezas com asterisco sao para ser entendidas como sendo
obtidas no tempo retardado, isto é, 7,* = 5 (t*) etc.

Através dos trabalhos de Liénard, Wiechert e Schwarzschild pode-se ob-
ter diretamente a forca entre duas cargas pontuais ¢; e ¢o destas expressoes.
Para fazer isto corretamente nao se pode simplesmente substituir p,dVs por
g2, como ja foi discutido por diversos autores.®® Nos trabalhos destes auto-
res estd detalhado como chegar aos potenciais devido a uma carga pontual
g2 comecando com os potenciais retardados de L. Lorenz, equagoes (1.49) e
(1.50). O resultado final é dado por

- 1 02
r,t) = —— , 1.51
¢2( 1 ) 47?5(7 [7"12 _ (UZ . Tlg)/C]* ( )
€
Ay(7y, 1) = Ko eke (1.52)

47T [Tlg — (172 . Flg)/C]* ’

Estes sao os potenciais escalar elétrico e vetor magnético devidos a uma
carga pontual ¢,. Mais uma vez o asterisco indica o tempo retardado. Es-
tes potenciais foram deduzidos pela primeira vez nesta forma por Liénard e
Wiechert. Eles sao chamados de potenciais de Liénard-Wiechert.

O caminho correto para chegar ao resultado final para a forca envolvendo
apenas o tempo presente ¢, sem aparecer mais o tempo retardado, é complicado
e estd além dos objetivos deste livro. O que nos interessa aqui é apenas o
resultado final, que é obtido fazendo-se uma expansao em série de Taylor de
todas as expressoes que contenham t* em torno de t* = t.

O resultado final para a for¢a pode ser obtido das equagoes (1.48), (1.51) e
(1.52). Este resultado final para a forca exercida pela carga pontual ¢ na carga
pontual ¢; vélido até segunda ordem em 1/c, inclusive, pode ser encontrado
em muitos lugares.° Ele é dado por:

- - I = e 17, Uy - U
Foy = By + 10y X By* ~ { — {r (1 + =
21 = 1ty T 101 2 q1 dre, 12, 12 902

59[Whi73, pags. 407-409], [O'R65, volume 1, pags. 212-223], [Gri89, pags. 416-419] e
[FLS64, volume 2, secio 21-5, pdgs. 21-9 a 21-11].
60[O’R65, volume 1, pags. 215-223], [PK74] e [EKL76].
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3(f12 - T)* T~ 52) 7“126_52} } L { ¢ 1 Uy X ﬁg}
- = — — X — . (1.53
2 2 2c? 2c? T an dme, 1y P (1.53)

A equagao (1.53) pode ser denominada de for¢a de Liénard-Schwarzschild.

Um fato extremamente importante a ser enfatizado é que apenas 52* e 52*
na equagao (1.53) s@o calculados no tempo retardado, ja que do lado direito da
ultima igualdade todas as grandezas (inclusive T2, T1a, Uy € dy) estao sendo
calculadas e medidas no tempo t e ndo no tempo retardado t* (lembrar que ja
foi feita a expansao de Taylor em torno de t* = ¢ para se chegar neste valor
final). Embora a expressao geral da for¢a tenha termos de infinitas ordens
nas poténcias de 1/c, pegamos apenas até os termos de segunda ordem ja
que praticamente todos os fenomenos estudados do eletromagnetismo (como a
forca de Coulomb, a lei circuital magnética, o campo magnético devido a um
elemento de corrente, assim como a lei de indugao de Faraday) jé surgem com
precisao suficiente nesta aproximacao.

Trocando os indices 1 e 2 e lembrando que 75 = —7rj5 vem da equacao
(1.53) que a forca exercida por ¢; em g2 é dada por:

= = L 3 -q 17, Uy - U
Fio = o E," 4 goUy X By* ~ {[r <1+
12 2L q2v2 1 q2 Are, T%Q 12 902

3(f1g-01)?  Tia- 51) 7‘12671]} . { —q 1 77X f’m}
-3 X — . (1.54
2 2 * 2c2 + 22 T Qb dre, 13, 2 (1.54)

Deve ser observado que em geral ﬁgl =+ —ﬁ12. Ou seja, a forca de Liénard-
Schwarzschild nao satisfaz em geral ao principio de agao e reagao.

Sao estas as expressoes fundamentais que vamos comparar com a forca de
Weber. As equagoes (1.53) e (1.54) sao as forgas béasicas do eletromagnetismo
classico.

Como veremos na se¢ao 1.6 sobre a lagrangiana de Darwin, as equagoes
(1.53) e (1.54) incluem nao apenas os efeitos de tempo retardado e da radiagao,
mas também as correcoes relativisticas. Desta forma, elas sao realmente com-
pletas no que diz respeito a eletrodinamica classica, lembrando que elas sao
vélidas apenas até segunda ordem em 1/¢, inclusive. Deduziremos também
estas forcas a partir da lagrangiana de Darwin.

Seguindo O’Rahilly, chamaremos as equagoes (1.53) e (1.54) de forgas de
Liénard-Schwarzschild.®! Embora ele tenha dado este nome & expressao con-
tendo o tempo retardado, manteremos este nome para as equagoes (1.53) e
(1.54), ja que estas tultimas expressoes seguem naturalmente da forga original
de Liénard-Schwarzschild. As equagoes (1.53) e (1.54) sao anélogas a equagao
(7.17) do livro de O’Rahilly.

61[O’R65, volume 1, pag. 218].
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1.6 Lagrangiana de Darwin

Nesta secao apresentamos a lagrangiana de Darwin, a partir da qual se pode
deduzir a forca de Liénard-Schwarzschild, equagao (1.53), usando o formalismo
lagrangiano. Vamos tratar aqui de um sistema de duas cargas ¢, e ¢o, de massas
my € mg, interagindo entre si.

O formalismo lagrangiano foi apresentado por Lagrange em forma completa
em seu famoso livro Mecanica Analitica, publicado em 1788. As equacoes
de movimento, as forcas etc. podem ser obtidas através de uma funcao L,
chamada hoje em dia de lagrangiana, introduzida por ele. No caso da mecanica
classica ela é dada por L =T — S. Nesta equacao T é a energia cinética das
particulas: T = myv?/2+mov3 /2 = mi0y -1 /2+maTs-Us /2. J4 a fungao S que
aparece na lagrangiana representa a interagao entre as particulas. No caso de
forcas conservativas e que s6 dependem da distancia entre as particulas, mas
nao de suas velocidades ou aceleracoes, resulta que ela é simplesmente a energia
potencial usual, que quando somada com a energia cinética das particulas
fornece a energia total E do sistema que se conserva no tempo. Por exemplo, no
caso da interacao gravitacional na mecanica classica newtoniana temos que S =
—Gmyms/ri1a, sendo que E =T + S = constante no tempo. Como veremos a
seguir, quando a forca depende da velocidade e da aceleracao das particulas,
a situagao ja nao é tao simples e a fungao S deixa de ser a energia potencial
do sistema. De qualquer forma em todos estes casos ha uma maneira padrao
de se obter a forca na formulagao lagrangiana. Por exemplo, a componente x
da forca exercida sobre a particula 1 é dada por:

oS . d 0S
61‘1 dt (%Zl '
Aqui v,; = @1 é a componente ao longo do eixo x da velocidade da particula

1, ou seja, a projecao de sua velocidade ao longo deste eixo.
J& a equacao de movimento é obtida das equagoes de Lagrange, ou seja:

F, = (1.55)

oL d 0L
-t == = 0 )

Oqr  dt Og
Nesta equacao ¢, representa cada uma das coordenadas generalizadas das duas
particulas e ¢, = dgi/dt as componentes das velocidades. No caso particular
das coordenadas cartesianas terfamos: q; = 1, g2 = Y1, @3 = 21, Q4 = X2, @5 =

Y2, g6 = 22.

No caso do eletromagnetismo cléssico a primeira vez em que se apresentou
uma funcao lagrangiana compativel com a teoria da relatividade de Einstein
foi em 1920, com o trabalho de Darwin.%? O potencial de Darwin é dado por

k=1,..6. (1.56)

gp _ 1% 1 1_ Uy - Uy + (Uy - T12) (V2 - T12)
4de, 19 2c2

(1.57)

62[Dar20].



38 A. K. T. Assis

Esta expressao é relativisticamente correta até segunda ordem em 1/c,
inclusive, sendo muito utilizada hoje em dia.%® Todas as grandezas como
r12, U1, Ua, T12 €tC. que aparecem nesta expressao sao calculadas no tempo pre-
sente t e nao no tempo retardado t*, pois para chegar a esta expressao Darwin
fez uma expansao em série de Taylor dos potenciais em torno do tempo pre-
sente .

A forga de Liénard-Schwarzschild pode ser deduzida desta energia lagran-
giana de Darwin utilizando a equagao (1.55), ver o exercicio 1.11. Isto mostra
que a forca de Liénard-Schwarzschild nao apenas inclui os efeitos do tempo
retardado e os fenomenos de radiagao eletromagnética, mas que também é
relativisticamente correta até segunda ordem em 1/c. Mais uma vez isto de-
monstra que até termos da ordem 1/c? esta é a expressdo completa da forca
entre cargas pontuais no eletromagnetismo cléssico, ja que leva em conta (in-
clui) todos os efeitos possiveis.

A equacao de movimento do eletromagnetismo classico pode ser obtida
através da equac@o (1.56) junto com L = T — S e a equagao (1.57), ver o
exercicio 1.12.

A hamiltoniana H de um sistema de duas particulas é definida por:

6
H= <Z qka_L> _L. (1.58)
= Odr

Aplicando esta definicao em L =T — S e na equagao (1.57) obtém-se para
duas particulas: H = T + VP, onde a grandeza VP é dada por:

47'1'60 T12

yp _ D 1 [1 n Uy - o + (V7 - T12) (V2 - fu)] £GP (1.59)
2¢?

A diferenga entre SP e VP estd no sinal em frente ao termo com 1/c?.
Como veremos, o mesmo vai ocorrer na eletrodinamica de Weber.

Observando-se que S e T nao dependem explicitamente do tempo, resulta
que OL/0t = 0 e O0H/Ot = 0. Disto obtém-se que H é uma constante do
movimento, dH/dt = 0, que neste caso é a prépria energia total do sistema
E. Isto & H=FE =T + VP, sendo que dE/dt = 0. Ou seja, embora a
lagrangiana cldssica seja dada por L = T — SP| a hamiltoniana e a energia
que se conservam classicamente sao dadas por H = E = T + VP e nao por
T + SP. Algo anélogo vai ocorrer na eletrodinamica de Weber.

1.7 Exercicios

1. Mostre que —V,¢, com ¢ e dado pela equacao (1.12), tem o mesmo valor
que o campo elétrico £ dado pela equagao (1.11).

63[JacT5, secao 12.7, pags. 593-595] e [BT64, pags. 150-151].
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2. Refaga explicitamente todas as contas indicadas no texto para mostrar
que as equagoes de Maxwell (1.32) e (1.33) sdo compativeis com a equagao
de conservacao de cargas, (1.37). Ou seja, deduza a equagao (1.37) a
partir das equagoes (1.32) e (1.33).

3. Reobtenha explicitamente as equacoes de Maxwell na forma integral,
equagoes (1.40) a (1.43), a partir das equagoes (1.32) a (1.35), usando
os teoremas de Gauss e Stokes, equagdes (A.32) e (A.33), além de usar
também as identidades vetoriais (A.27) e (A.26).

4. (A) Prove as relacdes (A.27) e (A.26) usando as expressoes de Vo, V-G
e V x G em termos das componentes como dadas pelas equagoes (A.13),
(A.20) e (A.17). Para isto suponha fungoes bem comportadas tal que a
ordem das derivadas possa ser invertida.

(B) Use as equagoes (A.13) e (A.17) para mostrar que:
D*p Do D

V- (Vp) = 92 + Iy + Eh

Esta expressao é conhecida como o laplaciano de ¢.

5. O objetivo deste exercicio é obter as equacoes de onda no caso geral.
Para isto vai-se usar a identidade vetorial (A.29). Nesta expressdo o
laplaciano é dado pela equagao (A.28). Suponha que os campos EeB
sao funcgoes bem comportadas tal que se possa inverter as ordens das
derivadas.

(A) Aplique o rotacional de ambos os lados da lei de Faraday, equacao
(1.35), use a identidade vetorial (A.29), a lei de Gauss, equagao (1.32), e
a lei circuital magnética, equagao (1.33), para obter a seguinte equagao
de onda:

18\~ 1 oJ
2_77 — R
<V c2 0t2>E EOV'O + o ot -

(B) Aplique o rotacional de ambos os lados da lei circuital magnética,
equagao (1.33), use a identidade vetorial (A.29), a equacao (1.34) e a lei
de Faraday, equagao (1.35), para obter a seguinte equagao de onda:

1 9%\ = -
(V2—C2at2>B:—MOVX J .

6. Neste exercicio vamos discutir um pouco da questao dos potenciais ¢ e A.
As equagoes de Maxwell dependem apenas dos campos E e B e também
a forca de Maxwell-Lorentz na forma da equagao (1.29) s6 depende de
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E e B. Isto indica que estes sao os campos reais do eletromagnetismo
classico, isto é, aqueles que influenciam na forca e no movimento das
cargas. Como vimos nas equagoes (1.24) e (1.28), podemos expressar os
campos E ¢ B em termos dos potenciais ¢ e A. Como o gradiente de
uma constante é zero, podemos adicionar ou subtrair uma constante a
¢ sem alterar o valor do campo elétrico ou da forca. Da mesma forma,
podemos adicionar ao potencial vetor magnético Ao gradiente de uma
fungao escalar ¢ sem alterar o valor de B (lembre-se da equacao (A.26)).
[sto permite uma certa liberdade na escolha de Ae ¢. Esta escolha vai
definir o chamado calibre ou gauge. Apresentamos a seguir os calibres de
Coulomb e de Lorentz, dados pela definicao do divergente do potencial
vetor magnético, V - A:

calibre de Coulomb: V- A =0 ,

calibre de Lorentz : V-A= —— -~
c

Vale ressaltar que tanto em um calibre quanto no outro a forca de
Maxwell-Lorentz é exatamente a mesma.

Agora podemos obter as equacoes satisfeitas por ¢ e A. Neste exercicio
deve-se usar as equagoes (A.26) até (A.29).

(A) Aplique as expressoes para E e B em termos de o e ff, dadas pelas
equagoes (1.28) e (1.24), nas equagoes de Maxwell (1.32) a (1.35). Ob-
serve que no caso das equagoes (1.34) e (1.35) se obtém simplesmente a
identidade 0 = 0. Mostre que nos outros dois casos se obtém:

0 > p
2
v A=-L
v¢+at(v ) .
e
Ao o Lg(P0)_ 124
V(V-A) — VA= pu,J CZV 5t 20

(B) Use entéao o calibre de Coulomb para chegar em:
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A primeira destas equacoes é conhecida como equacao de Poisson.

(C) Em vez do calibre de Coulomb, use agora o calibre de Lorentz no
resultado obtido na letra (A), para chegar em:

1 02 )
(V- zam)o=-%

2
(V= g ) A= T

Numa regiao sem cargas e sem correntes resulta destas equagoes, assim
como das relagoes (1.46) e (1.47), que todas as componentes retangulares
de E, B, A e ¢ satisfazem a mesma equagao, ou seja:

1 02

A equacao satisfeita pelo potencial ¢ no calibre de Coulomb é diferente
da equagao satisfeita por ¢ no calibre de Lorentz. Devido a este fato
estas equagoes vao fornecer solucoes diferentes para o potencial ¢, o
mesmo acontecendo com as equagoes para o potencial vetor magnético
A nestes dois calibres. Apesar deste fato, isto nao é um problema, ja que
no eletromagnetismo cldssico os campos realmente importantes (aqueles
que influenciam na forga sobre as cargas de prova) s@o E e é, e nao
os potenciais ¢ e A. Nio estamos considerando nesta andlise o efeito
Aharonov-Bohm e outros aspectos da mecanica quantica. E tanto no
calibre de Coulomb quanto no calibre de Lorentz resulta que EeB
satisfazem as mesmas equagoes, (1.46) e (1.47). A forca de Maxwell-
Lorentz também tem o mesmo valor nos dois calibres.

7. O campo elétrico que aparece na for¢a de Maxwell-Lorentz é dado em
termos dos potenciais pela equacao (1.28).

(A) Obtenha dai

— a —.
E=-V%- 2(V-A).
v Vi~ o (V- A)

(B) Use o calibre de Coulomb e sua correspondente equagao de onda para
chegar na equagao (1.32).

(C) Use agora o calibre de Lorentz e sua correspondente equacao de onda
no resultado da letra (A), para chegar na equagao (1.32).
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Deducao da lei de Faraday a partir do campo elétrico que aparece na
forca de Maxwell-Lorentz.

(A) Aplique o rotacional nos dois lados da expressdo para o campo
elétrico E' na equagao (1.28).

(B) Use as equagoes (A.26) e (1.24) para chegar na equagao (1.35).

Este exercicio ilustra o fato de que apenas a componente A /Ot do campo
elétrico é relevante para a lei de Faraday.

Suponha que as funcoes EeB sejam bem comportadas tal que se possa
inverter a ordem das derivadas.

(A) Aplique o divergente de ambos os lados da lei de Faraday, equacao
(1.35), usando também a equacio (A.27) para concluir que d(V-B) /0t =
0. Ou seja, V- B ndo depende explicitamente do tempo. (B) Faca agora
a hipétese adicional (isto nao vem das equagdes (1.32) e (1.33) nem da
equagao (1.35)) de que em algum momento do passado V - B =0 em
todos os pontos do espaco. Com esta hipétese adicional se chega entao

na equacao (1.34).

(C) Aplique o divergente de ambos os lados da equacao (1.33), assim
como a rela¢ao (A.27), para concluir que:

. B .
V-J= soat(V-E) .

(D) Use agora a equagao de conservagao de cargas, equagao (1.37), mais

o fato de que J = pvU para deduzir a lei de Gauss, equagao (1.32), a menos

de uma constante que pode ser fixada como zero. Deve-se lembrar que a

equagao (1.37) de conservagao de cargas nao pode ser deduzida apenas

das equagoes (1.33) a (1.35).

Este exercicio ilustra que s6 se pode deduzir alguma das equagoes de
Maxwell a partir das outras trés, caso se facam outras hipoteses adicio-
nais.

Neste exercicio vamos deduzir a lei de Gauss a partir da for¢a de Cou-
lomb, equacgao (1.9). Esta forga no caso da interagao de g, com outras N
cargas pode ser escrita como a equagao (1.10), com o campo elétrico dado
pela equagao (1.11). Da equagao (1.11) vemos que o campo elétrico de
cada carga ¢;, ou seja, Ej = quoj/(47rsor3j), aponta radialmente a partir
desta carga e varia com o quadrado da distancia a partir da carga. Para
chegar a lei de Gauss vamos supor inicialmente uma tnica carga g; e
uma superficie fechada S, como indicado na figura 1.6.

(A) Seja dd, um elemento de area desta superficie localizado no ponto 7,
normal a superficie em cada ponto, além de apontar sempre para fora,
por convencao. Mostre que:
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Figura 1.6: Geometria da lei de Gauss.

onde 6,; ¢ o angulo entre 7,; e dd,. Como Ej aponta radialmente a partir
de g;, resulta que cos 8,;da, = r?)deoj, onde df,; ¢é o elemento de angulo
esférico subentendido por da, na posigdo de g; (ver a figura 1.6).

B) Utilize a definicao de 6,; para mostrar que:
]

E; - dd, = 240,
4me,

(C) Integre Ej -dd, sobre toda a superficie S, para mostrar que ffdS2,; =
4m se q; estiver dentro da superficie S,, enquanto que ffdQ2,; = 0 se g;
estiver fora da superficie S,.

(D) Use o principio da superposi¢ao para somar a contribuicao das N
cargas e concluir o seguinte:

So €o j=1 €o

onde a somatoria 37", se estende apenas as cargas que estao dentro de
S, e a ultima igualdade é obtida supondo-se uma distribuigao continua
de cargas, ¢ — pdV', sendo V, o volume englobado por S,. Esta ¢ a forma
integral da lei de Gauss, equagao (1.40).

(E) Para se chegar a forma diferencial da lei de Gauss, equagao (1.32),
basta usar o teorema de Gauss, equacao (A.32). Com isto vem:

[ ]2 L )av=o.
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Como esta equacao é valida qualquer que seja o volume V,, resulta que
o integrando tem de ser nulo. Desta forma chegamos entao na equagao
(1.32).

Deduza as trés componentes da forca de Liénard-Schwarzschild, equacao
(1.53), a partir da energia lagrangiana de Darwin, equagao (1.57), uti-
lizando a equagao (1.55) e as equagoes andlogas para as outras compo-
nentes.

Deduza a equacao de movimento do eletromagnetismo cléssico utilizando
a equacdo (1.56), a energia cinética dada por T' = myv? /2+mqv3 /2, assim
como a equagao (1.57). O resultado do exercicio 1.11 pode ser utilizado
aqui.

Mostre que a hamiltoniana do eletromagnetismo classico é dada por H =
T + VP aplicando a equacao (1.58), usando que L = T — S, utilizando
que a energia cinética é dada por T = m;v?/2 + myv2/2, empregando
ainda a equagao (1.57).



Capitulo 2

Eletrodinamica de Weber

2.1 Wilhelm Weber

Nesta secao apresentamos uma descri¢ao breve da vida de Weber e de algumas
de suas pesquisas em eletromagnetismo.!

Wilhelm Eduard Weber foi um fisico experimental alemao que nasceu em
Wittenberg em 1804. Sua familia mudou-se para Halle em 1813. Ele entrou
na Universidade de Halle em 1822 para estudar ciéncias e 14 apresentou sua
tese de doutorado em 1826. Trabalhou sob a orientagao de J. S. C. Schweigger
em acustica, trabalho experimental e teérico. Tornou-se professor assistente
da Universidade de Halle em 1828. Neste ano encontrou-se com C. F. Gauss
(1777-1855) em um congresso cientifico em Berlim. Em 1831 obteve o cargo de
professor de fisica na Universidade de Gottingen, onde Gauss ja era professor
desde 1807. Foi Gauss quem despertou em Weber o interesse por eletromag-
netismo, um assunto sobre o qual nunca tinha trabalhado até entao. Weber
permaneceu nesta universidade até 1837 e durante este periodo houve uma
colaboragao cientifica muito intensa com Gauss, ficando ambos muito amigos.
Neste ano Weber perdeu seu cargo na Universidade de Gottingen por motivos
politicos com o novo rei de Hanover, Ernst August. Apesar disso, Weber conti-
nuou a trabalhar e morar na cidade de Gottingen em colaboragao com Gauss e
também viajou a Londres e Paris. Tornou-se um professor de fisica na Univer-
sidade de Leipzig em 1843, ficando 14 até 1848. Na Universidade de Leipzig ele
realizou pesquisas junto a seus irmaos Ernst Heinrich e Eduard, ambos anato-
mistas, e também em colaboracao com G. T. Fechner, um amigo da familia.
Ernst Heinrich e Fechner estabeleceram em 1834 e 1860 aquela que é conhecida
como a lei de Weber-Fechner na psicologia. Fechner era um atomista e influ-
enciou W. Weber em questoes cientificas. Foi em Leipzig que Weber formulou
sua forca entre cargas elétricas, em 1846, e a correspondente energia potencial
em 1848. Ele retornou a sua antiga posicao na Universidade de Gottingen em

[Wie60], [Wie67], [Woo81], [JM86], [Ath89], [Tho85], [O’'R65, volume 2, capitulo 11],
[Whi73, capitulo 7], [Wis81], [Har82, pdgs. 32, 96 e 103-107], [Arc89], [Ass91b], [Ass92b],
[Ass94], [Ass95], [Fuk03], [AHOT7], [AHO09], [AWW11], [AH13], [AWW14] etc.
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1848 apos a revolugao que aconteceu neste ano na Itélia e na Alemanha (a
Alemanha se tornou um pais independente em 1871). Ele tornou-se diretor do
observatorio astronomico e colaborou intensamente com Rudolph Kohlrausch,
com quem realizou importantes medidas eletromagnéticas em 1855—-1856. We-
ber terminou suas pesquisas na década de 1870, deixou de lecionar em 1873 e
morreu com 86 anos em Gottingen, em 1891.

Em 1832 Gauss apresentou um trabalho, escrito com o auxilio de Weber, em
que ele introduziu as unidades absolutas no eletromagnetismo. Neste sistema,
a medida da intensidade de uma propriedade magnética era reduzida a medi-
das de comprimento, tempo e massa. Desta maneira, essas medidas podiam
ser reproduzidas em qualquer parte do mundo sem ser necessario calibrar qual-
quer instrumento magnético em particular. Em seu trabalho, Gauss obteve as
medidas absolutas do magnetismo em barra (de um ima metéalico usual) e do
magnetismo terrestre ou geomagnetismo (for¢a magnética terrestre que orienta
a agulha imantada de uma bissola). Este trabalho fundamental de Gauss ja
se encontra traduzido para a lingua portuguesa.? Em 1840, Weber definiu a
unidade eletromagnética absoluta de corrente em termos da deflexao de uma
agulha magnética por um galvanometro tangente. Ele determinou a quanti-
dade de agua decomposta pelo fluxo de uma unidade de corrente durante um
segundo, isto é, por uma unidade de carga. Em 1851, ele definiu uma medida
absoluta para a resisténcia elétrica (hd uma tradugdo para a lingua inglesa
deste trabalho).> Em 1855 e 1856 ele colaborou com R. Kohlrausch na medida
da razdo entre as unidades eletrodinamicas e eletrostdticas de carga.* Maxwell
elogiou Weber por estes feitos nas seguintes palavras:®

A introdugao, por W. Weber, de um sistema de unidades abso-
lutas para a medida de grandezas elétricas é um dos passos mais
importantes no progresso da ciéncia. Tendo ja, junto com Gauss,
colocado a medida das grandezas magnéticas nos primeiros lugares
dos métodos de precisao, Weber continuou em suas FElectrodyna-
mic Measurements [Medicoes eletrodinamicas, titulo geral de varios
trabalhos de Weber tratando deste assunto] nao apenas estabele-
cendo principios sélidos para fixar as unidades a serem empregadas,
mas também fazendo determinacoes de quantidades elétricas par-
ticulares em termos destas grandezas, com um grau de precisao
até entao nunca alcancado. Ambos os sistemas de unidades, ele-
tromagnético e eletrostatico, devem seu desenvolvimento e suas
aplicagoes praticas a estas pesquisas.

Vamos agora citar Weber quando ele descreveu estas unidades absolutas

2[Ass03b].

3[Web61].

4[Web55b], [WK56], traduzido para a lingua inglesa em [WKO03] e para a lingua portu-
guesa em [WKO08], [KW57] e [WK68].

5[Max54, volume 2, artigo 545, pags. 193-194].
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de medida no eletromagnetismo:©

Se ha medidas para espaco e tempo, uma medida fundamental es-
pecial para a velocidade nao é necessaria; e de maneira semelhante
nenhuma medida fundamental especial para a resisténcia elétrica é
necessaria se ha medidas para a forca eletromotriz e para a intensi-
dade de corrente; pois entao pode-se tomar como uma unidade de
medida de resisténcia aquela resisténcia que possui um condutor
no qual uma unidade de medida de forca eletromotriz produz uma
unidade de medida de intensidade de corrente. Disto depende a
redugao das medidas de resisténcia elétrica a um padrao absoluto.

Pode ser pensado que esta reducgao seria efetuada de maneira sim-
plificada voltando as dimensoes especiais de comprimento e area de
secao reta e nos fixando naquele metal (o cobre) que se adapta me-
lhor e é mais frequentemente utilizado para tais condutores. Neste
caso a unidade absoluta de medida da resisténcia seria a resisténcia
que um condutor de cobre possui cujo comprimento é igual a me-
dida de comprimento e cuja secao reta é igual a medida de su-
perficie, no qual, portanto, além das medidas de comprimento e
superficie, a resisténcia especifica do cobre tem de ser dada como
unidade para a resisténcia especifica das superficies condutoras.
Assim seria necessaria uma medida fundamental especial para as
resisténcias especificas, cuja introducao esta aberta a criticas. Em
primeiro lugar, porque nao haveria ganho no nimero das medidas
fundamentais se, para ficar sem uma medida fundamental para a
resisténcia absoluta, for necessario introduzir uma outra medida
fundamental que de outra forma é supérflua. E em segundo lu-
gar, nem o cobre nem qualquer outro metal é adequado para ser
usado no estabelecimento de uma medida fundamental para as re-
sisténcias. Pois Jacobi diz que ha diferencas nas resisténcias mesmo
dos metais quimicamente mais puros, que nao podem ser explica-
das por uma diferenca em seus tamanhos; e que, por isto, se um
fisico referisse seu reostato e seu multiplicador a um fio de cobre
com um comprimento de um metro e com uma espessura de um
milimetro, outros fisicos nao poderiam estar certos de que seu fio
de cobre e o deles teriam o mesmo coeficiente de resisténcia, isto
é, se a resisténcia especifica [resistividade] de todos estes fios era
a mesma. A reducao das medidas de resisténcia galvanica a uma
medida absoluta s6 pode portanto ter uma importancia essencial
e encontrar uma aplicacao pratica, se ela ocorrer de acordo com o
primeiro método, no qual nao se pressupoe nenhuma outra medida
a nao ser aquelas para a forca eletromotriz e para a intensidade de
corrente.

6[Web51] com traducio para o inglés em [Web61].
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Surge entao a questao, o que sao as medidas de forga eletromo-
triz e de intensidade de corrente? Ao medir estas grandezas nao
sao necessarias medidas fundamentais especificas, pois elas podem
ser relacionadas a medidas absolutas se forem dadas as medidas
magnéticas absolutas para o magnetismo em barra e para o mag-
netismo terrestre, assim como as medidas de espago e de tempo.

Pode-se entender como uma unidade absoluta da medida da forca
eletromotriz, a forca eletromotriz exercida pela unidade de medida
do magnetismo terrestre sobre um circuito fechado, se este ultimo
for girado de tal forma que a area de sua projecao sobre um plano
normal a direcao do magnetismo terrestre cresce ou decresce du-
rante a unidade de tempo por uma unidade de superficie. Pode-se
entender como uma unidade absoluta da intensidade de corrente,
a intensidade de corrente que, quando circulando através de um
plano cujo tamanho é uma unidade de medida, exerce, de acordo
com as leis eletromagnéticas, a mesma acao a distancia que um
ima de barra que contém uma unidade de medida do magnetismo
em barra. As medidas absolutas do magnetismo em barra e do
magnetismo terrestre sao conhecidas a partir do tratado de Gauss,
Intensitas Vis Magneticae Terrestris ad mensuram absolutam revo-
cata, Gottingen, 1833 (Poggendorff’s Annalen, volume xxviii, pags.
241 e 591).” A partir desta afirmacao fica claro que as medidas de
resisténcias elétricas podem ser relacionadas a um padrao absoluto,
desde que as medidas de espago, tempo e massa sejam dadas como
medidas fundamentais; pois as medidas de magnetismo em barra
e de magnetismo terrestre dependem simplesmente destas trés me-
didas fundamentais.

Para uma discussao das medidas absolutas em eletromagnetismo ver ainda
o trabalho de Jungnickel e McCormmach.®

O diamagnetismo foi descoberto por Faraday em 1845, que inicialmente
explicou-o pela hipotese da polaridade diamagnética. Mais tarde ele abando-
nou esta hipdtese. Ela foi, contudo, aceita por Weber em 1848, que também
demonstrou experimentalmente em 1852 a existéncia do efeito. Ele também
estendeu a teoria do magnetismo de Ampere para incluir os fenéomenos do di-
amagnetismo. Weber postulou uma distincao radical entre as naturezas do
paramagnetismo e do diamagnetismo, que foi mais tarde confirmada por mui-
tos fatos experimentais. Ja existem tradugoes para a lingua inglesa destes dois
artigos de 1848 e 1852.% A teoria de Weber sobre o diamagnetismo foi apoiada
por Maxwell e até hoje é adotada em seus aspectos principais.*’

"Tradugdo para a lingua portuguesa em [Ass03b].

8[JM86, volume 1, pags. 63-75 e 122-145].

9[Web66e] e [Web66d).

10[Max54, volume 2, capitulo VI: Teoria de Weber sobre o magnetismo induzido, artigos
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Weber introduziu seu eletrodinamometro em 1846.11 Maxwell afirmou o
seguinte sobre as medidas que Weber realizou com este eletrodinamometro:*?

Os experimentos que [Weber| realizou com ele fornecem a prova
experimental mais completa da precisao da féormula de Ampere
quando aplicada a correntes fechadas e formam uma parte impor-
tante das pesquisas pelas quais Weber elevou a um alto grau de
precisao as determinacoes numéricas das grandezas elétricas.

A forma do eletrodinamometro de Weber, no qual uma espira é
suspendida dentro da outra e sofre a acao de um torque que tende
a gird-la ao redor do eixo vertical, é provavelmente a mais bem
adaptada para medidas absolutas.

Devido a estes fatos por algum tempo se usou o nome “Weber” para desig-
nar a unidade de corrente. Em um congresso internacional realizado em Paris
em 1881 sobre as unidades elétricas, H. von Helmholtz (1821-1894), o chefe da
delegacao alema, propos o nome “Ampere” para a unidade de corrente em vez
de “Weber,” e isto foi aceito. O termo “Weber” foi introduzido oficialmente
para a unidade pratica de fluxo magnético em 1935, em homenagem a Wilhelm
Weber. Weber e Helmholtz foram grandes cientistas da Alemanha no século
XIX e suas carreiras foram similares em muitos aspectos (ambos trabalharam
com fisiologia, acustica, hidrodinamica, eletromagnetismo etc.). Apesar deste
fato, suas relagoes pessoais sempre foram dificeis. Talvez esta tenha sido uma
das razoes pelas quais Helmholtz nunca tenha aceitado a eletrodinamica de We-
ber. Mais para a frente discutiremos outros aspectos relacionando Helmholtz
e Weber.

A forca de Coulomb entre as cargas e e ¢’ separadas pela distancia r, de
1785, pode ser escrita em unidades eletrostaticas como:

F=. (2.1)

A repulsao ou atracao ocorre quando esta expressao tem um valor positivo ou
negativo, respectivamente.

Em 1822 Ampere obteve sua forca entre os elementos de corrente ids e
7'ds’ quando eles estao separados pela distancia r. No capitulo 3 discutiremos
esta expressao em detalhes. Em unidades eletrodinamicas esta forca pode ser
expressa como:

PP — _ii'dsds’ < 3 >

cose — §COSHCOS o' (2.2)

r2

442-448, pags. 79-94] e [Whi73, pdgs. 194-195 e 208-211].

H[Web48a] com tradugdo para a lingua inglesa em [Web66f], [Max54, volume 2, artigo
725, pégs. 367-371, “Eletrodinamémetro de Weber”] e [Har82, pigs. 32-33].

12|Max54, volume 2, artigo 725, pag. 371].
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Novamente, a repulsao ou atragao ocorre quando esta forca tem um valor
positivo ou negativo, respectivamente. Nesta equacao £ é o angulo entre as
direcoes positivas das correntes em ds e ds’, enquanto que @ e #’ sdo os angulos
entre as direcoes positivas das correntes em ds e ds’ e a linha reta que une
estes elementos. Para unificar a eletrostatica (forga de Coulomb) com a ele-
trodinamica (for¢ca de Ampere), Weber propos em 1846 que cada elemento de
corrente em condutores metalicos devia ser considerado como as cargas usuais
em movimento. Considerou entao a corrente 7 como eua, onde u é a velocidade
de deslocamento, de migracao ou de arraste da carga e (velocidade das cargas
em relacdo ao metal condutor), sendo a um fator constante cuja dimensao é
sm~1. Ele também assumiu a hipétese introduzida por Gustav Fechner (1801-
1887), de 1845, de acordo com a qual a corrente em condutores metélicos é
devida a uma quantidade igual de cargas positivas e negativas movendo-se
em direcoes opostas em relaciao ao fio, com velocidades iguais.'®> O trabalho
no qual Fechner expos suas ideias, que acabou influenciando Weber ja que
nesta época ambos tinham bastante contato cientifico, é seu tltimo trabalho
em fisica.'* Com estas ideias e trabalhando algebricamente, comecando com a
forga de Ampere, equagao (2.2), juntamente com a forga de Coulomb, equacao
(2.1), Weber chegou a seguinte expressao em 1846 para a forga entre duas
cargas em movimento relativo (novamente em unidades eletrostéticas):

! 2 2
F== [1 . <dr> + 3rd1 . (2.3)
r ciy \ dt cyy  dt?

O trabalho fundamental de Weber é de 1846 e j& se encontra traduzido
para a lingua inglesa.'®> Uma versao um pouco reduzida deste artigo, de 1848,
na qual Weber introduziu pela primeira vez sua energia que depende da velo-
cidade relativa entre as cargas que estao interagindo, também ja se encontra
traduzida para a lingua inglesa.'® O procedimento matemético seguido por
Weber para chegar a esta forca a partir das forcas de Coulomb e de Ampere
foi discutido por Maxwell e Whittaker, entre outros.'” No capitulo 3 apresen-
tamos o procedimento inverso, ou seja, comecamos com a forca de Weber e
deduzimos a for¢a de Ampere entre elementos de corrente (a forga de Coulomb
ja sai diretamente da forca de Weber nos casos em que nao hd movimento
relativo entre as cargas). O artigo de Weber de 1846 foi o primeiro de oito
grandes publicagoes suas que apareceram entre 1846 e 1878 sob o titulo ge-
ral da série: Determinacao das medidas eletrodinamicas.'® A oitava Memdria
so0 foi publicada postumamente em suas obras completas. Trés destas oito

13[Fec45).
14[JM86, volume 1, pags. 137-138].
15[Web46] e [Web07].
16[Web48a] e [Web66f].
17[Max54, volume 2, capitulo 23, artigos 846-851, pags. 480-483], com tradugio para a
lingua portuguesa em [Ass92g], assim como [Whi73, pdgs. 201-203].
18[Web46], [Web52b], [Webb2a], [KW57], [Web64], [WebT71], [Web78] e [Web94b].
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Memérias principais ja foram traduzidas para a lingua inglesa, a saber, a pri-
meira, Determinacoes de medidas eletrodinamicas: Sobre uma lei universal
da acdo elétrica;'® a sexta, Medidas eletrodinamicas—Sexta Memdria, rela-
cionada especialmente ao principio de conservacio da energia;’® e a oitava,
Determinacoes de medidas eletrodinamicas: Particularmente com relacdo a
conexdo das leis fundamentais da eletricidade com a lei da gravitacdo.*!

A constante ¢y que aparece na equagao (2.3) é a razao entre as unidades
eletrodinamicas e eletrostaticas de carga. Ela tem as dimensoes de uma velo-
cidade (m/s). Em seus artigos de 1846 e 1848 Weber a representou por 4/a.
Em 1856 ele estava escrevendo ¢ em vez de 4/a, assim como o estava fazendo
Kirchhoff em 1857.22 Mas a constante que Weber representava pelos simbolos
cou ¢ = 4/ando é o nosso ¢ atual dado por ¢ = (g,41,) "2 = 2,998 x 108 m/s,
mas /2 vezes esta ultima quantidade. Para evitar confusoes escrevemos cy,
na equacao (2.3), seguindo o procedimento adotado por Rosenfeld.?® Assim
na equagdo (2.3) temos: ey = v2¢ = V2/,/Eofly.

Embora Weber tenha introduzido esta constante em 1846, a primeira me-
dida da razao entre as unidades eletrodinamica e eletrostatica de cargas, ¢y, 6
aconteceu entre 1855 e 1857.24 Ela foi realizada por W. Weber em colaboracao
com R. Kohlrausch.?> O que eles encontraram foi cyy = 4,39 x 108 m/s.
Isto significa que ¢ = cw/v2 = (opto) /2, que é a razdo entre as unida-
des eletromagnéticas e eletrostaticas de carga, se encontrou entao como sendo
c = 3,1 x10% m/s. O valor que encontraram era essencialmente o mesmo
que o conhecido valor da velocidade da luz no ar. Este resultado de 1856 e
a descoberta de Faraday em 1845 da rotacao do plano de polarizacao de um
feixe de luz atravessando um material na presenca de um campo magnético
foram as primeiras provas quantitativas de uma conexao entre a éptica e o
eletromagnetismo. Vale a pena citar aqui Kirchner em um artigo em que ele
descreveu o procedimento experimental deste trabalho extremamente impor-
tante de Weber:26

Considerando que esta razao [entre as unidades eletrodinamicas e
eletrostédticas de carga] nao era conhecida entao nem mesmo quanto
a sua ordem de grandeza e que tratamos portanto com um esforco
realmente pioneiro e se observamos além disto o equipamento pri-
mitivo com o qual tinham de trabalhar, temos de admirar o tra-
balho de Weber e Kohlrausch como uma obra de arte da fisica

19[Web07].
20[Web72].
21[Web0g].
2[Kir57a).

2[Rosb7].

24[JM86, volume 1, pags. 145-146].

25[Webb5b], [WK56], traduzido para a lingua inglesa em [WKO03] e para a lingua portu-
guesa em [WKO08], [KW57] e [WK68].

26[Kir57).
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experimental, sendo que existem bem poucos exemplos como este
na historia de nossa ciéncia.

Logo em seguida a esta medida, Weber e Kirchhoff, trabalhando indepen-
dentemente um do outro, mas ambos utilizando a eletrodinamica de Weber,
previram a existéncia de modos de oscilacao periddicos da corrente elétrica em
circuitos condutores de resisténcia desprezivel, cuja velocidade de propagacao
tinha o mesmo valor ¢y / V2=c¢c que a velocidade da luz. Este resultado é in-
dependente da secao reta do fio, de sua condutividade e da densidade de carga
no fio. Os trabalhos de Kirchhoff foram publicados em 1857 e j& se encontram
traduzidos para a lingua inglesa.?” O trabalho simultaneo e mais amplo de
Weber foi publicado com atraso e s6 apareceu em 1864.2%6 Weber e Kirchhoff
foram os primeiros a deduzir a equacao de onda descrevendo perturbacoes na
corrente que se propaga ao longo de um fio. Para obter esta equacao utili-
zaram a forca de Weber, equagao (2.3), a equacao de conservagao de cargas,
equagao (1.37), e a lei de Ohm generalizada, equacao (1.27). Com isto Weber
e Kirchhoff chegaram na seguinte equagao de onda, também conhecida como
a equagao do telegrafista:

2 2
o110 ot 2t
0s? 2 Ot? ot

Nesta equacao I é a corrente, s é uma distancia ao longo do fio a partir de
uma origem sobre ele fixada arbitrariamente e K é uma constante proporcional
a resistividade do fio. Uma equacao similar foi obtida para a densidade de carga
livre ao longo da superficie do fio. O que é impressionante é que eles obtiveram
este resultado com a forga de Weber que é do tipo de agao a distancia. Para
chegar a esta equacao eles nao utilizaram os conceitos de éter, da corrente de
deslocamento, nem do tempo retardado. E tudo isto foi realizado antes de
Maxwell escrever suas equacoes na forma completa, o que s6 aconteceu entre
1861-1864. Este é um fato historico marcante que deve sempre ser mantido em
mente. Existem alguns trabalhos recentes discutindo a equagao do telegrafista
como obtida por Weber e Kirchhoff, assim como novas aplicagoes para outras
geometrias.?

Maxwell introduziu em 1861-1862 o termo com a corrente de deslocamento
na lei circuital para o campo magnético, ou seja, o termo com ¢ na equacao
(1.33). Neste artigo, seu segundo trabalho tratando sobre o eletromagnetismo,
ele também obteve que uma perturbacao eletromagnética se propagaria no
meio eletromagnético com a velocidade ¢ = (g,41,)~"/2. Naquela época aqueles
que trabalhavam com modelos de éter precisavam de um meio para propagar a

2T[Kir57a) e [GA94].

28[Web64], [Ros57], [Ros81] e [JM86, volume 1, pags. 144-6 e 296-7).

29[ Ass98a], [Ass00a], [Ass00b], [HA00], [AT00], [HAO1], [Ass03a], [AHO05], [AHO07, apéndice
B: Gustav Kirchhoff e as Cargas Superficiais], [AH09, apéndice B: Gustav Kirchhoff e as
Cargas Superficiais] e [AH13, apéndice B: Gustav Kirchhoff e as Cargas Superficiais].
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luz (o éter luminoso), precisavam de um outro meio para transmitir os efeitos
elétricos e magnéticos (o éter eletromagnético), assim como precisavam de um
outro meio para transmitir a for¢a gravitacional. Com seu modelo Maxwell
conseguiu unificar ao menos dois destes meios (o éter luminoso e o éter eletro-

magnético). Aqui vao suas palavras (suas énfases):°

A velocidade das ondulagoes transversas em nosso meio hipotético,
calculada a partir dos experimentos eletromagnéticos dos Srs. Kohl-
rausch e Weber, concorda tao bem com a velocidade da luz calcu-
lada a partir dos experimentos 6pticos do Sr. Fizeau, que dificil-
mente podemos impedir a inferéncia de que a luz consiste nas on-
dulagoes transversas do mesmo meio que € a causa dos fenomenos
elétricos e magnéticos.

Analogamente em 1864 Maxwell escreveu o seguinte:3!

Pelos experimentos eletromagnéticos dos Srs. Weber e Kohlrausch,
v = 310,740,000 metros por segundo. [...] A velocidade da luz
no ar, pelos experimentos do Sr. Fizeau, é V = 314,858, 000.
[...] A concordancia destes resultados parece mostrar que a luz e
o magnetismo sao efeitos da mesma substancia e que a luz é uma
perturbagao eletromagnética que se propaga através do campo de
acordo com as leis eletromagnéticas.

Isto indica a grande relagao que hé entre as medidas de Weber da constante
cw ou ¢ com a teoria de Maxwell. Deve ser lembrado que Maxwell s6 mediu
cw ou ¢ em 1868.32

Existem diversos trabalhos discutindo outros aspectos deste tépico bem
importante.33

Os trabalhos completos de Weber ja foram publicados, em 6 volumes, entre
1892 e 1894.3% J4 existem traducoes para a lingua inglesa de alguns de seus
artigos mais importantes.3?

Apods esta breve introducao histérica comecamos na secao 2.2 a apresentar
formalmente a eletrodinamica de Weber.

[Max65d, ver especialmente a pdgina 500].
[Max65a, ver especialmente as paginas 579-580].
32[Max68], [Max65b] e [Max54, volume 2, artigos 786787, pags. 435-436].
33[Kir57], [Rosb7], [Wie60], [Wie67], [Woo68], [Woo81], [Wis81], [Ros81], [Har82], [JM86,
volume 1, pdgs. 144-146 e 296-297], [Wie93], [Wie94], [Hec96], [ARWO02], [ARW04] e [Wie04].
34[Web92b], [Web92a], [Web93], [WW93], [Web94c] e [WW94].
35[Ass10c], [WW94] e [WW92], [Webd6] e [Web07], [Web71] e [Web72], [Web94b] e
[Web08], [Web48a] e [Web66f], [WK56] e [WKO03], [Web48b] e [Web66e|, [Web52c] e
[Web66d], [Webb5a], [Web51] e [Web61], [GW66], [Web37] e [Web66b], [Web38] e [Web66c],
[Web66a], [GW9I6], [Web94a] e [Web97].

30
31
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2.2 Forca de Weber

Neste capitulo vamos discutir a forca de Weber e algumas de suas principais
caracteristicas.

Seja uma carga elétrica pontual ¢; localizada em 7; = ;T + y;y + 2;Z € uma
outra carga ¢; localizada em 7; = x;2+y,7 + 2,2 em relacao a origem O de um
sistema de referéncia inercial. Seja r;; = |7} — 7| = |7;| a distancia entre elas.
De acordo com Weber a forca exercida pela carga ¢; na carga ¢; ¢ dada por
(usando a notagao vetorial moderna e no Sistema Internacional de Unidades):

.2

o 945 fij( T Tijﬁj)
F,; = ] —- 2Ly Y 2.5
T dme,rd 2¢? * c? (25)
onde
) d
Tij = %Tij ) (2'6)
e
. d? d
Tij = @TU = %Tij . (27)

Nesta equagdo temos ainda que r;; e 7;; sdo dados pela equagao (1.6). A
constante ¢ que aparece nesta equacao ¢ a razao entre as unidades eletro-
magnéticas e eletrostaticas de carga, como ja vimos. No Sistema Internacional
de Unidades ela pode ser escrita como ¢ = (go1,) /2 e 0 valor medido para
esta constante é ¢ = 2,998 x 10® m/s. As velocidades e aceleragoes das cargas
relativas a um sistema de referéncias arbitrario S sao dadas por v, = dr,/dt
e ay = dvy,/dt = d*F,,/dt?, com m =i, j. As velocidades relativas entre elas
sao definidas por:

iy

By =0 - =20, (2.8)

L L diy  dPT

Gi =0T G= T T e

Das equagoes (2.6) a (2.9) podemos obter por simples derivadas temporais

a velocidade radial relativa, r;;, assim como a aceleracao radial relativa, 7,

que aparecem na forga de Weber, equagao (2.5). Utilizamos ainda que x;;

Ti— Tj, Yij =Y — Yy, Zij = 2 — 25 € que &y = duy/dt, vy = dyii/dt, Z;

dzij/dt, @y = dPa;/dt?, Gy = dPyii/dt?, Z; = d*z;/dt*. Com isto obtemos
entao (ver também o exercicio 2.1):

(2.9)

drij _ Tyl + Vil + 2%, -
dt TZJ J J ( )

/rij
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. d?“z dQTi' 1 N - ~ — — —
g = dtj - dt2j Ty [”iﬂ"vij — (73 - U5)? +7’ij'“ij} : (2.11)

— —

Existem situacoes nas quais r;; podera ser diferente de /v;; - v;; = (xfj +
yZ+2%4)Y2, assim como #; poderd ser diferente de y/di; - @iy = (83432 +25)12,
além de 7;; também poder ser diferente de 7;; - @;; = (245245 + Vi¥ij + 2iiZi5) /i
Uma destas situagoes é o caso no qual uma das cargas esta orbitando ao redor
da outra carga, em relacdo a um certo sistema de referéncia. Uma outra
situacao ¢ quando olhamos um sistema de duas cargas em repouso relativo
entre si, através de diferentes sistemas de referéncia, sendo que um destes
sistemas de referéncia esta girando em relacao ao outro sistema de referéncia
no qual estas duas cargas estao em repouso. Algumas destas situagoes sao
analisadas no exercicio 2.2. Estes casos foram também discutidos em 2014.36

As principais propriedades da forca de Weber sao:

(A) Ela segue a terceira lei de Newton (a de acdo e reagdo) na forma forte,
qualquer que seja o estado de movimento das cargas. Isto é, ]3]2 = —F’ij7 além
de a forga estar sempre ao longo da reta que une as duas cargas, tal que F’ﬂ
e F’ij sempre apontam ao longo de 7;;. Na secao 2.4 veremos que este fato
implica a conservacao do momento linear e do momento angular.

(B) A forga de Coulomb é um caso particular da forga de Weber, obtida no
caso em que as cargas estao paradas uma em relacao a outra. Ou seja, quando
7i; = 0 e i";; = 0 resulta que a equacgao (2.5) se reduz a equacao (1.9). Como a
primeira das equagoes de Maxwell, a lei de Gauss, essencialmente nada mais é
do que a for¢a de Coulomb escrita de forma diferencial (ver o exercicio 1.10),
vem que com a forca de Weber pode-se deduzir a primeira das equagoes de
Maxwell, juntamente com a primeira parte da forca de Maxwell-Lorentz, ou
seja, com o termo —qV¢ da equagao (1.30).

(C) A equagao de movimento ¢ obtida juntando-se a equagao (2.5) com a
segunda lei de Newton, equagao (1.4).

(D) A velocidade e aceleragao que aparecem na equagao (2.5) sdo apenas
as velocidades e aceleragoes radiais entre as duas cargas, como dado pelas
equagoes (2.6) e (2.7). Isto nos leva a ultima e fundamental propriedade da
eletrodinamica de Weber:

(E) Na forga de Weber s6 aparecem grandezas relacionais para especificar
a posicao e o movimento das cargas. Isto é, as Uinicas grandezas que vao inte-
ressar para saber a forca sao 7, — 7, ri; = |73 — 75, dry;/dt e d*r;;/dt*. Isto
significa que cada termo da forca tem o mesmo valor para todos os observa-
dores, mesmo se os observadores forem nao inerciais. O vetor 7; que liga um
observador O & carga i pode ser diferente de um vetor 7, que liga a mesma
carga a um outro observador O’. Mas o vetor 7;; = r; — 7; que liga a carga j a

36[Ass14, Apéndice A: Grandezas Relacionais].
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carga ¢ ¢ o mesmo tanto para O quanto para O, isto é, 77”/ = 755. O mesmo vale
para 155, 745 € 7. Por isso se diz que estas sao grandezas relacionais, que de-
pendem apenas das relagoes entre os corpos que estao interagindo, mas que nao
dependem de quem estd observando. Preferimos o termo “relacional,” em vez
de “relativo,” para evitar confusao com as teorias da relatividade de Einstein.
Como se mostra no exercicio 2.2, as grandezas relacionais sao 75, 7ij, Tij, Tij
e 7;;. Por outro lado ha algumas grandezas que nao sao relacionais, tal que
podem ter valores simultaneos diferentes para diferentes observadores. Alguns
exemplos: ’f_’;, T_’;‘, 771', 17]'7 d’i, 6j7 1_);']‘, EL}'j, 17@' 'Uz'j, Ei,‘j '6ij7 f’ij '@ij, f;‘j d)zj etc.
Estes aspectos serao discutidos nos exercicios 2.2 e 2.8. Este topico também
foi discutido detalhadamente em um livro de 2014.37

Foi dada uma énfase maior neste dltimo aspecto ja que a forca de We-
ber é a tnica formulagao ja proposta para abranger os fenomenos elétricos
e magnéticos que tem esta propriedade. As outras formula¢oes como as con-
cepgoes e teorias de Gauss, Riemann, Clausius, Lorentz, Maxwell etc. nao pos-
suem esta propriedade, ja que dependem da velocidade da carga em relagao ao
observador, dependem da velocidade da carga em relagao ao campo magnético,
ou dependem da velocidade da carga em relagao a um éter.

Vamos ver um exemplo disto no caso da forca de Maxwell-Lorentz com a
interpretacao que se da atualmente para a velocidade que aparece nesta forca.
Se em uma certa regiao do espaco ha apenas um campo magnético estacionario
(gerado por exemplo por um ifma em repouso em relagdo a um referencial
inercial O) e um observador em repouso neste mesmo referencial vé uma carga
q se movendo com velocidade ¢ nesta regiao do espaco, entao ele vera a carga
sofrer uma forga magnética dada pela equagao (1.17), F = q,0, x B, ou entio
dada pelo ultimo termo da equacao (1.29). Para um outro observador O" que
neste mesmo instante esta se movendo com velocidade constante v em relacao a
O (logo o referencial O é um outro referencial inercial), nao vai haver nenhuma
forca magnética sobre a carga ja que em relacao a este observador O’ a carga
estd instantaneamente parada (7 = 5), de tal forma que ¢t ' x B' = 0. Vemos
com isto que a forca magnética no eletromagnetismo classico pode ser distinta
mesmo para dois observadores inerciais. Voltaremos a discutir este assunto em
mais detalhes no capitulo 5.

Usando-se as equagoes (2.6) e (2.7) pode-se colocar a forga (2.5) na seguinte
forma (ver os exercicios 2.1 e 2.2):

— Qi Tij 17, 3, . I,
Fy= 2410 [1 + CQ(% Uiy — 5 (T Uig)® + Fig - %’) (2.12)

- 2
dme, 175

37[Ass14, Apéndice A: Grandezas Relacionais].
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2.3 Energia Potencial de Weber

A forca de Weber foi o primeiro exemplo histérico que surgiu de uma forca
entre cargas que dependia nao apenas da distancia entre elas mas também de
suas velocidades. Isto gerou criticas por parte de alguns cientistas da época
que achavam que esta forca era inconsistente com o principio de conservagao
da energia. Dois anos depois, em 1848, Weber apresentou sua energia potencial
definida por:

w1 B
— 44; (1 rﬂ) . (2.13)

 Arme, i 2c2

O primeiro termo desta energia é a energia potencial coulombiana usual,
enquanto que o segundo termo é uma mistura de energia cinética e potencial
ja que depende nao s6 da distancia entre as cargas mas também de suas velo-
cidades mutuas. Este também foi o primeiro exemplo que surgiu na ciéncia de
uma energia potencial que dependia da velocidade.

Como ja mencionamos anteriormente, este trabalho de 1848 é uma versao
um pouco reduzida de seu trabalho de 1846, além de apresentar esta novidade
que é sua energia potencial. Este trabalho ja estd traduzido para a lingua
inglesa e o recomendamos fortemente.®

Assim como no caso da energia potencial coulombiana, pode-se pensar
na grandeza U da equagao (2.13) como sendo a energia gasta para formar o
sistema. Isto ¢, U € a energia que tem de ser dispendida para trazer g; e g;
desde o infinito (onde se considera que estao em repouso e a uma distancia
infinita uma da outra) até chegarem a separagao r;; com velocidade relativa
7i;. Esta energia é gasta contra a for¢a de Weber (2.5) atuando entre as duas
cargas.

Vamos citar Weber no trecho em que ele apresentou esta energia potencial
pela primeira vez. Seu principio geral fundamental para a teoria da eletrici-
dade, sua forca (2.3) ou (2.5), foi escrita por ele neste trabalho como (lem-
brando que a?/16 = 1/c, = 1/(2c¢%)):

RR\" " 16ae T8 Var

EE (1 aa dR? aa ddR)
onde E e E’ sdo as cargas, R a distancia entre elas, dR? /dt* = 7? e ddR/dt* = 7.
Entao ele disse:*”

Para uma unidade [magnitude] definida que se assume com o pro-
posito de medir o tempo, na qual a = 4, esta expressao fica na
forma

38[Web48a] com tradugao para a lingua inglesa em [Web66f].
39[Web48a] com traducio para a lingua inglesa em [Web66f].
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2R
dt? * dt?

RR

EFE' <1 _ dR? ddR>

Além do mais, supondo que tanto R quanto dR/dt sao fungao de t,
e consequentemente que dR/dt pode ser pensado como uma fungao
de R, a qual denotaremos por [R], podemos também dizer que o
potencial da massa F, com relacao a situacao da massa E’, é

:§<1_ [R]?) ;

pois os coeficientes diferenciais parciais desta expressao, com res-
peito as trés coordenadas x, y, 2z, geram as componentes da forca
aceleradora decomposta nas dire¢oes dos trés eixos coordenados.

A maneira mais simples de deduzir a forca desta energia potencial é fazendo

- o dU
g =T w@ :
A forma detalhada de chegar na equacao (2.5) a partir da equagao (2.14)
estd indicada no exercicio 2.3. Uma outra maneira de obter a forca a partir do
potencial é indicada na secao 2.4. Depois mostraremos também como deduzir

a forca de Weber a partir do formalismo lagrangiano.

(2.14)

2.4 Leis de Conservacgao

Um dos aspectos de maior importancia na fisica cldssica sao as trés leis basicas
de conservacao: momento linear, momento angular e energia. Vamos aqui
mostrar que a eletrodinamica de Weber, composta de sua forca juntamente
com sua energia potencial, satisfaz a estas trés leis capitais. Inicialmente vamos
tratar do momento linear.

A conservagao do momento linear segue diretamente do fato de que a forca
de Weber satisfaz o principio de agao e reagao. Este fato independe até mesmo
da forma da forga, bastando que valha ﬁﬂ = —F’ij, como é o caso da eletro-
dinamica de Weber. Desde que haja agao e reacao, entao vai haver conservacao
do momento linear, mesmo se as forcas nao forem centrais.

O momento linear total de um sistema de duas particulas com massas iner-
ciais m; e m; movendo-se com velocidades 7; e ¥; em relagao a um referencial
inercial é definido por:

P = m;t; + m;7; . (2.15)

Derivando esta expressao em relacao ao tempo, usando a segunda lei de
movimento de Newton, equagao (1.4), juntamente com a lei de agao e reagao,
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equagao (1.3), resulta imediatamente que dpP /dt = 6, como queriamos demons-
trar.

Este principio pode ser generalizado para um nimero qualquer de particulas
interagindo por meio de vérias forgas (Weber, eldstica, gravitacional etc.),
desde que estas forgas satisfacam o principio de acao e reagao (ver o exercicio
2.4).

Em segundo lugar vem a questao da conservagao do momento angular.
Consideramos novamente um referencial inercial no qual duas particulas inte-
ragem entre si através de uma forca de Weber. O momento angular total do
sistema é definido por

L =7 x (m@) + 7 x (m;7;) . (2.16)

Fazendo a derivada temporal de E, dE/ dt, usando as regras usuais da
andlise vetorial, lembrando que ¥ x ¥ = 0, usando a equagao (1.4) e a lei
de acao e reacao resulta:

dL
dt

Até o momento nao foi utilizada a forca de Weber, a nao ser no fato de ela
satisfazer o principio de agao e reacao. Agora utilizamos o fato que ela satisfaz
este principio na forma forte, ou seja, ﬁﬂ ¢ nao apenas igual a —F’ij,
também ¢é paralela a 7. Isto faz que a equacgdo (2.17) se reduza a dl_;/dt = 0.
Novamente este resultado nao dependeu da forma explicita da forca de Weber,
mas apenas de esta forga satisfazer o principio de acao e reagao, neste caso na
forma forte.

Este resultado pode ser generalizado a um nimero qualquer de particulas
interagindo entre si por forcas de qualquer natureza, desde que satisfacam o
principio de acdo e reacdo na forma forte (ver o exercicio 2.5).

Por ultimo vem a conservacao de energia. Este tema foi discutido, entre
outros, por Wesley.** Supondo que temos duas cargas ¢; e ¢;, de massas m; e
m;, interagindo entre si através de uma forca de Weber, temos que a energia
total do sistema é definida por:

(7 — 7)) x F; . (2.17)

mas

E=U+T, (2.18)

onde U ¢ a energia de Weber dada pela equagao (2.13) e T' é a energia cinética
definida por

U‘ .U. U . U . .
T = ; [ 7 e J 7 J 2.19
mi— +m; 5 5 + 5 (2.19)

onde ¥ = dr/dt é a velocidade da particula em relagdo a um referencial inercial
qualquer.

40[Wes87b).
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Derivando E em relagao ao tempo, usando a equacao (1.4), a terceira lei
de Newton, equagao (1.3), assim como o resultado do exercicio 2.1 sobre o
significado de 7; e lembrando da equacao (2.5) resulta que obtemos o seguinte
resultado:

dE  dT'  dU L o= L =
= ar i = B )
.9 .
.| @g 1 Tig | TigTij
s S R LA 2.20
" [47&50 ry; < 22 T 2 )] (2.20)

Pela lei de acao e reagao e pela equagao (2.10), vem que a equagao (2.20)
pode ser escrita como:

ﬁ:ﬁij'Fji_Uij'[qu]<1—20J2+ 32]>] . (2.21)

2
dme, 15 c

Esta equagao (2.21) é obviamente igual a zero pela equagao (2.5), de tal
forma que a energia é uma constante no tempo:

dE
i 0, (2.22)
como queriamos demonstrar.

Este resultado pode ser generalizado facilmente para um ntmero N de
particulas interagindo entre si por forcas do tipo de Weber. Este é o objetivo do
exercicio 2.6. Obviamente o resultado vai continuar valido se elas interagirem
entre si também através de outras forgas conservativas (como forcas eldsticas
ou gravitacionais), além da interagao eletromagnética de Weber.

Este procedimento sugere uma nova forma de determinar a forca a partir
da energia potencial: Dada uma energia potencial U, a forca de j em 1, F}i,

pode ser obtida fazendo (ver o exercicio 2.7):

dUu
a =

Se definirmos a forga por esta expressao e a aplicarmos na equagao (2.13),
obteremos a for¢a de Weber (2.5), sem ter de usar a equagao (2.14).

Nesta se¢ao mostramos como a eletrodinamica de Weber é compativel com
os principais resultados da fisica classica ja que podemos deduzir com ela as
trés leis basicas de conservacao da mecanica. Estes sao resultados fortes e
importantes da eletrodinamica de Weber.

Como a forga de Maxwell-Lorentz, equagao (1.29), assim como a forga de
Liénard-Schwarzschild, equagoes (1.53) e (1.54), ndo seguem o principio de agao
e reagao nem mesmo na forma fraca, nao ha conservagao do momento linear ou
do momento angular para duas cargas interagindo entre si no eletromagnetismo
classico. Para que haja conservacao destas grandezas no eletromagnetismo
classico, é necessario que se inclua o momento linear e o momento angular do
campo eletromagnético.

5 ) By (2.23)
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2.5 Lagrangiana de Weber

Nesta secao apresentamos a lagrangiana e a hamiltoniana da eletrodinamica
de Weber.

Vamos tratar do movimento de duas particulas pontuais com cargas ¢; e g;,
massas inerciais m; e m;, interagindo entre si através da forca de Weber e sem
forgas externas atuando sobre elas (a generalizacao para N cargas é imediata).
A energia cinética classica T deste sistema foi definida pela equagao (2.19).
Definimos uma funcao S" por:

g 1 -2
sW = 49~ <1 i ) . (2.24)

- Arme, i 2c2

A lagrangiana L que dé origem a eletrodinamica de Weber é definida por:

L=T7-5". (2.25)

De acordo com nosso conhecimento, o primeiro a introduzir a equacao
(2.24) foi Carl Neumann (1832-1925), o filho de Franz Neumann, em 1868.*!
Ele chegou na equagao (2.24) empregando a ideia do potencial retardado. B.
Riemann, um estudante, assistente e amigo de Weber e Gauss em Gottin-
gen, havia introduzido esta ideia na fisica em 1858, sendo que seu artigo s6
foi publicado em 1867. O procedimento seguido por Carl Neumann, que foi
inspirado pela leitura do texto de Riemann, foi criticado por Clausius. Ja
existe uma traducao para a lingua inglesa deste artigo de Clausius.*?> Clausius
também discutiu a formulacao lagrangiana de sua prépria eletrodinamica, as-
sim como a formulacao lagrangiana das eletrodinamicas de Riemann e Weber
em seu artigo de 1880, que também j4 foi traduzido para a lingua inglesa.?
Para uma discussao das ideias de Carl Neumann e Clausius ver o trabalho
de Archibald.** Nao temos conhecimento de que Weber tenha utilizado, ele
mesmo, os formalismos lagrangiano ou hamiltoniano em conexao com a sua
eletrodinamica.

Deixando de lado o procedimento de Carl Neumann para chegar na equagao
(2.24) e as ideias relacionadas de potencial retardado, podemos simplesmente
postular as equagoes (2.24) e (2.25), passando a trabalhar a partir daqui. Esta
vai ser a maneira pela qual vamos prosseguir neste livro.

A forca de Weber pode ser obtida da maneira usual a partir da formulagao
lagrangiana utilizando a fungao S". Isto é, sendo #; = dx;/dt, onde 7; =
T + 4y + 2z;2 € o vetor posicao da carga ¢;, temos que a componente x da

forca sobre ¢; é dada por:*®

41[Neu80] e [Arc86)].
42[Cla69).
43[Clag0].
44[Arc86).

45[0’R65, volume 2, capitulo 11, pdgs. 525-535].
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e _ & _ — 1 — i
7 dt Oz ox; 4re, 2¢2 + 2

d oSV aSV  qqj v —ay ( " T’m'f;w'> , (2.26)
T
De maneira similar podemos obter as componentes I}, e [7.
Alternativamente, por um outro conjunto de coordenadas generalizadas,
podemos obter imediatamente a forga de Weber ao longo de 7;;, ou seja, a
grandeza Fj; definida por ﬁﬂ = 7;;F;, através do seguinte procedimento:*

d OSW Hsw ;1 72, A
Fji:* : _ _ quT 1 — g _I_TJT] . (2.27)
dt Or; oryj dme, i 2c2 2
As equagoes de movimento sao as equagoes de Lagrange usuais:
d oL 0L
—————=0; com k=1,..6. (2.28)
dt 9qr,  Oqr

Nestas equacgoes ¢ representa uma das coordenadas: x;, Vi, 2, T;, Yj, 2
enquanto que ¢y = dgi/dt. Fazendo estas contas e utilizando as equagoes
(2.25) e (2.19) obtém-se:

. )
qid; Tij Tij 3T o
Ame, 35 ( 202 T T it (2:29)

assim como se pode obter uma equacao andloga para m;. A equagdo (2.29)
é exatamente a segunda lei de Newton aplicada a forca de Weber, que era o
objetivo que queriamos alcancar.

Por outro lado o hamiltoniano H de um sistema esta definido na equagao
(1.58). As equagoes de movimento também podem ser obtidas da funcao H
utilizando-se os procedimentos padroes da formulacao hamiltoniana.

Observando que S e T nao dependem explicitamente do tempo resulta
que 0L/0t =0 e 0H/0t = 0. Isto significa que na eletrodinamica de Weber o
hamiltoniano H acontece de ter o mesmo valor que a energia total do sistema.
Das equagoes (2.24) até (2.29), mais a equagao (1.58), obtém-se:

H=T+U=E, (2.30)
€

dE  dH

abr_ e 2.31

At~ dt (2:31)

Na equagao (2.30) a grandeza U representa a energia potencial de Weber
definida pela equagao (2.13).

A partir das formulacgoes lagrangiana e hamiltoniana obtemos, portanto,
uma outra prova para a conservagao da energia na eletrodinamica de Weber.

46[Whi73, capitulo 7, pags. 201-211].
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Deve ser enfatizado que a grandeza S" é diferente da grandeza U, ja que
ambas diferem no sinal em frente de 77;. Para evitar confusoes chamamos U de
energia potencial e SV de energia lagrangiana. Estes nomes distinguem clara-
mente onde estas func¢oes devem ser empregadas (U é a fungao que adicionada
a energia cinética T fornece a energia total conservada do sistema, enquanto
que SV ¢é a energia que aparece no lagrangiano junto com T'). Preferimos estes
nomes em vez de outros nomes que algumas vezes sao empregados como “po-
tenciais dependentes da velocidade” ou “potenciais generalizados.” O motivo
para nossa escolha é que as grandezas U e SV tém dimensao de energia, Joule
(1J = 1kgm?*s™2), e nao devem ser confundidas com o potencial eletrostatico
¢, que tem dimensoes de Volt (1V = 1kgm?C~1s72).

Embora o lagrangiano seja dado por L = T—S", o hamiltoniano e a energia
que se conservam sao dados por H = E = T + U e nao por T+ SV. Uma
situacao analoga surge na mecanica e no eletromagnetismo classico quando
ha energias potenciais que dependem nao apenas da distancia entre os corpos
mas também de suas velocidades. Ja vimos um exemplo disto ao discutir a
lagrangiana de Darwin na secao 1.6.

Como estamos discutindo nesta secao hamiltonianas e lagrangianas que
dependem de energias potenciais que sao funcoes das velocidades das cargas, é

interessante citar Goldstein em seu livro bem conhecido, Mecanica Cldssica:*T

Potenciais dependentes da velocidade e a funcao dissipacao.

As equagoes de Lagrange podem ser colocadas na forma

d (0L oL
=) - == o 1 —

mesmo se o sistema nao é conservativo no sentido usual, desde

que as forgas generalizadas sejam obtidas a partir de uma funcao
U(g;, ¢;) a partir da férmula

oU d (U
Qj——aqj+dt<aq.j>. [1—54]

Neste caso as equagoes [1-53] ainda seguem das equagoes

d (0T aor
— | == —5—=0Q; 1—-50
dt (a%) 8qj Q] ’ [ ]
com uma lagrangiana dada por
L=T-U. [1—52]

47[Gol50, pag. 19)].
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)

U pode ser chamado de “potencial generalizado,” ou de “potencial
dependente da velocidade.” (A histéria da designagao dada a tal
potencial é curiosa. Aparentemente estimulado pela eletrodinamica
classica primitiva (e errénea) de Weber, o matematico alemao E.
Schering parece ter sido o primeiro a tentar incluir seriamente estas
forgas no contexto da mecanica, ver Gott. Abh. 18, 3 (1873). A
primeira edigao do livro Analytical Dynamics do Whittaker (1904)
assim se refere ao potencial como “funcao potencial de Schering,”
mas o nome aparentemente nao pegou, pois o termo foi eliminado
nas edigoes posteriores. Usaremos preferencialmente o nome “po-
tencial generalizado,” incluindo nesta designagao também a energia
potencial ordindria, uma fungado apenas da posigdo.) A possibili-
dade de usar um tal “potencial” nao é académica; ela se aplica a
um tipo de campo de forca muito importante, a saber, as forcas
eletromagnéticas sobre cargas em movimento. Considerando sua
importancia, uma digressao sobre o assunto vale a pena.

Este trecho continua essencialmente o mesmo na segunda edicao do livro
de Goldstein.*®

Este é um dos poucos livros recentes que apresentam a forca de Weber e suas
formulagoes hamiltoniana e lagrangiana. Apesar deste fato, esta afirmacao de
que a eletrodinamica classica de Weber é erronea é desorientadora. Noés nao
podemos nem mesmo responder ou criticar esta afirmacao, pois nao sabemos
em que argumentos o autor se baseou para afirmar que a eletrodinamica de
Weber é “erronea.” Afirmagoes fortes e enfaticas como estas em livros didéticos
deveriam ser apresentadas ou defendidas claramente e cuidadosamente, para
evitar uma formacao deformada dos estudantes. Infelizmente este nao foi o
caso neste exemplo particular de um livro que é muito bom em todos os outros
aspectos.

2.6 Exercicios

1. Use as equagoes (1.6), (2.6) e (2.7) para mostrar que (use também as
definigoes (2.8) e (2.9)):
(A) 7ij = Fij - Uij
(B) 7y = 1

o Uiy Ui — (g - ) + T - )

(C) Utilize os resultados deste exercicio para chegar na equagao (2.12) a

partir da equagao (2.5).

2. Uma outra expressao que as vezes ¢ usada como velocidade relativa, u;;,
¢ definida por:

48[Gol80, pag. 21].
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wig = (T - ) = [(3 = 5) - (T = 3)]'* .

Embora na maioria dos casos u;; dé o mesmo valor que 7;;, isto nem
sempre ocorre. Em particular u;; nao é verdadeiramente uma grandeza
relacional, ja que o valor desta grandeza pode variar de observador para
observador. As grandezas realmente relacionais sao:%’ Tijy Tijs Tijs Tij €
7i;. Apresentamos também alguns exemplos de grandezas nao relacionais:
Tiy Ty, Uy, Uy, iy G5, Wiy gy ij, (G- 6ij>1/2a Fij - dij, Tij - dij ete.

(A) Considere um observador ou sistema de referéncia S com origem O no
qual a particula pontual ¢ esté sobre a origem do sistema de coordenadas,
em repouso, e no qual a particula pontual j esta sobre o eixo x a distancia
p da origem, também em repouso, figura 2.1.

y

i j X

Figura 2.1: Particulas ¢ e j em repouso em relacao a um sistema de referéncia

S.

Mostre que:

Mostre também que:

(B) Seja S’ um outro sistema de referéncia com mesma origem O’ = O
que o sistema de referéncia S. Considere ainda que no instante inicial
t = 0 o sistema de referéncia S’ tenha seus eixos x'y'z’ paralelos aos eixos
xyz de S, mas que gire com velocidade angular constante wZz no sentido
anti-horario em relagao ao referencial S, figura 2.2.

As relagoes entre os versores unidade z, ¢ e Z ao longo dos eixos z, y e 2z
do sistema de referéncia S e os versores unidade correspondentes 7/, 7' e

49[

Assl4, Apéndice A: Grandezas Relacionais].
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AY

=V

Figura 2.2: Particulas i e j em repouso em relagao ao referencial S. O refe-
rencial S’ gira ao redor do eixo z com uma velocidade angular constante w em
relacao ao referencial S.

Z" ao longo dos eixos 2/, iy e 2’ do sistema de referéncia S’, no instante
t, sao dadas por:

= 12’ coswt — 7 senwt ,
g = 12'senwt+ 1y coswt , (2'32)
2= 7z

e
' = Zcoswt+ ysenwt ,
9y = —Isenwt+ ycoswt , (2.33)
3= z.

A figura 2.3 (a) mostra a situacao da figura 2.2 do ponto de vista do
sistema de referéncia S’. A particula ¢ permanece em repouso no sistema
S’, enquanto que a particula j desloca-se em relacao ao referencial S’
no sentido horario com uma velocidade angular constante w ao redor do
eixo 2.

-/ - -/ ~ N -/
Mostre que o, = 0, ¥; = —pw(¥'senwt + §' coswt), v;; = —v; #

n ' = S I

0, v; # Uiy, € que 13; = 0, mas u;; = pw # 0.

Este exemplo simples e particular é para mostrar que u;; nao é uma
grandeza relacional, enquanto que 7;; é relacional (neste caso vimos que
s /

T = Tij, enquanto que uj; 7 ;) .

’

. ~ . -/ — A~ —
(C) Encontre exemplos mostrando situagdes nas quais Qi # gy T 0y F
T’Aij : EL}j etc.

Na situagao mais geral possivel temos que duas particulas i e j se movem
no tempo quando estao interagindo entre si de tal forma que 7; = 7;(t) e
7; = 7;(t). Isto naturalmente leva a que r;; = |7};| = ri;(t). Use a regra
da cadeia para mostrar que:
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=8/
=8

~

=<

(@) (b)

Figura 2.3: (a) Particula i em repouso e particula j girando no sentido horario
ao redor do eixo z’ do sistema de referéncia S’ com uma velocidade angular
constante w. (b) Velocidade v}’ e aceleragdo @;’ da particula j em relacdo ao
referencial S’

dr?,

drij

Use este resultado juntamente com as equagoes (2.13) e (2.14) para che-
gar na equagao (2.5).

4. O objetivo deste exercicio é generalizar o resultado da conservacao do
momento linear.

(A) O momento linear de trés corpos é definido por P= % m,@;, sendo
U; a velocidade do corpo de massa inercial m; em relagao a um referencial
inercial. Suponha que estes corpos apenas interagem entre si por meio
de forcas de Weber do tipo da equagao (2.5). Mostre que dﬁ/dt =0
utilizando as equacoes (1.3), (1.4) e o fato de a forga de Weber satisfazer
o principio de agao e reagao. Suponha que nao haja forcas externas.

(B) Generalize o resultado anterior para N corpos interagindo entre si
por forgas de Weber e também por outras forgas (gravitacionais, eldsticas
etc.), desde que elas também satisfacam o principio de agao e reagao.
Novamente suponha que nao haja forcas externas.

5. O objetivo deste exercicio é generalizar o resultado da conservacao do
momento angular.

(A) O momento angular total de um sistema de trés corpos é definido
por L = Y3 |7 x (m;¥;). Suponha que estes corpos apenas interagem
entre si por meio de forgas de Weber do tipo da equagao (2.5). Mostre
que dL/dt = 0 utilizando as equacdes (1.3), (1.4) e o fato da forca de
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Weber satisfazer o principio de agao e reagao na forma forte, tal que ﬁﬂ
seja paralelo a 7;;. Suponha que nao haja forcas externas.

(B) Generalize o resultado anterior para N cargas.

(C) Generalize o resultado anterior para N corpos interagindo entre si
por forcas de Weber e também por outras forcas, desde que elas também
satisfagam o principio de acao e reagao na forma forte (como é o caso da
forga gravitacional newtoniana, da forga eldstica de Hooke etc.). Nova-
mente suponha que nao haja forcas externas.

. O objetivo deste exercicio é generalizar a lei de conservacao de energia

para N corpos.

(A) Siga novamente a se¢ao 2.4 refazendo todos os calculos explicita-
mente, seguindo os passos indicados, até chegar na equagao (2.22).

(B) Considere agora o caso de trés corpos de cargas qi, ¢z € g3, € massas
my, me e mg, interagindo entre si por forgas de Weber, equacao (2.5).
Defina a energia total do sistema por:

2 2 3,,2

2 2 2
sendo a grandeza U;; dada pela equagdo (2.13).

Mostre que dE/dt = 0 usando as equagoes (1.3), (1.4), (2.5) e (2.13),
além de utilizar um procedimento como o da letra (A).

m
EEU12+U13+U23+

(C) Generalize o resultado anterior para N corpos usando como energia
total a expressao (lembre-se que Uj; = Uj;) :

N N o F.u
S Uy m
i=1

E =

DO | —

—

=1

(SRS
N

onde U;; é dado pela equagao (2.13). Mostre entao que dE/dt = 0.

(D) Generalize ainda mais o resultado anterior supondo que as particulas
estao interagindo entre si também por meio de outras forcas conservativas
(como por meio de forgas gravitacionais ou eldsticas), além da interacao
eletromagnética de Weber. Suponha para isto que estas outras forgas
também seguem o principio de acao e reacao e que podem ser deduzidas
de uma energia potencial que depende apenas da distancia entre elas
(como é o caso da forga gravitacional newtoniana ou da forca elastica
hookiana).

. Seja U dado pela equacao (2.13). Utilize a equag@o (2.23) como uma

definicao de ﬁﬂ Fazendo entao dU/dt e utilizando o exercicio 2.1 mostre
que se pode chegar na for¢a de Weber dada pela equagao (2.5). Esta é
entao uma maneira alternativa de chegar na forca de Weber sem passar
pela equagao (2.14).
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8. Neste exercicio vamos provar que a forca e energia de Weber tém o mesmo
valor em todos os referenciais, mesmo para referenciais acelerados e nao
inerciais. Para isto o que vamos fazer ¢ mostrar que r;;, 7; e 7;; tém o
mesmo valor para todos os referenciais.

Suponha que temos dois sistemas de referéncia S e S’ que tém origens
em O e O, respectivamente. Suponha que no tempo t a origem O’
esteja localizada na posicao R em relacao a O, movendo-se em relacao
ao referencial S com uma velocidade V = dﬁ/ dt e com uma aceleragao
translacional A, = dV /dt = d*R/dt?. Suponha além disto que S’ esteja
rodando relativo a S com uma velocidade angular & ao redor de um eixo
passando por O, figura 2.4.

Figura 2.4: Sistemas de referéncia S e S’ com origens O e O separadas pelo
vetor R deslocando-se entre si com uma velocidade V e aceleragao A O
sistema S’ gira em relagdo ao referencial S com uma velocidade angular & ao
redor de um eixo passando por O'.

Se A, #+ 0 ou @ # 0 entiio pelo menos um destes sistemas de referéncia
¢é nao-inercial do ponto de vista da mecanica classica. A posicao, ve-
locidade e aceleragdo da particula j (7 = 1, 2) em relacdo a S sao,
respectivamente: 7, U; e @;. Ja em relagao a S’ a posicao, velocidade
e aceleracao de j sao: Fj', ﬁj/ e Jj'. Em geral: 7; = ;2 + y;0 + 2,2,
Fj' = lefc ’—l—yj/g) '—l—zj/é ' Uy =dry/dt = &;249;9+ 2,2 etc. As relagoes
entre estas grandezas dos dois sistemas de referéncia se encontram em
varios livros de mecanica cldssica, como no de Symon por exemplo.?

Elas sao dadas por:

—

—), =
rp=1; + R,

50[Sym71, capitulo 7] e [Sym82, capitulo 7].
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—

o 5 o7 R 7 dw .
+ @ X (@ X T )+ 20 x T, —FEXTj

’ !/ -

+ A

(A) A partir destes resultados e das definigdes 7i; = 75 — 75, 155 = |755] €
Tij = T3 /Tij, mostre que:

Tij = Tij s
/
N ~ 7!

Este resultado mostra que embora 7 possa ser diferente de 7, (0 mesmo
ocorrendo com 7 e 7, ) sempre teremos 1o = 7,5 etc. Ou seja, as grande-
zas relacionais que tém sempre os mesmos valores em todos os sistemas
de referéncia sao: 7, ri; € 7ij.

(B) Usando os resultados anteriores, assim como as defini¢oes v;; = v;—0;
e 7;; = dr;;/dt, mostre que:

!
L Lo dry
Tij = dt = Tij * Vij i Vil T g =Ty

. o ! . .

Este resultado mostra que sempre teremos 7;; = 7;;. Esta igualdade vai
PR 7 .

valer mesmo nos casos para os quais Uj; # ¥;; (0 que vai ocorrer quando

N L = . . . . N L

WX # 0). A grandeza 7;; sempre vai continuar igual & grandeza Tj

/

. — — — / —
1mesImo Nnos Ccasos para Os quals \/Uij * Vij 7é \/Uij : U'ij'

(C) Usando os resultados anteriores, juntamente com as definigoes @;; =
a; — d; e 1y = dryj/dt = d*r;;/dt?, mostre que:

= N N N 7 d(D 7

CLZ']' =

N RN RN N N N N N N N
Tij - ij:rij'aij—'—(w'r )& -7 )_(Tz’j'rij)(w' )+27"ij'(w><v")7



FEletrodinamica de Weber 71

10.

11.

12.

2
f.._@_i{17”.17._(f-4,.174.)2_|_77’,..@‘,.}
1] T - 1 1 1 7 (3 1,
J di2 T j " Vij j " Vij g Qig
7
o ]_ NN Al SN2 NN 7d27jl'j7_./
= - Uij'vij_(rij'vij) T G| = di2 =Ty -

Este resultado mostra que sempre teremos 7;; = T‘Ul Esta igualdade vai

— /

. — -/ — — — 7
valer mesmo nos casos para os quais d;; # d;;, \/aij Oy F \/az-j <y,
N N NN ~ - N
Tij - ij 7# Ty - Gy € \/7’,-]- - Qi F \/rij “ -

Como a forca e a energia de Weber s6 dependem de 7;;, r;;, 73 € 7i;, O

resultado deste exercicio mostra que a lei de Weber tem sempre o mesmo
valor em todos os referenciais, mesmo para referenciais nao inerciais.

Deduza as trés componentes da for¢a de Weber, equagao (2.5) ou equagao
(2.12), a partir da energia lagrangiana de Weber, equacao (2.24), utili-
zando a equagao (2.26) e as equagoes andlogas para as outras componen-
tes.

Deduza a componente radial da for¢ca de Weber, equagao (2.5), utilizando
a equagao (2.27).

Deduza a equagao de movimento da eletrodinamica de Weber utilizando
as equagoes (2.28), (2.26), T' = myv}/2 + mav3/2 e (2.24). O resultado
do exercicio 2.10 pode ser utilizado aqui.

Mostre que a hamiltoniana da eletrodinamica de Weber é dada pela
equagao (2.30) aplicando a equagao (1.58), usando que L =T — S, T =
myvi/2 + mayvs /2 e também a equagao (2.24).
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Capitulo 3

Forcas de Ampere e Grassmann
entre Elementos de Corrente

3.1 Forca de Ampere entre Elementos de Cor-
rente

Apresentamos aqui algumas informacoes sobre a vida e a obra de André-Marie
Ampere (1775-1836).! Ele nasceu em Pleymieux, perto de Lyon, na Franga,
em 1775. Ele nunca foi para a escola ja que seu pai, que admirava Jean-
Jacques Rousseau, queria que Ampere aprendesse tudo sozinho guiado apenas
por suas leituras e por seus interesses. Em 1801 ele escreveu seu primeiro
trabalho importante, sobre a teoria matemaética dos jogos, e o sucesso deste
livro deu a ele uma posi¢ao na Escola Politécnica de Paris (1804). La ele se
tornou professor de analise em 1809. Ele se tornou um membro da Academia
Francesa de Ciéncias em 1814. Entre 1807 e 1816 ele trabalhou intensamente
em quimica e estabeleceu experimentalmente que o flior, o cloro e o iodo sao
elementos quimicos elementares. Além de seus interesses em matematica e
quimica ele também trabalhou com psicologia e filosofia. Ele se casou duas
vezes, teve um filho e uma filha. Morreu em 1836.

Até 1820, quando estava com 45 anos, ele nao tinha realizado nenhuma pes-
quisa séria em eletrodindmica (um nome que ele cunhou mais tarde). E apds
1827 ele nao mais retornou a este assunto. Seu interesse surgiu a partir da
descoberta da deflexao de uma agulha magnética colocada proxima e paralela
a um fio com corrente. Esta descoberta de importancia fundamental no ele-
tromagnetismo, por mostrar sem sombra de duvidas a ligagao do magnetismo
com o galvanismo (corrente elétrica em fios), foi realizada por H. C. Oersted
em 1820. Este trabalho extremamente importante de Oersted j& estd tradu-
zido para a lingua portuguesa.? Para uma excelente discussao do trabalho

ULau25], [Pou64], [Wils1], [Blo82], [Hof96], [Cha09] e [ACL1].
2[(Drs86].
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de Oersted, seus antecedentes e influéncia, sugerimos o trabalho de Martins.?
Esta descoberta foi anunciada publicamente em julho de 1820 e foi descrita em
uma reuniao da Academia Francesa de Ciéncias em 11 de setembro de 1820
por Arago, que tinha acabado de voltar do exterior. Biot e Savart interpre-
taram a experiéncia de Oersted como mostrando que a corrente elétrica tinha
magnetizado o fio que entao interagia com a agulha magnética como se fosse
um ima comum. Ampere, por outro lado, interpretou a experiéncia de maneira
diferente. De acordo com ele o que era fundamental eram as interacoes diretas
entre correntes, o que significava que deveriam existir correntes microscopicas
dentro dos imas. Como ele proprio enfatizou, isto nao era 6bvio ou necessario
ja que, embora uma barra de ferro também interaja com um ima, nao héa in-
teracao entre duas barras de ferro. Para provar sua interpretacao, Ampere
mostrou na Academia, uma semana apds a apresentacao de Arago, que dois
fios paralelos carregando corrente atraem um ao outro se as correntes estao no
mesmo sentido e se repelem se as correntes estao em sentidos opostos. As duas
partes de seu primeiro artigo sobre eletrodinamica ja se encontram traduzidas
para a lingua portuguesa.?

Nos préximos sete anos ele ficou completamente envolvido com pesquisas
experimentais para encontrar a expressao matematica correta descrevendo a
forga entre elementos de corrente. Seu envolvimento apaixonado é bem descrito
por suas préprias palavras em uma carta para seu filho de 25 de setembro de
1820 na qual ele se desculpou por nao ter escrito antes, afirmando entao logo
em seguida:®

mas todo o meu tempo tem sido tomado por uma circunstancia
importante na minha vida. Desde que ouvi falar pela primeira vez
sobre a linda descoberta do Sr. Oersted ... tenho pensado sobre
ela continuamente [e] nao tenho feito outra coisa que ndo escrever
uma grande teoria sobre estes fendmenos e sobre todos aqueles ja
conhecidos sobre os imas.

Para chegar a seu objetivo Ampere criou o método de forca zero ou de
torque nulo entre correntes. Neste método ele nao media forgas nem torques
diretamente (o primeiro a medir forgas diretamente para testar a forga de
Ampere foi Weber, com seu eletrodinamometro). Em vez disto, duas forgas ou
dois torques devidos a uma mesma origem mas em condigoes diferentes (um
fio reto e um fio em ziguezague; ou entao uma corrente em um sentido e outra
corrente no sentido oposto etc.) agiam simultaneamente sobre um terceiro
corpo que ja estava em equilibrio mas que era livre para se mover, de tal
forma que nenhum movimento era produzido. Isto mostrava em que situacoes
especificas estas forcas ou estes torques opostos estavam em equilibrio e a

3[Mar86).
4[Amp20a] e [CA0T7], [Amp20b] e [CA09].
[Amp], [Lau36, pag. 562], [Can80], [Cha09, pags. 5 e 29] e [AC11, pégs. 15 e 32].

t
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partir dai conclusoes importantes podiam ser obtidas. Por este método, ele
descobriu quatro casos independentes de equilibrio a partir dos quais deduziu
as seguintes leis:

e A forca exercida por um fio com corrente elétrica ao atuar sobre um
outro fio com corrente elétrica muda de sentido quando a corrente em
apenas um dos fios muda de sentido.

e A forga de uma corrente fluindo em um circuito deformado em pequenas
sinuosidades, ao atuar sobre um segundo fio com corrente, é a mesma
que se o circuito estivesse liso.

e A forca exercida por um circuito fechado com corrente de forma arbitraria
sobre um elemento de um outro circuito é ortogonal a este elemento.

e A forca entre dois elementos de circuito ndao é modificada quando todas
as dimensodes lineares sdo aumentadas proporcionalmente (ou seja, au-
mentando seus comprimentos, assim como a distancia entre eles), com a
intensidade das correntes permanecendo inalteradas.

A partir destes resultados e assumindo que a forca entre os elementos de
corrente estava ao longo da linha que os conecta, Ampere chegou na seguinte
forca entre os elementos de corrente Ile; e ]1dl_i (em linguagem vetorial mo-
derna e no Sistema Internacional de Unidades):

PFA = —i‘img% [2(dF; - dly) — 3(f1z - dEy) (1o - dla)| = —d2Ff . (3.1)
m 12

Talvez o principal aspecto a ser ressaltado na forca de Ampere seja o fato de
ela satisfazer a lei de agao e reacao na forma forte, qualquer que seja a posicao e
orientagao relativa entre os dois elementos de corrente. Isto é, dQﬁﬁ = —dzﬁé
e dQﬁﬁ é paralelo a 715 qualquer que seja o valor de dl_i . dl_;, 719 dl_i e T2 -dl;.

Os resultados finais de Ampere descrevendo suas pesquisas, seu trabalho
principal, estdo nas Memoérias da Academia de Paris do ano de 1823. Apesar
desta data, este volume s6 foi publicado em 1827. Na versao publicada foram
incorporadas comunicacoes que ocorreram apds 1823. Com certeza pelo menos
parte do artigo de Ampere foi escrito em 1826, embora ele contivesse resultados
que haviam sido obtidos anteriormente, pois ele mencionou neste artigo a data
de sua composicao: 30 de agosto de 1826. Este trabalho também foi publicado
na forma de livro.® Existe uma traducao parcial para a lingua inglesa,” assim
como uma traducao completa e comentada em lingua portuguesa.®

6[Amp26] e [Amp23].
"[Amp65].
8[Cha09] e [AC11].
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De acordo com Whittaker,? este trabalho de Ampere “é uma das memérias
mais célebres na historia da filosofia natural.” A admiracao de Maxwell pelo
trabalho de Ampere e por sua forca entre elementos de corrente apresentada
na equagao (3.1) foram expressas nestas palavras (nossa énfase):°

A investigacao experimental pela qual Ampere estabeleceu as leis
da acao mecanica entre correntes elétricas é um dos feitos mais
brilhantes na ciéncia. O conjunto de teoria e experiéncia parece
como que se tivesse pulado, crescido e armado, do cérebro do ‘New-
ton da eletricidade’. Ele é perfeito na forma, e de acuréacia irre-
futavel, e estd resumido em uma formula a partir da qual todos os
fenomenos podem ser deduzidos, e que tem de sempre permanecer
como a férmula cardeal [mais importante] da eletrodinamica.

Infelizmente os livros didaticos modernos que tratam do eletromagnetismo
tanto em niveis de graduagao quanto de pds-graduagao nao seguiram este ponto
de vista de Maxwell, j& que a equacao (3.1) nao aparece em praticamente
nenhum deles.

Existem diversos trabalhos com uma biografia de Ampere e com uma dis-
cussao detalhada de seu trabalho.!!

3.2 Deduzindo a Forca de Ampere entre Ele-
mentos de Corrente a Partir da Forca de
Weber entre Cargas

Weber partiu da forga de Ampere entre elementos de corrente, equagao (3.1),
assim como da forga de Coulomb, equagao (1.9), para chegar em sua forca
entre cargas pontuais em 1846. Usou também a hipétese de Fechner'? de
que a corrente elétrica em cada elemento de corrente é constituida de cargas
positivas fluindo em relacao ao fio na direcao da corrente e de cargas negativas
de mesma magnitude que as cargas positivas (dq;— = —dqi4 e dga— = —dga),
fluindo na diregao oposta em relacao ao fio, com uma velocidade de mesma
intensidade (07 = —01, e Uh. = —0y). O caminho seguido por Weber para
chegar em sua forca estd descrito em diversos trabalhos.!?

9[Whi73, pag. 83].

10]Max54, volume 2, artigo 528, pdg. 175], [Cha09, pdg. 5] e [AC11, pags. 15, 32 e 545)].

1 [Lau25], [MS54b], [MS54a], [MS54c], [Tri62], [Pou64], [Tri65], [Wils1], [Blo82], [Gras5a,
pags. 7-22], [Can80], [Whi73, pags. 81-88], [Maxbh4, volume 2, artigos 502-507, pigs. 158—
174] e [O’R65, volume 1, pdgs. 102-113 e volume 2, pdgs. 518-523], [Hof96], [Cha09] e
[AC11].

12[Fec45).

13[Web48a] com tradugio para a lingua inglesa em [Web66f], [Max54, volume 2, capitulo
23] com traducdo para a lingua portuguesa em [Ass92g], assim como [Whi73, pags. 200-211].
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No exercicio 3.1 estd indicado o caminho oposto, ou seja, deduzir a forca
de Ampere dada pela equagao (3.1) a partir da forca de Weber dada pelas
equagoes (2.5) ou (2.12). Para isto, tem-se de usar a relagdo usual entre um
elemento de corrente e as cargas em movimento, relacao também introduzida
por Fechner e Weber, e dada por (no caso de elementos de corrente filiformes
neutros eletricamente):

Ldly = dgy Ty +dg 0 = dgry (T4 — 1) , (3.2)

Igdl_; = dQQ+172+ + dq2_772_ = dQQ+(172+ - 172_) . (33)

Nestas expressoes dq;+ e dgas (dg1— e dgo—) sao as densidades de carga positiva
(negativa) nos elementos de corrente [ ldlz e Igdlg, respectivamente. As veloci-
dades ¥, e Uy, (07— e U5_) sdo as velocidades das cargas positivas (negativas)
em relacao ao fio, se houver. Isto é, estas sao as velocidades de deslocamento,
de migracao ou de arraste das cargas elétricas em relacao ao fio condutor.

O ponto mais importante deste exercicio é que se consegue deduzir a
equacao (3.1) sem usar a hipdtese de Fechner de que as cargas positivas e
negativas em uma corrente se movem em direcoes contrarias com velocidades
de mesma magnitude. Hoje em dia sabe-se que esta hipotese nao é correta
e que em um fio metélico usual apenas as cargas negativas (os elétrons) se
movem em relagdo ao fio. Ou seja, partindo da lei de Weber, da equagao (3.2)
e da equagao (3.3), chega-se na equacao (3.1) mesmo quando apenas uma das
cargas se move em relagao ao fio (como no caso de um fio metdlico comum em
que Ty4 = Ty = 0, mas ¥,_ # 0 e %h_ # 0), ou quando ambas se movem em
sentido contrario em relagao ao meio, mas com velocidades de diferente mag-
nitude (como em um plasma gasoso usual em que a razao entre a velocidade
dos ions e dos elétrons esta como o inverso da razao entre as massas, isto é,
v; >~ —(mg/mq)vs). Isto mostra que a forga de Ampere pode ser usada nao
apenas em correntes metalicas, mas também em plasmas gasosos, situagoes de
eletrolise etc.

Um desenvolvimento mais completo deste tema pode ser encontrado em
um trabalho de 1990.1

Na época de Fechner, Weber e Maxwell nao se conhecia a natureza das
correntes e entao a hipétese de Fechner era uma das possibilidades plausiveis.
Em 1879 Edwin Herbert Hall (1855-1938) descobriu que surgia uma diferenga
de potencial em um condutor elétrico, transversal ao fluxo de corrente e a
um campo magnético externo que era aplicado perpendicular a corrente. A
partir do efeito Hall concluiu-se que a corrente nos fios metélicos era devida ao
movimento apenas das cargas negativas, tal que os fons positivos ficavam fixos
em relacdo ao metal.’® Este fato foi fortalecido com a descoberta do elétron

14[Ass90a).
15[0’R65, volume 2, pags. 512-518] e [Whi73, pags. 289-291].
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em 1897 por Joseph John Thomson (1856-1940). Isto mostrou que a hipé6tese
de Fechner era insustentavel. Para muitos cientistas esta descoberta indicava
uma falha na teoria de Weber, ja que eles pensavam que a hipétese de Fechner
estava necessariamente relacionada com a eletrodinamica de Weber através da
forca de Ampere. Mas como veremos no exercicio 3.1, se assumirmos apenas
a neutralidade dos elementos de corrente entao conseguimos deduzir a forga
de Ampere a partir da forca de Weber sem usar a hipdtese de Fechner. Este
exercicio mostra entao que nao existe esta limitagao que alguns apontavam na
teoria de Weber.

Para dar um exemplo de como esta visao errada e deformada da eletro-
dinamica de Weber tem sobrevivido, citamos aqui um trecho do livro do Rohr-
lich de 1965, no tnico pardgrafo em que ele cita a teoria de Weber:'6

A maior parte das ideias neste tempo eram sobre a eletricidade
como algum tipo de fluido ou pelo menos como um meio continuo.
Em 1845, contudo, Gustav T. Fechner sugeriu que as correntes
elétricas podiam ser devidas a particulas de cargas opostas que se
moviam com iguais velocidades em dire¢oes opostas no fio. A partir
desta ideia Wilhelm Weber (1804-1890) desenvolveu a primeira
eletrodinamica de particulas (1846). Ela era baseada em uma lei
de forga entre duas particulas de cargas e; e ey separadas por uma

distancia r,
2
e1€9 r d?r 1 (dr
=220 - (&
r2 [ + c2dt2 2c2 (dt

Esta forga parecia explicar os experimentos (lei de Ampere, lei de
Biot-Savart) mas teve dificuldades tedricas e eventualmente teve
de ser descartada quando, entre outras coisas, ficou insustentavel
manter a hipdtese basica de velocidades iguais em direcoes opostas.

Como acabamos de ver, nao precisamos descartar a lei de Weber pelo fato
de a hipotese de Fechner para as correntes metalicas estar errada. Nao ha uma
conexao necessaria entre a hipdtese de Fechner e a eletrodinamica de Weber,
embora historicamente ambas estivessem ligadas.

Um outro aspecto importante que se pode observar ao realizar este exercicio
é que a expressao (3.1) continua valida em situagdes em que as cargas estao
aceleradas (ndo apenas devido a curvatura dos fios, quando ha aceleragao
centripeta, mas também quando a intensidade das correntes é uma funcao
do tempo). Isto é, ndo é necessario impor que os termos de acelera¢ao sao nu-
los na equagao (2.12) para se chegar na equagao (3.1). Isto indica que a forca
de Ampere pode ser aplicada mesmo em situagdes nao estacionarias quando as

16[Roh65, pag. 9].
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correntes estao variando no tempo (como em circuitos com corrente alternada
ou quando se liga ou desliga a corrente em um circuito).

Deve ser ressaltado que foi utilizada nesta deducao a neutralidade dos ele-
mentos de corrente. Isto significa que a forga de Ampere nao precisa ser vélida,
por exemplo, em situagoes envolvendo dois feixes de elétrons. Neste caso, temos
de comecar com a forca de Weber e nao utilizar a neutralidade dos elementos
de corrente. Este caso mais geral nao sera discutido aqui.

Em geral nao existe uma neutralidade elétrica dos elementos de corrente
de um fio resistivo, mesmo quando a corrente é constante.!” Apesar deste
fato, em geral é possivel supor esta neutralidade ja que a componente da forca
entre elementos de corrente que surge desta nao neutralidade é em geral muito
menor do que a componente da forca que da origem a forca de Ampere.

O fato de se poder deduzir a forca de Ampere entre elementos de corrente
a partir da forca de Weber é um dos principais resultados da eletrodinamica
de Weber.

3.3 Forca de Grassmann entre Elementos de
Corrente

Apesar dos elogios de Maxwell, Whittaker e outros, a forca de Ampere dada
pela equagao (3.1) é pouco conhecida hoje em dia e nao aparece mais em quase
nenhum livro didatico (nem nos elementares em nivel de graduagao, nem nos
avangados em nivel de pds-graduagao). Em vez disto s6 aparece a forca de
Grassmann. Seja um elemento de corrente [ 1dﬁ localizado no vetor posicao 7
em relagao a origem O de um sistema de referéncia inercial S, juntamente com
um outro elemento de corrente Igdl_; localizado em 75. A forca de Grassmann
exercida por 2 em 1 é dada por:

PPFS = Ldl, x dB, , (3.4)
com
>3 Mo 1 T A
dBQ = E%(Igdlg X T12> . (35)

Nesta ultima expressao dBs é o campo magnético no ponto 7 gerado pelo
elemento [le;. Esta expressao de forca foi primeiro apresentada por Grass-
mann em 1845 e seu artigo ja foi traduzido para a lingua inglesa.'®

Grassmann nunca teve uma educagao formal em fisica e matemadtica (estu-
dou como curso superior filologia e teologia). Durante toda a vida foi professor
de matemadtica no segundo grau e nunca chegou a lecionar em uma universi-
dade, embora sempre almejasse isso. Seu principal trabalho cientifico foi o

TAHO7], [AHO9] e [AH13].
18[Gra45] e [Gra65).
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desenvolvimento de uma algebra generalizada em que nao necessariamente va-
liam as propriedades comutativa e a de existéncia do inverso na multiplicagao.
Publicou suas descobertas algébricas em um livro em 1844 (apenas um ano
depois da descoberta dos quatérnions por Hamilton) e em uma segunda versao
ampliada e melhorada em 1862. E no seu primeiro livro que apareceram clara-
mente pela primeira vez os modernos produtos escalares e vetoriais. Em 1845
publicou sua lei de forca entre elementos de corrente como sendo uma aplicacao
importante de sua algebra generalizada. Aparentemente Grassmann nunca re-
alizou experiéncias em fisica, nem mesmo relacionadas com eletrodinamica.'®

Biot e Savart anunciaram em 30 de outubro de 1820 sua expressao para a
forga magnética exercida por um elemento de corrente ao atuar sobre um polo
magnético.?’ Obtiveram este resultado estudando a interacao de um longo
fio retilineo com corrente ao agir sobre um ima permanente. Fizeram estas
experiéncias motivados, assim como Ampere, pelo antncio da descoberta de
Oersted, antincio este feito em 11 de setembro de 1820, por Arago, na Academia
Francesa de Ciéncias.

Usando a equagao (A.7) podemos colocar a forga de Grassmann na forma:

— o I [ — = . — N —
2FS = —iL L2y - dly) iy — (dly - 1) dly)] | (3.6)
T Ty
Trocando-se os indices 1 e 2, observando que 715 = —79; € que A-B=B-A

resulta:

PFG = Ldly x dB) = —Iydl, % {’%(Ildfl y 74122)}
47 T{9

_ Ko 11[2

=1 2

dly - diy)rs — (dly - 712)dly) # —d*FS . (3.7)

A primeira coisa que se pode observar nestas expressoes é que embora o
primeiro termo da forca satisfaca o principio de acao e reacao e seja paralelo
a 719, 0 mesmo nao acontece com o segundo termo que é paralelo a dly ou a
dl} Este segundo termo nao satisfaz o principio de acao e reacao a nao ser em
alguns casos bem particulares. Isto faz que em muitos casos d2ﬁ201 # —dQﬁg
quando usamos a expressao da forga de Grassmann entre elementos de corrente.
Ou seja, quando se usam elementos de corrente, ha casos em que a expressao
de Grassmann nao satisfaz o principio de agao e reagdo nem mesmo na forma
fraca. Estamos aqui restringindo a andlise ao caso de elementos de corrente,
contudo mais para frente discutiremos o caso de circuitos fechados.

197Cro85.

20[BS20] com tradugdo para a lingua portuguesa em [ACO06], [BS24], [BS65b], [BS65a],
[Whi73, pags. 81-88], [Tri62, especialmente as péaginas 453-455], [Cha09, capitulo 5: As
contribuigoes de Biot e Savart] e [AC11, capitulo 6: As contribuigoes de Biot e Savart].
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3.4 Deduzindo a Forca de Grassmann entre
Elementos de Corrente a Partir da Forca
de Maxwell-Lorentz

Nesta se¢ao vamos mostrar como se chega na equagao (3.4) usando a forga de
Maxwell-Lorentz dada pela equagao (1.29). Novamente o caminho histérico
foi o inverso, ja que Maxwell e Lorentz conheciam a forga de Grassmann e
partiram dela fazendo a substituicao de I dl por qv para chegar na componente
magnética de suas forcas, embora Lorentz, em particular, nao tenha citado o
nome de Grassmann em seus trabalhos.?!

Assim como no caso de Weber e do exercicio 3.1 supomos que nos dois
elementos de corrente haja cargas positivas e negativas dgiy, dqi—, dgay e
dqg Vamos supor que o elemento de corrente I2dl2 gere um campo elétrico
dE, (caso ele nao seja neutro) e um campo magnet1co dB,. Somando as forcas

(1.29) sobre as cargas positivas e negativas de [ 1dl1 resulta:

d2ﬁ21 = (dql+ + dql_)dEQ + (dq1+171+ + dql_Ul_) X dég . (38)
Impondo a neutralidade elétrica dos elementos de corrente (dg;— = —dq 4
e dga— = —dqay) resulta que o primeiro termo da equacgao (3.8) se anula ja que

dqi+ + dg;— = 0 e também dEs = 0. Usando a equacio (3.2) se chega entao
na equagao (3.4), que era o que queriamos provar. Para se chegar na equagao
(3.6) é necessério ainda algo como o campo magnético devido a um elemento
de corrente dado pela equagao (3.5). Esta equagdo relaciona as correntes nas
fontes com os campos magnéticos que elas geram. Ver ainda o exercicio 3.2.

Uma deducao da forca de Grassmann a partir da forca de Liénard-Schwarzs-
child se encontra no exercicio 3.3.

3.5 A Forca de Ampere Contra a Forca de
Grassmann

Nesta secao vamos comparar as forcas entre elementos de corrente obtidas por
Ampere e Grassmann.

O primeiro aspecto a ser salientado e que ja foi comentado anteriormente
é que a forca de Ampere dada pela equagao (3.1) sempre satisfaz a terceira
lei de Newton (aca@o e reagao). Além disso, ela satisfaz a lei de acao e reagao
na forma forte, ja que a forca entre os elementos de corrente sempre aponta

21Max, pag. 342, equacdo (77)], [Max65d, equacdo (77)], [Max65, pdg. 484, equacio
(D)], [Max65a, equagao (D)], [Max54, Vol. 2, §8598-599, pags. 238-241, equacdes (B) e
(10)], [Lor95], [Lorlh, pags. 14 e 15] e [O’R65, volume 2, pdg. 561], [Ass13, Segdo 14.5:
Origens e Significados da Velocidade ¥ que Aparece na Forca Magnética qv x E] e [Assld,
Secao 15.5: Origens e Significados da Velocidade ¢ que Aparece na Forca Magnética qv x E]
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ao longo da reta que os une, nao importando a orientacao dos elementos de
corrente. J4 a lei de Grassmann dada pelas equagoes (3.6) e (3.7) ndo satisfaz
em geral o principio de agao e reagao nem mesmo na forma fraca. Um exemplo
em que isto ocorre estd apresentado na figura 3.1 (ver o exercicio 3.4).

Ild_fl ?
e N B { 1y,

Figura 3.1: Elementos de corrente ortogonais.
Pela forca de Ampere temos:

PF) =dPPF4 =0 . (3.9)

Ja por Grassmann resulta que

=1e} to I11s - =
d°Fy = - T—%lel dly #0 , (3.10)
€
PPEG =0 . (3.11)

Isto é, de acordo com a forca de Grassmann o elemento [ \dl; ndo fard forca
em _[le_;, enquanto que ]le; fara uma forga nao-nula em Ildl;.

Apesar de alguns livros diddticos apresentarem este exemplo, é usualmente
argumentado que elementos de corrente nao existem e que na realidade te-
mos apenas correntes fechadas, quando entao também Grassmann satisfaria o
principio de acao e reagao. Como veremos neste capitulo, a situacao real pode
nao ser bem assim.

O préximo aspecto que vamos discutir aqui é o caso da forca entre dois
elementos de corrente paralelos e colineares, ver a figura 3.2.

Figura 3.2: Elementos de corrente colineares e paralelos.

Usando as equagoes (3.1) até (3.7) obtemos (ver o exercicio 3.4):

= Mo dlldlg R —
PFa = phb g ~he = —d'Fy, (3.12)

PPES =0 = d*FS . (3.13)
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Neste caso particular vemos que a expressao de Grassmann satisfaz o
principio de acao e reacao nao prevendo nenhuma for¢a de um elemento sobre
o outro. Por outro lado, a expressao de Ampere também satisfaz o principio de
acao e reacao mas preve uma forca de repulsao entre os elementos de corrente.
E é usando exatamente este fato que tem sido realizada recentemente uma série
de experiéncias com circuito Uinico para se tentar distinguir experimentalmente
estas duas forcas.

Antes de chegar a este ponto, vamos discutir um fato importante que mostra
o motivo pelo qual se pensou por muito tempo serem indistinguiveis estas duas
forgas.

Este fato pode ser expresso assim: A forga de um circuito fechado de forma
arbitraria atuando em um elemento de corrente de um outro circuito é a mesma
quando calculada pela forga integrada de Ampere ou pela forca integrada de
Grassmann. A principal razao explicando este fato é que a diferenca entre as
forgas de Ampere e de Grassmann, ou seja, a equacao (3.1) menos a equagao
(3.6), gera uma diferencial exata, cuja integral ao longo de todo o circuito Cy
¢é nula.

Uma prova deste fato marcante se encontra no livro de Tricker.?? Uma ou-
tra prova, usando propriedades mais avancadas do célculo vetorial, se encontra
delineada no exercicio 3.7.

Seguem a seguir alguns teoremas (ver o exercicio 3.5) e resultados impor-
tantes utilizados no exercicio 3.7:

1 1 r
Vi— = —V,— = -2 (3.14)
12 12 19
Vi Xt =VyXip=0, (3.15)
. di Lp
Vo(frz - dl) = — 2 4 (frg - dly) 22 | (3.16)
12 12
Lo dl L7
Vi(fiz - dly) = — — (i1a - dlz)rﬁ , (3.17)
12 T12
R A
V1(7’12'dl1)—*1—(7”12' 1)£
12 12
1
+ 7[(1’1 — xQ)Vldllz + (yl — yg)Vldlly + (Zl — Zg)vldllz] s (318)

12

- dly o7
Vo(f1s - dly) = — 22 4 (i1g - dly) 22

12 T12

22[Tri65, pags. 55-58).
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1
+ T[(l'l — {['Q)nglgx + (yl — yQ)Vlegy + (Zl — ZQ)VleQZ] s (319)
12
Vi (dly - dly) = dlyyVidlyy + dly,Vdly, + dly.Vidly. (3.20)
€
Vao(dly - dly) = dl1yVadlay + dly, Vodlyy + dly.Vadls, | (3.21)

Embora possa parecer que Vidly, = 6, isto nem sempre é verdade. Por
exemplo, vamos supor uma espira circular de raio R = (22 +y?)!/2 centrada na
origem e na qual circula uma corrente no sentido anti-horario. Logo, usando
coordenadas polares:

dly = (Rd#)#, = RdO(jj cos 6y — & sen by)

- “ X1
_ Rd@[ + }
(x4 y3 )1/2:5 (¢} +y1)1/2y

Com a equacgao (A.13) resulta entao:
Vidli, = —de( 9y + ya?”) = df ( it y> £0 . (3.23)
0xy oy Y1

Concluindo esta secao, vimos que a forca de um circuito fechado C'y de forma
arbitraria agindo sobre um elemento de corrente / 1dﬂ de um outro circuito tem
o mesmo valor de acordo com as expressoes de Ampere e de Grassmann (ver
o exercicio 3.7). Isto significa que neste caso podemos escrever:

. - Iodly x 7
dFp o =dEG =Tl X (iﬂ 750 2 w) . (3.24)

Nesta tultima forma pode-se ver facilmente que a for¢ca de um circuito fe-
Chado atuando em um elemento de corrente é ortogonal a este elemento, ja que
se C = A x B entao o vetor C é ortogonal tanto ao vetor A quanto ao vetor B.
Este fato marcante foi obtido experimentalmente pela primeira vez por Ampere
e representa seu terceiro caso de equilibrio, sendo que Ampere também foi o
primeiro a chegar nesta conclusao teoricamente utilizando a forma integrada
de sua forca.?> Em suas préprias palavras:®*

23[Cha09, segao 7.3, pags. 131] e [AC11, segoes 7.6, 10.1 e 10.4, pdgs. 151, 177 e 191].
24[Amp26, pag. 25|, [Amp23, pag. 197], [Tri65, pag. 170], [Cha09, pag. 189] e [ACIL,
pag. 381].
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Disto tiraremos esta consequéncia geral, [a saber,| que a agao de um
circuito fechado, ou de um conjunto qualquer de circuitos fechados,
sobre um elemento infinitamente pequeno de corrente elétrica é
perpendicular a esse elemento.

3.6 Deduzindo as Equacoes de Maxwell

Nesta secao vamos tratar da deducgao da lei circuital magnética a qual, como
vimos na sec¢ao 1.4, é usualmente chamada de lei circuital de “Ampere.” Este é
o nome dado a equagao (1.41), algumas vezes sem o termo em d®g/dt. Vamos
também deduzir outra das equacoes de Maxwell, isto €, a lei de nao existéncia
de monopolos magnéticos, equacao (1.42). Para deduzir estas duas leis vamos
seguir o procedimento apresentado por Jackson.?

Como ja vimos na segao 1.4 (ver também o exercicio 1.3), esta lei circuital
magnética (1.41) pode ser deduzida diretamente da equagao (1.33). Vamos
entdo nos concentrar na dedugao desta lei e da equagao (1.34) a partir da
forca entre elementos de corrente. O principal resultado a que Ampere chegou
em suas extensas e precisas pesquisas experimentais foi na sua forca entre
elementos de corrente dada pela equacao (3.1). Tudo o mais que ele fez foi a
partir desta forga. Veremos que se pode deduzir as equagoes (1.33) e (1.34) a
partir desta forca desde que se assuma também a equacao de conservacao de
cargas dada pela equagao (1.37).

Na formulagao de Maxwell ha apenas correntes fechadas (imas interagindo
com imas, imas interagindo com correntes fechadas, correntes fechadas intera-
gindo com outras correntes fechadas etc.). Vamos entao tratar com a equagao
(3.24), que é deduzida tanto da forca de Ampere, equagao (3.1), quanto da
forga de Grassmann, equacao (3.6). A equagao (3.24) pode ser escrita como

—

dF, = Idl, x B, (3.25)

5 em ]1df1

onde definimos o campo magnético By devido a um circuito fechado Cs por:

= Ho > T12
By = — Ldly x == . 3.26
2T 4n Jo, r?, ( )

Em geral temos muitos circuitos interagindo com Ldl;. Em muitas si-
tuagoes teremos correntes distribuidas sobre um volume como nos circuitos
reais que nao sao filiformes.

Substituindo entao _[le_; por JdVy e integrando a expressao do campo
magnético gerado pelo circuito 2 em todo o espaco, podemos obter o campo
magnético atuando no ponto onde se encontra o elemento Ildl_i (ou jidVﬂ
como sendo dado por:

25[JacTs, segao 5.3].
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B, =12 [ [ [T 0 « 2y, (3.27)
7"12

Nesta expressao deixamos J depender nao s6 da posicao no circuito mas
também do tempo ja que queremos tratar do caso geral das intensidades das
correntes podendo variar explicitamente no tempo. Apesar disto, vamos supor
os circuitos fixos no espaco de tal forma que 713, 72 € 112 nao dependam do
tempo.

Da equagao (A.15) resulta que podemos escrever 715/7%, como —V(1/715).
Como V; s6 atua na variavel 1, este operador gradiente pode ser tirado da
integral. Utilizando as equagoes (A.4) e (A.21) resulta que:

B, 1) =22 V1 x (///‘7(722”&/'2) . (3.28)

Aplicando o divergente em ambos os lados desta equacao e usando a equagao
(A.27) obtemos a equagao (1.34) da nao existéncia de monopolos magnéticos.
Ou seja, deduzimos uma das equagoes de Maxwell a partir da forca entre ele-
mentos de corrente de Ampere depois de integrada para um circuito fechado.
Deve-se observar que para chegar a este resultado nao foi necessario utilizar a
equacao de conservacao de cargas.

Agora seguimos a mesma linha de raciocinio para deduzir outra das equagoes
de Maxwell, a lei circuital magnética, a partir da forca de Ampere.

Aplicando agora o rotacional em ambos os lados desta equacao e usando
as equacgoes (A.29) e (A.18) obtemos o seguinte resultado:

. . . 1
Y, x B(R, 1) = “v1<///J-v1dv2>
41 T12
o g 1
- ”—///J(rg, HV2E—dV; . (3.29)
47 T12

Para resolver esta segunda integral é necessario usar um outro resultado
da anélise vetorial, a equacao (A.38). Usando também a equacao (3.14) na
primeira integral da equacao (3.29) obtemos:

Vl X E(Fl, t) :/Loj(f’i, Vl///J 7”2, Qid‘/é . (330)

T12

S6 falta agora obter a ltima integral. Usando novamente a equagao (A.18)
junto com o teorema de Gauss, equagao (A.32), obtemos:

///J 7’2, VQid‘/Q // TQ’ dag // Vg J(Tg, )d‘/Q
12 12

(3.31)
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Lembrando que estamos integrando em todo o espaco, resulta que a integral
de superficie que aparece na equagao (3.31) é feita no infinito. Supondo que o
circuito 2 é limitado no espago e que nao se estende ao infinito, vem entao que
esta integral é nula.

A equagao (3.30) fica entao na seguinte forma:

, . . 1 -
Vi x B, 1) = po (7, t>+’iv1// - (i, )dVs . (3.32)
47 T12

Até aqui estamos seguindo o procedimento apresentado por Jackson na
secao 5.3 de seu livro Eletrodinamica Cldssica.?® Neste ponto Jackson afirmou
o seguinte:?”

Mas para fenomenos magnéticos de equilibrio [steady-state] V- J =
0, de tal forma que obtemos V x B = 47J /c Esta é a segunda
equacao da magnetostatica, correspondendo a V - E = 4mp na
eletrostatica.

Entao na secao 6.3 de seu livro, Jackson afirmou que o sistema de equagoes
de Maxwell com a lei circuital de “Ampeére” na forma V x B = 47J, Jc é
inconsistente no que diz respeito a equacao de conservacao de cargas. Jackson?®
afirmou que “a equacao com defeito é a lei de Ampere.” Entao ele disse que:?

Foi necessario o génio de J. C. Maxwell, estimulado pelas ob-
servacoes de Faraday, para ver a inconsisténcia destas equacoes
e para modificd-las em um conjunto consistente.

De acordo com Jackson, Maxwell substituiu entao J na lei circuital de
“Ampere” por J + (9D/dt)/4r de tal forma que ela ficou matematicamente
consistente com a equagao de conservacao de cargas V - J + dp/ot = 0.

A impressao que ficamos com estas afirmativas do Jackson (algo semelhante
se encontra na maioria dos livros didaticos) é que Ampere chegou em V x B=
1o € que Maxwell modificou esta expressao para V x B = p,.J + (OE/0t) /2,
de tal forma que esta equagao ficasse consistente com a equacao de conservacao
de cargas V - J + dp/0t = 0 através da lei de Gauss V - E = p/Eo-

Mas esta nao é a situagao real. Em primeiro lugar, Ampere nunca chegou
a equacao V X B = ,uof. O primeiro a chegar a esta equacao foi o proprio
Maxwell, em 1855, vinte anos apdés a morte de Ampere.?® Entao Maxwell

26[Jac75, segao 5.3].

27[JacT5, pag. 174]. Deve ser lembrado que Jackson utiliza o sistema de unidades Gaus-
siano.

28[JacTh, pag. 217].

29[JacTh, pag. 217].

30[Max65c] e [Whi73, pags. 242-245].
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generalizou ou corrigiu a si mesmo em 1861 e 1864 escrevendo V x B= uoj +
(OE/0t) /2.

Voltando onde Jackson havia parado na se¢ao 5.3 de seu livro, ou seja, na
equacao (3.32), vamos utilizar agora a equagao de continuidade ou conservagao
de cargas, (1.37). Como vimos na se¢ao 1.4, Kirchhoff j& havia trabalhado com
a equagao de conservacao de cargas em 1857, ou seja, em uma época anterior
aos principais trabalhos de Maxwell sobre eletromagnetismo. Utilizando que
J = pU e que J/0t pode sair da integral pois nao atua em 719, j4 que os
circuitos estao fixos no espaco e esta é apenas uma derivada parcial, resulta
das equagoes (1.37) e (3.32) que:

5_ 7 MO ///p(Fz, t)
B = - ——= ——=dV, . .
Vix B = p,J - v, v, (3.33)
Das equagoes (1.13), (1.15) e (1.36) obtemos:

Vi x B, 1) = pod (7, £) + Clzaaf(ﬂ, " (3.34)

E esta é a equacao (1.33) que queriamos deduzir.

Esta deducao assumiu circuitos estacionarios. Nao pretendemos tratar aqui
do caso de fontes e detectores em movimento. Existem outros trabalhos com
uma discussao geral do tema desta secao incluindo muitas referéncias a artigos
importantes.?!

O fato que deve ser ressaltado nesta deducao é que para se chegar na
equacao (1.33) foi usada, além da forca de Ampere entre elementos de corrente,
a equacao de conservagao para cargas elétricas. Isto mostra que a lei circuital
magnética pode ser deduzida ou do campo magnético devido a um elemento de
corrente, equagoes (1.18) e (3.5), ou da for¢a de Ampere na forma das equagoes
(3.25), (3.26) e (3.24), desde que se assuma também a equagao de conservacao
de cargas. E importante ressaltar que a corrente de deslocamento, o termo em
OE /9t nas equacdes (1.33) ou (3.34), j4 surge naturalmente nesta deducdo. E
ja vimos no capitulo 1 como se chega a lei circuital magnética integrada, ou
seja, na equagao (1.41), a partir desta forma diferencial.

Recapitulando, no capitulo 2 haviamos visto que da forca de Weber se
chega a forca de Coulomb e que a partir da forca de Coulomb se chega a lei
de Gauss, a primeira das equagoes de Maxwell. Neste capitulo vimos que da
forca de Weber entre cargas se chega na forga de Ampere entre elementos de
corrente. Acabamos de ver que a partir da forca de Ampere se chega nas
outras equacoes de Maxwell: a lei circuital magnética e a lei de nao existéncia
de monopolos magnéticos. Para completar a prova da compatibilidade da forga
de Weber com as equacgoes de Maxwell s6 falta deduzir a partir de Weber a lei
de indugao de Faraday. Este é o assunto do capitulo 4.

3LTWMS8Y), [Jef90] e [GHI1].
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3.7 Experiéncias

Nesta secao discutimos rapidamente aspectos experimentais relacionados com
a controvérsia forca de Ampere versus forca de Grassmann.

Neste capitulo vimos que a for¢a de um circuito fechado sobre um elemento
de corrente de um outro circuito é a mesma de acordo com Ampere e com Gras-
smann, equagao (3.24). Isto significa que se estamos considerando a interagao
entre dois ou mais circuitos fechados, entre dois ou mais imas, ou entre cir-
cuitos fechados e fmas, nao podemos distinguir entre Ampere e Grassmann.
Esta semelhanca das duas forcas neste caso levou muitos cientistas a pensarem
que ambas as forcas sempre dariam o mesmo resultado em todas as situacoes
experimentais. Aliando-se a isto o fato de que a forca de Grassmann é muitas
vezes mais facil de integrar do que a forca de Ampere, fez com que ao longo
do tempo a forca de Ampere fosse sendo deixada de lado em favor da forca de
Grassmann.

Cremos que outro motivo para a forca de Ampere entre elementos de cor-
rente ter sido praticamente abandonada na maioria dos livros didaticos atuais,
nao sendo nem mesmo mencionada, é que a teoria da relatividade restrita é ba-
seada no conjunto das equagoes de Maxwell mais a forca de Maxwell-Lorentz.
Acontece que a for¢a de Grassmann é compativel com a for¢a de Maxwell-
Lorentz (basta substituir Idl, por ¢:% na equagio (3.4)), enquanto que a
forga de Ampere nao o é. Devido ao sucesso e popularidade da relatividade
restrita, tudo aquilo que nao era compativel com a forca de Maxwell-Lorentz
foi abandonado. Sé que nos ultimos anos as forcas de Ampere e de Weber tém
voltado a ser consideradas seriamente por motivos experimentais que indica-
mos neste livro. No que diz respeito a forca de Ampere, a situacdo comecou
a mudar com um trabalho experimental publicado no periédico Nature em
1982 que demonstrou a propulsao por jatos na direcao em que a corrente flui
na interface entre condutores liquidos e sélidos.?? Este artigo mostrando ex-
periéncias que s6 podiam ser explicadas em termos de forgas longitudinais (que
nao podiam existir de acordo com a for¢a de Grassmann) renovou o interesse
na forca de Ampere e estimulou um grande nimero de novas experiéncias re-
lacionadas com este assunto extremamente importante.

A existéncia de forgas longitudinais havia sido enfatizada pelo proéprio
Ampere que elaborou o assim chamado experimento da ponte de Ampere para
mostrar a existéncia destas forcas. A experiéncia da ponte de Ampere tem
sido discutida ao longo dos anos por diversos autores.3

Hoje em dia ha vérias experiéncias que tentam evidenciar a existéncia de
forcas longitudinais. Para muitos cientistas esta evidéncia experimental seria
uma prova irrefutavel da forca de Ampere e uma refutagao da forca de Grass-

32[Gra82b).

33[Maxb4, volume 2, artigos 686688, pags. 318-320], [GG93], [Gra94], [GGI6], [BAIS],
[BAO1], [Cha09, secao 7.2: A experiéncia da ponte de Ampere] e [AC11, se¢ao 8.2: A
experiéncia da ponte de Ampere].
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mann. Outros acham que mesmo no caso de circuitos tinicos em que se estuda
a forca de parte do circuito no restante dele mesmo, a forca de Ampere vai
dar o mesmo resultado que a forca de Grassmann.?* Se este for o caso, entao
as forcas longitudinais demonstradas por estas experiéncias teriam de ter uma
origem diferente (que nao seja a forca de Ampere), sé que esta outra origem é
até agora desconhecida.

Existem varios autores que apresentam experiéncias e discussoes teodricas
sobre este tema, com vérios pontos de vista diferentes.?

Terminamos este capitulo com o julgamento de Maxwell sobre todo este
assunto. Ele conhecia ndo apenas a forga de Ampere, equagao (3.1), mas
também a forca de Grassmann, equagoes (3.4) a (3.6), que é de 1845.3¢ Ele
também conhecia o resultado da equagao (3.24) segundo o qual a forga de
um circuito fechado de forma arbitraria ao atuar sobre um elemento de cor-
rente de um outro circuito tem o mesmo valor de acordo com Ampere e com
Grassmann. Ha muitas outras forcas entre elementos de corrente que diferem
da forca de Ampere por uma diferencial exata de tal forma que elas também
chegam na equacao (3.24) apds serem integradas para circuitos fechados. O
proprio Maxwell apresentou duas outras leis de forca entre elementos de cor-
rente que eram diferentes da forca de Ampere e da forca de Grassmann mas
que chegavam na equacgao (3.24) para a forga de um circuito fechado sobre um
elemento de corrente de um outro circuito. Apéds discutir as forcas de Ampere,
de Grassmann e suas duas expressoes para a forca entre elementos de corrente,
Maxwell apresentou a seguinte analise:*”

Destas quatro suposicoes a de Ampere é sem duavida a melhor, ja
que ela é a unica que faz com que a forca nos dois elementos seja
nao apenas igual e oposta mas ao longo da reta que os une.

3.8 Exercicios

1. Neste exercicio vai-se deduzir a forca de Ampere entre elementos de cor-
rente, equacao (3.1), a partir da forca de Weber entre cargas elétricas.
Este exercicio estd baseado em um trabalho de 1990.3%

34[BA98] e [BAO1].

35[Rie66], [Nor07], [Herll], [Her21], [Her23], [Gra90a], [Gra82b], [Gra82a], [Gra83a],
[Gra83b], [Grag4], [Gra85b], [Gra86], [Gra87d], [Gra87c], [Gra87al, [GG85], [GG6], [GGI2],
[GTMO90], [Moy89b], [Moy89a], [Moy89c], [Wes87b], [Wes87a], [Wes89], [Wes90b], [Wes91,
capitulo 6], [Nas85], [Nas85], [Pap83], [Pap90], [Ass92f], [RS92], [Phi90a], [Phi93], [PP9I0],
[RS92], [Aze86], [Asp86], [PMS85], [Jol85], [Ter85al, [Ter85b], [Chr87], [Chr89], [Peo88],
[Str89], [Cor89], [Whi88], [Ram91], [Sau9l], [Sau92], [GGI3], [Gra94], [GGI6], [BAIS],
[BAO1], [Cha09], [AC11] etc.

36[Max5b4, volume 2, artigo 526, pag. 174].

37[Max54, volume 2, artigo 527, pag. 174].

38[Ass90a].
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A forma mais facil de fazeé-lo é usando a forca de Weber na forma da
equagao (2.12). Suponha entdo cada elemento de corrente Iidl:- como
consistindo de cargas positivas e negativas, dg;. e dg;_, o mesmo valendo
para o elemento de corrente defj, figura 3.3.

Figura 3.3: Elementos de corrente.

Suponha ainda que estas cargas estejam deslocando-se em relacao a um
referencial inercial com velocidades v;; e vU;_, e aceleracoes a;, e a;_,
respectivamente:

Vamos supor circuitos filiformes tais que as densidades lineares de carga
sejam dadas por A1, A1, Aoy e Ay_. Isto significa que a quantidade de
carga em cada elemento de corrente é dada por dg;y = A\ dly, dg,— =
A_dly, dgor = Aoidly e dga— = Ao_dls. Suponha também que eles sao
neutros eletricamente, isto ¢, d¢,_ = —dg;., ou \;_ = —\;».. Embora
esta suposicao nao seja verdade em geral para condutores resistivos,* os
efeitos que surgem da nao neutralidade dos elementos de corrente sao em
geral pequenos e podem ser desprezados neste exercicio. Como os ele-
mentos de corrente tém tamanho ou comprimento infinitesimal (podendo
ser, por exemplo, do tamanho tipico de um atomo ou do espacamento

da rede cristalina, o que é algo muito pequeno) resulta: 7, = 7;_ = 7.

(A) Obtenha a for¢a do elemento 2 no elemento 1 somando as quatro
componentes da forca:

d2ﬁ21 = d2ﬁ2+, 1+ + d2ﬁ2+, -+ d2ﬁ2—, 1+ + d2ﬁ2—, - -
Observe que no resultado final a parte coulombiana e a parte de ace-
leragao na equagao (2.12) vao a zero.

(B) Finalmente, utilize as equagoes (3.2) e (3.3) para colocar o resultado
da parte (A) na forma da equacao (3.1).

39[AHO7], [AH09] e [AH13].
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2. Neste exercicio vai-se deduzir a forca de Grassmann dada pela equacao

(3.4) a partir da forga de Maxwell-Lorentz dada pela equagao (1.29).
(A) Suponha as mesmas coisas que no exercicio 3.1.

(B) Obtenha a for¢a do elemento 2 no elemento 1 somando as quatro
componentes da forga, como no exercicio 3.1, mas agora usando a equagao
(1.29) em vez da for¢a de Weber.

(C) Use a equagao (3.2) para colocar este resultado na forma da forca de
Grassmann dada pela equagao (3.4).

. Agora vamos deduzir a for¢a de Grassmann a partir da for¢a de Liénard-

Schwarzschild.

(A) O campo magnético do eletromagnetismo classico é dado pela se-
gunda chave da equagao (1.53) em fungao da velocidade da carga fonte.
Suponha elementos de corrente neutros eletricamente, dgs— = —dgqs €
dqoy = Aoy dly, onde dly é o comprimento do elemento de corrente. Some
as contribuicoes das cargas positivas e negativas ao campo magnético
e use a equacao (3.3) para chegar ao campo magnético devido a um
elemento de corrente dado pela equagao (3.5).

(B) Agora vai-se usar toda a expressao (1.53). Suponha elementos de
corrente neutros e que dgs. = —dqoy = —Aoydly, dgi- = —dgiy =
—A14dly. Some entao as forgas entre os pares de carga usando a equagao
(1.53) para chegar a forga de Grassmann, isto é:

d*Fy} = d2ﬁ2+,1+ + d2ﬁ2+,1— + d2ﬁ2-,1+ + d2ﬁ2_71_ .

Nesta expressao dQI*:ﬁ é dado pelas equagoes (3.4) e (3.5), ou pela equagao
(3.6). Para chegar a este resultado use ainda as equagoes (3.2) e (3.3).
Este exercicio ilustra mais uma vez que a partir da forca de Maxwell-

Lorentz ou da forga de Liénard-Schwarzschild se chega a forca de Gras-
smann e nao a forca de Ampere.

. (A) Use as expressoes (3.1) e (3.6) para calcular a forga exercida pelo ele-

mento Igdl_; no elemento I;dl; usando Ampere e Grassmann na situacao
mostrada na figura 3.1. Em seguida use as equagoes (3.1) e (3.7) para
calcular a forga de [ 1dl; em Ldly e confirme que enquanto para Ampere
vale o principio de agao e reagao, o mesmo ja nao ocorre com Grassmann.

(B) Repita o procedimento anterior no caso da figura 3.2. Nesta situacao,
apesar de haver acao e reagao tanto para Ampere quanto para Grass-
mann, vai haver uma repulsao entre os elementos de corrente de acordo
com Ampere e nenhuma repulsao ou atracao de acordo com Grassmann.

. Prove usando componentes retangulares cartesianas as relagoes (3.14) a

(3.21).
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6. Uma funcdo que vai ser usada no proximo exercicio e no capitulo 4 é
dada por:

(F1g - dly) (Fr - dl)

Ca 12

G =

(A) Use o teorema de Stokes, equagao (A.33), e as relagoes (A.21) e
(3.15) para colocar G na forma

o~ L)

(B) Use V(fg) = fVg+ gV [, arelacio (3.16) e o fato de 715 X 715 = 0,

para mostrar que:
.
a=-[] <dz1x§2)-daz.
S2 T12

(C) Use a segunda igualdade da equagao (3.14), a equagao (A.21) e no-
vamente o teorema de Stokes dado pela equacao (A.33) para mostrar
finalmente que:

X flg} . d(ig .

G:?{ dlldlg '
Ca

T12

(D) Mostre que

H= (12 - dIy) (fm'dl;):?{ dly - dly
C1

C1 r12 12

7. O objetivo deste exercicio é mostrar que a forca de um circuito fechado
sobre um elemento de corrente de um outro circuito é a mesma quando
calculada pela forca de Ampere ou pela forca de Grassmann.

Apés integrar no circuito 2, as equagoes (3.1) e (3.6) podem ser escritas

COmao:
dft = Morr 94, - 34,)
Co em Iydly 47T 142 1 2)
€
dF¢ = Feppn A - A
Co em I1dly A 142 1 3)

onde
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Y N D
= dly - dly)—-
1 fé (dly 2)7“%2 )
_'2 = j{ (P12 - dl—i) (P12 - dl—é)@ )
C2 1o
e

. i
Ag = % (7”12 . dll)TQ .
Ca

T12

(A) Usando a equacao (3.14), o fato de que V(fg) = fVg+ gV f, assim
como as relagoes (3.17) e (3.18), mostre que Ay pode ser expressa como
(lembre-se de que como V7 sé atua na variavel 1, este operador V; pode

sair da integral f):

A= v [f T e ] o5, 4,

T12

P1o - dl;
+j€ w [@1 — 22)Vidli; + (Y1 — y2)Vidly + (21 — 22)Vadly,
2

12

+ (T;Q : d@)dﬂ .
Ca

T12

(B) Use o fato de dl poder sair da tltima integral, mais o teorema de
Stokes, assim como as relagoes (3.14) e (A.26), para mostrar que a ultima
integral do lado direito da expressao anterior é nula.

(C) Use os exercicios 3.5, 3.6 e aplique novamente V; em G para mostrar
que (usando a equagao (3.20)):

b

Ca T'12

ViG = —A + [l V1dlyy + dloyVidlyy, + dlo.Vidlyy] -

(D) Jogue os resultados das letras (B) e (C) na letra (A) para mostrar
que:

314)2:1514—1134—14’4,

onde
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. 1 Lz —
i, = ]g { {(m Ly B2 dzw]vldzlx

2 712 12

T {(m : d@)i(y1 —v2) _ dJQy]vldlly

12

n [(fu iy L) dzgz}vldllz} |

12

(E) Lembrando que tudo que tem a ver apenas com a varidvel 1 pode
sair da integral sobre Cs, resulta que a primeira integral de A4 pode ser
escrita como:

L. NP SR
(Vldllx)f 7[( 12 ° dlg) (7”12 . ZE) — (dlg . l’)] .
C2 T'12
Use o teorema de Stokes, equagao (A.33), as relagoes (A.4), (A.21), (3.14)
e (3.15), assim como os fatos de que Vo X & = 0, 712 X 712 = 0 e
Va(f19-2) = [~2 + (F12- &)F12] /712, para mostrar que esta integral é nula.

(F) Mostre que as outras duas integrais de A, também sao nulas. Desta
forma se pode concluir que A4 = 0.

(G) Jogue o resultado da letra (F) na letra (D) para concluir que sao
iguais as forgas de Ampere e Grassmann exercidas por um circuito fe-
chado ao atuar sobre um elemento de corrente de um outro circuito.
Este fato é um resultado da relagao 34, = A + ffg, de tal forma que
21{1 — 31@ = ffl — fio,. Estas relacoes significam que:

AFA dFC — 1dl x (“0 ]( 12‘”2”12) .
Co

Cy em Ldly — %Yy em ndi; T 2
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Capitulo 4

Lei de Inducao de Faraday

4.1 Lei de Faraday

Usualmente se produz corrente elétrica através de uma voltagem ou diferenca
de potencial, como quando ligamos os terminais de uma pilha ou bateria por
um condutor metdlico. Uma outra maneira de gerar corrente elétrica comple-
tamente independente da anterior foi descoberta em 1831 por Michael Faraday
(1791-1867). Este é o assunto deste capitulo.

Faraday nunca teve uma educacao formal em ciéncia e sempre foi um au-
todidata. Chegou a assistir a algumas palestras ptblicas do quimico e fisico
inglés Humphry Davy (1778-1829), sendo que aos 21 anos passou a ser assis-
tente de Davy no seu laboratorio de quimica da Instituicao Real de Ciéncias de
Londres. Foi nesta instituicao que Faraday trabalhou a vida inteira. A partir
da morte de Davy se tornou o diretor do laboratoério. Faraday sempre foi es-
sencialmente um quimico e fisico experimental, sendo que seus conhecimentos
matematicos eram muito restritos. Faraday sempre foi muito influenciado por
Davy e durante uns 10 anos se ocupou principalmente de quimica (eletrdlise,
decomposicao de elementos etc.). Foi a partir de 1820, em seguida a descoberta
fundamental de Oersted, que passou a se dedicar mais ao eletromagnetismo.

A inspiragao para suas pesquisas experimentais foi a tentativa de encontrar
fenomenos na eletrodinamica analogos ao que ocorre na eletrostatica. Ele
sabia que quando se aproxima uma carga elétrica de um condutor neutro (por
exemplo, um metal), a carga induzia uma polariza¢cdo no metal. A parte
do metal mais afastada da carga externa ficava eletrizada com uma carga
de mesmo sinal que a carga externa, enquanto que a parte do metal mais
préxima da carga externa ficava eletrizada com uma carga de sinal oposto ao
sinal da carga externa, figura 4.1. Recentemente discutimos os fundamentos
experimentais e histéricos da eletricidade, reproduzindo com materiais de baixo
custo nao apenas esta experiéncia que influenciou a Faraday, mas diversas
outras.’

1[Ass10b] e [Ass10al.
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a) b)
@ N ‘

Condutor neutro Polarizagio ou

indug@o de cargas

Figura 4.1: Inducao de cargas.

Sua ideia inicial foi a de que se mantivesse uma corrente elétrica proxima
de um outro fio fechado ou préxima de uma chapa metalica, a primeira cor-
rente poderia induzir uma corrente elétrica nestes corpos vizinhos, acreditando
ainda que esta corrente induzida permaneceria enquanto houvesse corrente no
primeiro circuito. Viu experimentalmente que esta ideia nao funcionava, mas
em 1831 fez a grande descoberta de que uma corrente era induzida no circuito
secundario desde que variasse a corrente no circuito primério. Em seguida, ob-
servou que mesmo que houvesse uma corrente constante no circuito primario,
podia induzir uma corrente no secundario desde que houvesse um movimento
relativo entre os dois circuitos. Também se a area de um dos circuitos fosse
alterada seria gerada uma corrente enquanto estivesse havendo a variacao da
area. O trabalho fundamental de Faraday ja se encontra traduzido para a
lingua portuguesa.?

Estes casos de inducao de correntes em um circuito secundario Cy estao
representados na figura 4.2.

a)

b)

C
2 —
V
’ N—s[
© ©

Figura 4.2: Exemplos de inducao de correntes. (A) Variagao de intensidade
da corrente no circuito primério. (B) [ma permanente se aproximando de um
circuito. (C) Circuito se aproximando de um ima. (D) Variagdo da érea de
um circuito em uma regiao de campo magnético.

Na figura 4.2 (A) os circuitos estdao em planos paralelos. Nas figuras (B)
até (D) o eixo norte-sul do ima é normal ao plano do circuito secundério.

Em outros trabalhos Faraday expressou seus resultados dizendo que a cor-
rente induzida I, era devida a uma forca eletromotriz induzida, que representa-
remos por femgs, sendo que esta fems surgiria quando houvesse uma variagao

2[Far11].
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do fluxo magnético sobre a area do circuito secundario em que estava ocorrendo
a inducao. Deve-se lembrar que a fem, embora seja chamada de forca, é uma
voltagem nao eletrostatica cuja dimensao é o Volt (1V = 1kgm?C~1s72). Por
analogia com a lei de Ohm (I = V/R), podemos escrever a lei de Faraday
(quando nao hé baterias ligadas ao circuito) na seguinte forma:

femay
Iy = —— 4.1
2 R2 ) ( )
(&
d d =
f€m12 = —£CI)B = _dt//sl B da2 . (42)

Na equacgao (4.2) o sinal de menos foi colocado para deixar esta lei com-
pativel com a descoberta de Lenz de 1834, que tem a ver com o sentido da
corrente induzida. A lei de Lenz afirma que quando se varia o fluxo magnético
sobre um circuito, a corrente induzida ocorre em um certo sentido tal que a
forga resultante sobre o circuito tende a se opor a variacao do fluxo. Por exem-
plo, suponhamos que haja uma espira circular de raio r centrada na origem,
sobre o plano XY, sem corrente. Caso um ima permanente localizado sobre
0 eixo Z, na regiao z > 0, com o polo norte para baixo e o polo sul para
cima comece a se aproximar da espira, a corrente induzida sera na direcao
anti-horéaria. Ou seja, é como se a espira se transformasse em um pequeno ima
com o polo norte para cima tal que tende a repelir o ima permanente que esta
se aproximando dela. Pode-se dizer que a lei de Lenz exprime o fato de que,
no caso da inducgao de correntes, a natureza se comporta de maneira a evitar
instabilidades. Neste exemplo em particular, caso a corrente induzida fosse no
sentido horario, haveria uma atracao entre o ima e a espira, o que se configu-
raria como uma situacao instavel ja que qualquer perturbacao na posicao do
ima tenderia a crescer indefinidamente.

Maxwell apresentou a lei de Lenz como segue:®

Se uma corrente constante flui no circuito primario A e se, pelo
movimento de A, ou do circuito secundario B, for induzida uma
corrente em B, a direcao desta corrente induzida serd tal que, por
sua acao eletromagnética sobre A, ela tendera a se opor ao movi-
mento relativo dos circuitos.

Os trabalhos de Faraday em eletromagnetismo podem ser facilmente en-
contrados.* Uma boa discussao de seu trabalho pode ser encontrada nos livros
de Tricker e Whittaker.> O trabalho fundamental de Faraday descrevendo sua
descoberta da inducao eletromagnética ja se encontra traduzido para a lingua
portuguesa.’

3[Max54, volume 2, artigo 542, pag. 190].
4[Far52].

°[Tri66] e [Whi73, capitulo 6: Faraday].
6[Far11].
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4.2 Franz Neumann

Além de Faraday e Lenz, outra pessoa importante no desenvolvimento da lei
de indugao foi Franz Neumann. Ele e Weber foram os primeiros a matema-
tizar a lei de Faraday. O objetivo de Neumann era deduzir a lei de Faraday,
equagoes (4.1) a (4.2), partindo da for¢a de Ampere, equagao (3.1). Foi durante
suas pesquisas que introduziu pela primeira vez o potencial vetor magnético A
definido por:

— 0 dly
A7) = ifé L4 (4.3)

o 47 T12

Este é o potencial vetor no ponto 75 devido ao circuito C; no qual flui a
corrente /7. Aplicando o rotacional Vo x em ambos os lados da equagao (4.3),
se obtém o seguinte resultado (usando as equagoes (A.21) e (3.14), lembrando
ainda que o operador Vs s6 atua nas variaveis 2 e, portanto, pode entrar em
$¢,» nao atuando sobre [ 1dﬂ):

7 Ho T12 7
Vox A="—¢ — x Ldl; . 4.4
2 Amc Joy r2, T (44)
Mas este é justamente o campo magnético devido ao circuito 1 (equagao
(3.26) trocando os indices 1 e 2, e lembrando que 791 = —712), isto é:
E(FQ) = Vg X /T, (45)

com A dado pela equacio (4.3). Aplicando este resultado na equagao (4.2) e
usando o teorema de Stokes, equagao (A.33), resulta que se pode escrever a lei
de Faraday dada pela equagao (4.1) com a forca eletromotriz induzida fems
dada na forma (ver o exercicio 4.1):

d S oA\ -
f€m12 — _% C2A'dlg = ]52 (_&f) dlg . (46)

Ou seja, Neumann conseguiu expressar a lei de inducao sem precisar falar no
campo magnético, utilizando apenas seu potencial vetor ff, dado pela equacgao
(4.3).

Neumann também introduziu aquilo que se chama de coeficiente de in-
dutancia mutua, M, dado por:

Lo dly - dl;
M= *i{ ]f . 47
4 Jey Je, 119 ( )

Este coeficiente é independente da intensidade das correntes I; e I. Ele
é, portanto, apenas um fator geométrico que relaciona os dois circuitos. Utili-
zando-se o coeficiente de indutancia mitua M observa-se que a lei de inducao
também pode ser expressa na forma da equacao (4.1) com a fem dada por
(ver o exercicio 4.2):
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femlg = _jt([lM) . (48)

H& ainda uma outra maneira de ver a lei de inducao. Um dipolo elétrico
¢ constituido por duas cargas de mesma magnitude mas de sinais opostos
separadas pela distancia £. O momento de dipolo elétrico é definido por:

p=al (4.9)

onde ¢ é a carga positiva e 7 é o vetor que aponta da carga negativa para a
positiva e cujo modulo é a distancia entre as duas cargas. A energia potencial
deste dipolo em uma regiao de campo elétrico E (isto é, a energia gasta para
trazer este dipolo lentamente do infinito até este ponto sem alterar a distancia
¢ e supondo que E nao dependa do tempo) é dada por:

W=—pE. (4.10)

Em analogia com estes resultados, é possivel definir o momento magnético
de uma pequena espira de area a e corrente I como:

= Tad (4.11)

onde © é o vetor unitario perpendicular a area a e apontando de acordo com
a regra da mao direita. Esta espira funciona como um dipolo magnético. A
energia potencial deste dipolo magnético em uma regiao onde ha um campo
magnético B (isto é, a energia gasta para trazer este dipolo lentamente do
infinito até esta regiao supondo que B nao depende do tempo e que [ e a
permanecem constantes) é dada por:

W=—m-B. (4.12)

No caso de um circuito macroscépico C; na presenca de um campo magnético
B resulta ao se generalizar o resultado anterior que sua energia potencial é dada
por:

W= —11/ B-di, = —L1,M . (4.13)

Este resultado faz com que a forca eletromotriz induzida seja dada por:

d/w

emps = —|—1) . 4.14

fem = G ( 1'2) (4.14)

Na equagao (4.13) a grandeza W pode ser vista como o trabalho que tem

de ser feito contra a forca entre os dois circuitos C; e Cy para separa-los a

uma distancia infinita, supondo que as intensidades das correntes permanegam
constantes.
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Antes de prosseguir, vale lembrar que a forca eletromotriz induzida, fem,
representa uma voltagem ao longo de todo o circuito. Portanto, ela pode ser
representada por ¢ E - dl. Usando este resultado na equagao (4.2) obtém-se:

Femys = jiﬁ-dl} _ //S (-‘f) - ddiy . (4.15)

Do teorema de Stokes, equagao (A.33), resulta entao:

ﬁ OB

Esta é a lei de Faraday na forma diferencial, equagao (1.35). Comparando
ainda a equagao (4.15) com a equagao (4.6), vé-se que a componente do campo
elétrico responsavel pela lei de indugao nao é a componente de Poisson dada
por —V¢, mas sim a componente dada por —8/T/8t, ver o exercicio 1.8.

Terminamos esta secao com as palavras de Maxwell comentando o trabalho
de Franz Neumann (nossa énfase):”

Baseado nesta lei [ou seja, na lei de Lenz] F. E. Neumann® fun-
dou sua teoria matematica da inducgao, na qual ele estabeleceu as
leis matematicas da inducao de correntes devidas ao movimento
do circuito primario ou secundario. Ele mostrou que a grandeza
M, que chamamos de potencial de um circuito sobre o outro, é a
mesma grandeza que o potencial eletromagnético de um circuito
sobre o outro, o qual ja investigamos em conexao com a férmula
de Ampere. Podemos considerar F. E. Neumann, portanto, como
tendo completado para a inducao de correntes o tratamento ma-
temdtico que Ampere tinha aplicado para as suas agdes mecanicas.

4.3 Derivando a Lei de Faraday a Partir da
Forca de Weber

Agora que ja detalhamos alguns aspectos da lei de inducao, vamos deduzi-la

partindo da forca de Weber. H& varios procedimentos para esta deducao, cada

um deles com suas peculiaridades e caracteristicas préprias.” Vamos seguir

mais de perto o procedimento de Maxwell nesta dedugao, embora utilizando a

linguagem vetorial moderna e o Sistema Internacional de Unidades.
Inicialmente citamos as palavras de Maxwell:1°

"[Max54, volume 2, artigo 542, pag. 190].

8 Berlin Akad., 1845 e 1847.

9[Whi73, capitulo 7], [O’R65, volume 2, capitulo 11], [Wes87b], [Wes90b], [Wes90c],
[Max54, volume 2, capitulo 23] (ver sua tradugao para a lingua portuguesa em [Ass92g]).

10[Max54, artigo 856, pag. 486].
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Apb6s deduzir da férmula de Ampere para a agao [forgal entre ele-
mentos de corrente, sua prépria formula para a agao [forga] entre
particulas elétricas que se movem, Weber procedeu para aplicar sua
formula a explicagao da producao de correntes elétricas por indugao
eletromagnética. Nisto ele foi eminentemente bem-sucedido e indi-
caremos o método pelo qual as leis de inducao de correntes podem
ser deduzidas da féormula de Weber.

Queremos entao calcular a forga eletromotriz induzida sobre o circuito 2 de-
vida & corrente no circuito primario nas duas situagoes estudadas por Faraday:
(a) Quando o circuito 1 translada como um todo em relagdo a um referencial
inercial, se aproximando ou se afastando do circuito 2; e (b) quando a corrente
no primadrio varia no tempo, /;(t). Apresentamos novamente a forga de Weber
exercida por dgs sobre dq;, equagao (2.12):

dq1dgs @
dre, 13

d*Fyy = [1 + ;(1712 - Ug — g(fu : 7712)2 + 72 - 512)} . (4.17)

A forca eletromotriz, fem, é uma voltagem que gera uma corrente. Pode-
mos pensar em uma voltagem como sendo devida a um campo elétrico. No
caso de cargas livres no espago sabemos que as cargas positivas se deslocam
do maior para o menor potencial, isto €, na mesma direcao em que aponta o
campo elétrico, enquanto que as negativas seguem em sentido contrario. Caso
ocorram estes movimentos, entao ambas contribuirao com o aumento da cor-
rente.

Em muitas situagoes a forca sobre uma carga pode ser expressa como F =
qE . Se temos cargas positivas e negativas, dgsy e dqs_, localizadas no vetor
posicao 7 em relagao a origem O de um referencial inercial, na presenca do
mesmo campo elétrico dE; (73), obtemos:

dEl (FQ) —

PF EE_ 1 (dPF 2,
2+ 2 :( 2+ 2 ) (4.18)

dqay B dqa- dqay dga—

Nesta expressao d2ﬁ2+ representa a forca resultante agindo em dqs, , en-
quanto que dzﬁg, representa a forca resultante agindo em dgs_. Se estas
forcas forem devidas a cargas positivas e negativas, dqpr e dgi_, teremos:
d? FQ+ = d? F1+ o + d? Fl_ 24 € d? Fg_ = d? F1+ 9 + d? Fl_ 2—. Utilizando estas
expressoes na equacao (4.18) e utilizando também a neutralidade dos elementos
de corrente, dgy— = —dgs, chegamos ao seguinte resultado:

(Frypr + dFi_oy) — (P Fipo + d*F_5_)

AE(72) = 2dga+

(4.19)

Para a indugao de correntes as unicas componentes que interessam da cor-
rente, do campo elétrico ou da forca, sao as componentes paralelas ao fio em
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cada ponto, ou seja, paralelas a dl;. Utilizando todos estes resultados podemos
obter a forca eletromotriz que o elemento de corrente I1dl; induz no elemento
de corrente Irdly, que representaremos por d?femis, como sendo dada por:!!

(dﬁu, 24+ T+ dﬁlf, 24) — (dﬁu, 2— 1 dﬁk, 2-)

d? =
femas 2dgy

cdly . (4.20)

As velocidades das cargas positivas e negativas em cada elemento de cor-
rente sao dadas por

Ths = dg;* = Tipa+ Vi, (4.21)

U= dz =g+ Vi, (4.22)

oy = d;i* = Tosa+ Va | (4.23)
€

Ty = dg‘i‘ —Thg+Vs. (4.24)

Nestas expressoes o subindice d significa a velocidade da carga em relacao
ao fio, isto é, a velocidade de deslocamento, de arraste ou de migragao. Ou
seja, a velocidade das cargas em relacao ao fio metalico, sendo esta velocidade
a responsavel pela corrente elétrica. As velocidades Vi e Vs sdo as velocidades
de translagao dos circuitos C; e Cy (considerados como sendo rigidos para
simplificar as contas) relativas a um sistema de referéncia S, figura 4.3.

-

Vi Vl+d ;’>2+d
\Z
dqpy day
dq_ dq,y_
Vi—d } :
X0 vy

Figura 4.3: Velocidades das cargas em relagao aos fios, juntamente com as
velocidades dos elementos de corrente em relagao a um referencial inercial.

1Max54, volume 2, capitulo 23], com tradugdo para a lingua portuguesa em [Ass92g].
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Também definimos a velocidade relativa entre os circuitos por 1712 = 171 —‘72.

Nesta se¢ao vamos assumir a hipotese de Fechner, isto é, ]_4 = —0144 €
Ug_q = —Us,q. HEsta hipdtese era comum no século XIX e foi usada tanto por
Weber quanto por Maxwell (lembrar que o elétron s6 foi descoberto em 1897).
Apesar disto ndo vamos impor nenhuma relagao entre v 4 € U514 ou entre ;g4
(S 272—d-

Assumindo entao a hipétese de Fechner e as relagoes (4.21) a (4.24) na
equacgao (4.20) obtemos entao o seguinte resultado (ver o exercicio 4.3):

dQ1+ T1g - dl;

2 7 — —
d” femy = Tne, 15 {2‘/12 - (Tr4a — Ui—a)
= 3 Via)lfre (s = B1oa)] + 7o (@1 — i)} (425)

Seguindo Maxwell mais uma vez, vamos considerar todas as grandezas do
sistema, como 715 por exemplo, como funcoes de apenas trés varidveis inde-
pendentes: Iy, [ e t. A grandeza [; representa um comprimento medido sobre
o circuito 1 a partir de uma certa origem arbitraria preestabelecida O;, com
sentido positivo ao longo da direcao da corrente, o mesmo ocorrendo com [y
em relagao a origem Os do circuito 2, figura 4.4. A grandeza t representa o
tempo.

Figura 4.4: Geometria dos circuitos.

Este procedimento é claramente correto e leva a que, por exemplo, ri, =
7“12([1, lg, t) (§ dTlg == dll (87“12/811) + dlg(@?”lg/alg) -+ dt(@rlg/ﬁt)

Da equagao (3.2) resulta que:

Ldl, = dqi1 (V14 — U1-) = dq14+ (Vy4q — U1—q) - (4.26)

Em geral quando se varia a intensidade da corrente em um fio metélico,
o que muda ¢é a velocidade de migracao das cargas, mas nao o numero ou
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densidade de portadores (elétrons livres). Utilizando este fato na equagao
(4.26) leva a que (ver o exercicio 4.4):

d d

dqry(ary —dy-) = 7 [dg4 (V14 — 1] = a(fldfl)
dl; - ol -
= —dly = —dl; . 4.27
' ot (4.27)

Para chegar a este resultado, estamos assumindo que os circuitos tém ape-
nas velocidades de translacao, mas nao de rotacao. Este fato significa que
podemos colocar d(dl;)/0t = 0. Também estamos assumindo que as cor-
rentes sao uniformes ao longo do comprimento do circuito de tal forma que
oI, /0l, = 0.

Jogando as equagoes (4.26) e (4.27) na equagao (4.25) obtém-se, usando
que ¢* = (uyg,)" ! e integrando sobre os dois circuitos:

. F1o - dls L oL
f€m12 = —'ujé fé (12732){2]1(‘/12 : dl1) - 3]1(7“12 : ‘/12)(7“12 : dll)

47 19

ol ,. -
+ 7“1287;(7“12 : dll)] - (4.28)

Usando a regra da cadeia (regra de Leibniz) no tltimo termo resulta que:

femqy = —&f{ 7{ {2[1 (V12 : dl1)2(7’12 : dlz)
Cp JC2

47 T

(P12 - Vi) (12 - dly) (712 - dl)

— 31
! 7"%2
O [, (Fa-dly) (P12 dly) (Fro-dly) @ ,. -
— T — == -dl
+ 8t ! T12 ! 12 (%( 12 1)
(7212'dl_i) 0 ,. - (7212'dl_i)(7212'dl3)67“12}
- -dl I ) 4.29
1 - at( 12-dle) + 1 2, ot ( )

Vamos agora mostrar algumas relacoes que seguem na dedugao de Maxwell
da ideia de considerar as grandezas importantes do problema como fungoes de
ly, I, et. Se 1} e Ty sao os vetores posicao dos elementos de corrente Ildl:
e Lrdly relativos a origem O do sistema de coordenadas S, figura 4.4, resulta
que:

_»1 — _’2 = _’12 = 7?12(11, lg, t) . (430)
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Entao segue-se que:

Ay Ofadh | Ofadly | O
dt — Oly dt = Oly dt ot

Como estamos utilizando a hipétese de Fechner, podemos definir |v744| =

(4.31)

|U1_a| = v14, assim como |y 4| = |Uh_g4| = v24. Temos entao:
dly dls
R B . 4.32
dt V1d dt V2d ( )

Também temos que:

Trea = £oraly , Tara = Fvogly (4.33)

onde [, e Iy s30 0s vetores unitérios paralelos a dl; e dl;, ou seja: I, = dﬁ/\dﬂ]
[§ lg = dl2/|dl2|
Mas das equagoes (4.21) a (4.24) podemos também escrever:

d/’? — — — 7
7;2 = Uiz = U1g — U2g + V12 . (4.34)
Comparando as equagoes (4.31) a (4.34) resulta que:
oz 5
— =1 4.35
all 15 ( )
aflz =~
— =l 4.36
(9[2 2 ( )
e
— =V 4.37
o "° (4.37)

Analogamente, temos 115 = 112(l1, lo, t), de tal forma que:

d?”lg . 87"12 % 87"12 % (97’12

—_— = 4.38
dt oly dt — 0ly dt ot (4.38)
Mas das equagoes (2.10) e (4.21) também temos que:
drip . . - . - . . . >
“at =712 = T12 - V12 = T'12 - U1g — T12 * V2q + T12 - Va2 . (4.39)

Utilizando as equagoes (4.32) e (4.33), e comparando as expressoes (4.38)
e (4.39), obtemos que:

or .

81112 el (4.40)
P )

EEN (4.41)
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Oria N
&, — T2
ot
Como os circuitos nao giram mas apenas transladam em relagdo a um
referencial inercial, também temos:

Vo . (4.42)

o - 9, - =
5y (dh) = = (dl2) =0 . (4.43)

Com as equagoes (4.37), (4.42) e (4.43) obtemos:

0. - Vig - diy (712 - ‘712)(f12 : dl:)
dly) = — , 4.44
8t( 1z~ dh) r12 r12 ( )
e
0. - Vig - dly (T12 - ‘712)(f12 : dl;)
— -dly) = — . 4.45
8t( 12 - dby) r12 712 ( )

Com estes valores na equacao (4.29) se obtém:

_ Mo a9 [ (f12~df1>(f12~dz;>]
femis = 47T7(§71£2{at I s

(Vig - dly) (71s - dl)

2
T'12

+ I -1

(o )iy (g

2
T12

Lembrando que I; (‘712 dl_i) pode sair da integral em Cy, pode-se mostrar que
a segunda integral é nula (ver o exercicio 3.7, letra (B)). Da mesma maneira,
pode-se mostrar que a terceira integral é nula fazendo-se primeiro a integral
em C;. Desta maneria ficamos entao com o seguinte resultado:

-

fo d [ j{ % (T12 - dly) (12 - dl—é)
= ———|] . 4.47
fem12 4:7T dt ! C1 JCo T12 ( )

Do exercicio 3.6 e da definigao (4.7) resulta finalmente que a partir da forga
de Weber se chega a seguinte relagao:

d
fem12 = —%(IlM) y (448)
que é exatamente uma das maneiras de se expressar a lei de Faraday, como
vimos na equagao (4.8).
Isto completa a prova de que a lei de indugao de Faraday pode ser deduzida
da forca de Weber.
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4.4 Deduzindo a Lei de Faraday da Forca de
Weber Sem Usar a Hipétese de Fechner

Nesta secao generalizamos nosso resultado anterior. Em primeiro lugar, vamos
considerar a indugao em fios metélicos nos quais apenas os elétrons se movem
com relagao ao fio () 1q = Uayg = 0e (14q = Uoyq = 6) Como os fons positivos
estao sempre fixos a rede cristalina e nao estao livres para se mover, precisamos
considerar apenas as forcas nos elétrons do elemento de corrente Igdl_;, sendo
estas forcas devidas as cargas positivas e negativas do elemento de corrente
Ldl;. Em analogia com a equacao (4.20) temos agora:

d2ﬁ1+,2— + d2ﬁ17,27
dQQ_

~dly . (4.49)

d26mf12 =

Com a equagao (4.17), juntamente com as equagoes (4.21) até (4.24), ob-
temos o seguinte resultado utilizando ainda que dgs_ = —dgs:

dgi 1 - dls e
6mf12=—j2 }2 it 112 2{[3(7“12"/12)(7“12'01—d)

die, 1i5c
— 2Vig - U1_g — T2 al—d} + 2014 - TVa—g

3 A — A — A~ —
— U%—d -+ 5(7‘12 . Ul_d)Q — 3(7“12 . Ul_d)(Tlg . Ug_d:| } . (450)

Como vimos na secao 4.3, o integrando com o primeiro colchete gera a lei
de Faraday dada pela equacao (4.48). O que precisaria ser mostrado é que
a integral dupla do integrando com o segundo colchete na equagao (4.50) é
exatamente nula.

Fomos capazes de mostrar isto nos trés casos representados na figura 4.5:'2

12[Tho93).
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L
a)
b)

L
c)

Figura 4.5: Trés geometrias simétricas.

Nesta figura temos duas espiras circulares de raios R e Ry interagindo entre
si. Nelas circulam as correntes elétricas I; e Iy, respectivamente. No caso (A)
as espiras estao nos planos zy e x'y’ paralelos entre si e estao centradas ao longo
do mesmo eixo 2’ = z. No caso (B) elas estao no mesmo plano z'y’ = zy. No
caso (C) seus planos sao ortogonais um ao outro (zy e y'z’) e seus centros estao
ao longo do mesmo eixo 2’ = z.

Em circuitos de formas e orientagoes arbitrarias como na figura 4.6, é muito
dificil resolver as integrais (4.50) para o segundo colchete.

Em vez de resolver diretamente estas integrais na situacao geral, apresen-
tamos dois raciocinios diferentes que provam que estas integrais precisam ser
exatamente nulas.

Calculamos inicialmente a energia potencial entre dois elementos de cor-
rente neutros eletricamente [ 1dl; e Ilez de acordo com a lei de Weber, utili-
zando a equacao (2.13). Seu valor é o mesmo que o trabalho necessario para
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L

Cl
CZ
Figura 4.6: Circuitos de forma arbitraria.

trazer os dois elementos de corrente desde uma distancia infinita até as posicoes
e orientacoes finais, sendo dado por:

d*U = d*Usgy 14 + d?Upy, 1 +d°Us_ 1y +d*Us 1. (4.51)

Utilizando as equagdes (3.2) e (3.3) podemos escrever esta expressao como:

U = %‘;11[2 GES dllr) (Fiz - dla) (4.52)
12

Este resultado continua valido mesmo quando nao vale a hipétese de Fech-
ner, como por exemplo nos casos em que os fons positivos ficam presos no metal
e apenas os elétrons se movem em relacao ao condutor, sendo os responsaveis
pela corrente.

Logo a energia total de interacao entre os dois circuitos, U;s, de acordo com
a eletrodinamica de Weber ¢ dada por:

Uiy = &1112]{ f (o - dh)(fre - dby) (4.53)
47'[' C1 JCo

12

Usando o exercicio 3.6 e a defini¢do (4.7) do coeficiente de indutancia
mutua, M, resulta que a energia total de interacao entre os dois circuitos
de acordo com a eletrodinamica de Weber também pode ser escrita como:

0 dly - dis
Upy = “—111275 ]( VR LM (4.54)
47 1 JCy

T12
Poderiamos ter calculado similarmente a energia para formar cada circuito
integrando a equagao (4.52) para cada um dos circuitos. As energias para
formar os circuitos 1 e 2, Uy e U,, seriam entao dadas por:

I’L 3L
= 11 (§ U2 = 272 .
2 2

Nesta equacao os fatores geométricos L e Ly sao os chamados coeficientes
de auto-indutancia dos circuitos 1 e 2, sendo dados por:

Ui (4.55)
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dl, - dll dly dl’
_ Mo j{ j{ 1o ah j{ ]{ 2 (4.56)
™ JC JC 11/ Co JC2  Toor

tomando cuidado com as divergéncias.

O fator 1/2 na equagao (4.55) é devido ao fato de que na equacgao (4.56) cada
par 11’ (ou 22') contribui duas vezes para L; (ou para L), j4 que integramos
duas vezes ao longo do mesmo circuito C; (ou duas vezes sobre Cy).

Assim a energia magnética total para formar os dois circuitos de acordo
com a eletrodinamica de Weber é dada por:

L 12 Loly

+ ML, + 5

Esta expressao concorda com a expressao dada em todos os livros didaticos
que tratam com o eletromagnetismo cléssico.

No exercicio 4.9 mostramos como deduzir a lei de inducao de Faraday a
partir desta expressao, seguindo o que Maxwell apresentou em seu livro Um
Tratado de FEletricidade e Magnetismo.'> O importante a ser enfatizado neste
exercicio é que para chegar a lei de inducao de Faraday a partir da energia de
Weber por este caminho nao ¢ necessario usar a hipétese de Fechner.

A segunda prova de como se deriva a lei de Faraday a partir da eletro-
dinamica de Weber sem usar a hipdtese de Fechner esta esquematizada no
exercicio 4.10. Esta prova é parcialmente devida a Helmholtz em 1847, a Wil-
liam Thomson em 1848-1853 e foi generalizada por J. J. Thomson em 1891.
Esta prova se encontra como uma nota de rodapé do artigo 544, pag. 192, do
livro de Maxwell.'

Sugerimos enfaticamente a leitura dos livros de O’Rahilly, Maxwell e Whit-
taker nas paginas indicadas anteriormente para que seja feito um aprofunda-
mento historico e critico da lei de indugao.

U=U14+Up+U; = (4.57)

4.5 Exercicios

1. Lei de inducao.

(A) Seja o potencial vetor magnético A definido pela equacdo (4.3). Apli-
que o rotacional Vyx em ambos os lados desta equacao para encontrar
que o campo magnético é dado por B (75) = Vg X A, sendo B (73) obtido
pela equagao (3.26) trocando-se os indices 1 e 2.

(B) Use este resultado e o teorema de Stokes para mostrar que:

Cy = /_f-dl;:/ B diy = dp .
Ca Sa

13[Max54, volume 2, capitulos 6 e 7, artigos 568 a 584, pags. 211-228].
14Max54, volume 2, artigos 543-544, pags. 190-193].
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(C) Conclua entao que no caso em que nao ha baterias ligadas ao circuito,
a lei de indugao de Faraday pode ser expressa como:

d - d .
RQIQ——dt[/ SQB'dag]——dt{%c2A'dlgj|.

2. Coeficiente de indutancia mutua.

(A) Seja M definido pela equacao (4.7). Use os resultados do exercicio
4.1 para mostrar que:

(I)B através de Co — [1M .

(B) Comece tudo novamente para mostrar que

(I)B através de C1 — IQM .

(C) Use o resultado da letra (A) para colocar a lei de indugao de Faraday
na forma da equagao (4.8).

3. Use as equagoes (4.17) e (4.24), juntamente com a hipdtese de Fechner
U;_ = —U;, para chegar na equagao (4.25). Observe que mais uma vez
o termo coulombiano na forca de Weber nao vai influenciar em nada na
lei de indugao (ver também o exercicio 1.8).

4. Aqui vamos deduzir a equagao (4.27) a partir da equagao (4.26).

(A) Mostre que das equagoes (3.2) e (3.3) obtemos o seguinte resultado
(lembrando que as velocidades das cargas sdo paralelas aos fios):

L =XNi(viy —vim); com i=1, 2.

(B) Como a variagao da corrente em fios metdlicos muda apenas a ve-
locidade de migracao das cargas, mas nao suas densidades de carga,
obtemos:

_dnL oL

)\Z‘+(a,i+ — a,i_) = E = E .

A partir deste resultado se chega na equagao (4.27).

(C) Outra maneira de chegar a esta conclusao é considerando as varidveis
como sendo funcoes da posicao no fio e do tempo.

Mostre entao da equagao (4.26) que, supondo a constancia das cargas:
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i d, o~ dh - o dd
dQ1+(a1+ - a’l—) - %(Ildll) — ditldll + _[1 (dtl) .

(D) Como a corrente é constante ao longo de todo o fio, resulta que
0I,/0l; = 0 e, portanto, dl;/dt = 0I,/0t. Por outro lado temos que
naturalmente 9l /ol = 0, embora como vimos no capitulo 3 nao ne-
cessariamente tenhamos 9l [0z = 0. Como a situacdo que estd sendo
estudada é apenas a de translacao do circuito em relacao a um referen-
cial inercial, sem que haja rotacdo do circuito, resulta que 8(dl:) JOt = 0.
Junte todos estes resultados para chegar entao na equagao (4.27).

(A) Prove que
oris -
W = V12,
usando que 719 € funcao de [y, Iy e t.
(B) Prove que
87’12
ot

usando que ri5 é funcao de ly, [ e t.

=712 Via,

(C) Prove a relagao da letra (B) usando a letra (A) e o fato de que
T2 = (7_"12 : F12)1/2-

Prove as equagoes (4.44) até (4.45) usando os resultados do exercicio 4.5,
usando ainda que (dl;) /0t = d(dls)/dt = 0, com estes resultados vindo
do fato de os circuitos nao girarem, além de usar a regra da cadeia para
a derivada de um produto escalar.

. Refaca toda a sec@o 4.3, da equagao (4.17) até chegar na equagao (4.48).

. Agora vamos obter a energia potencial entre dois elementos de corrente

de acordo com a lei de Weber.
(A) Suponha dois elementos de corrente que sejam neutros eletricamente:
dga— = —dgo+ € dg1— = —dgi+.
(B) Obtenha a energia potencial entre dois elementos de corrente eletri-

camente neutros a partir da equagao (2.13), adicionando as contribuigoes
dos grupos de cargas:

d*U = d*Usy, 14 + d*Usy 1- +d°Us 14 + d°Us—, 1 .

(C) Utilize as equagoes (3.2) e (3.3) no resultado anterior para colocé-lo
na forma da equagao (4.52).
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9. Neste exercicio e no seguinte vamos utilizar o resultado (4.57) que se
obtém da eletrodinamica de Weber para deduzir a lei de inducao de
Faraday, sem usar a hipotese de Fechner de que as cargas positivas e
negativas em correntes de circuitos metalicos se movem em relacao ao fio
com velocidades opostas de igual magnitude. A prova deste exercicio é
devida a Maxwell.'> Neste exercicio em particular mostramos também
como calcular a forga e o torque entre circuitos utilizando o coeficiente
de indutancia mutua.

(A) Mostre novamente como se chega na equagao (4.54) a partir da ele-
trodinamica de Weber, sem usar a hipotese de Fechner. Apos isto, é facil
entender como a energia total para formar os dois circuitos, ou seja, a
energia magnética do sistema, é dada pela equagao (4.57).

(B) De acordo com a formulagao lagrangiana podemos dizer que a gran-
deza U na equacgao (4.57) é uma funcao de I, I e & (1 =1, ..., N), onde
os &ls sao varidveis geométricas independentes das correntes (distancia
entre os circuitos, um angulo representando suas orientacgoes relativas
etc.). A forga generalizada Y na formulagao lagrangiana é dada por:

oo
dtoy;  Oyi’

onde ; = dy;/dt e os yis sdo as coordenadas generalizadas (y; = I, Is,
ou y; = gz)

Calcule agora a forca eletromagnética (forga de Ampere) entre os dois
circuitos tendendo a aumentar x, onde x é qualquer uma das varidveis
geométricas que dependem da forma e da posicao relativa entre os cir-
cuitos (x pode ser a distancia entre eles ao longo de um certo eixo etc.).
Para isto faga y; = x na forca generalizada e na equagao (4.57) e observe
que U nao depende de &, lembrando ainda que [; e [; sao independentes
de z. Com isto mostre que esta forca é dada por:

I? 0L oM I20L
F=2Z21yn—— 4222
2 Ox Ox 2 Ox
Se os circuitos sao rigidos, entao Ly e Ly sao independentes de x. Neste
caso mostre que a forca de Ampere entre os circuitos se reduz a:

oM
F=5LH—.
12(91’

Esta inclusive é a maneira pratica que se usa para calcular a forca entre
circuitos. Isto é, em vez de integrar diretamente as forcas de Ampere ou

15[Max54, volume 2, capitulos 6 a 7, artigos 568-584, pags. 211-228].
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de Grassmann entre elementos de corrente, toma-se o valor da indutancia
mitua entre dois circuitos que se quer saber a forga (em muitos casos
estas indutancias mituas jé estao calculadas) e faz-se simplesmente uma
derivada.

(C) Siga um raciocinio analogo fazendo y; = 6, onde 6 é qualquer angulo
descrevendo a orientagao relativa entre os dois circuitos rigidos, para
mostrar que o torque de um circuito sobre o outro tendendo a aumentar
0 é dado por:

oM
T = [1[2% .

(D) Considere agora y; = I, de tal forma que Y serd a forga eletro-
motriz agindo sobre o circuito 2, emfs. Use entao que Ly, M e Ly
sao independentes das correntes. Utilize também que U depende das
correntes mas nao da carga ou quantidade de eletricidade (y; = ¢;) que
atravessou uma dada secao reta do condutor C; desde o comeco do tempo
(yi = q; = fg I;dt, com i = 1, 2). Utilizando entdo a expressao da forca
generalizada e a equagao (4.57) mostre que a forga eletromotriz sobre o
circuito 2 é dada por:

d (oU d
emfg = —a (%) = _ﬁ(L2]2 + M]l) .

Esta é exatamente a lei de inducao de Faraday que queriamos obter,
levando em consideracao a auto-indutancia dos circuitos.

(E) Faca um célculo andlogo para a forca eletromotriz sobre o circuito 1.

O importante a observar neste exercicio e no seguinte é que para chegar a
estes resultados a partir da eletrodinamica de Weber nao foi empregada
a hipétese de Fechner. O tnico resultado que empregamos foi a equagao
(4.54), que foi deduzida da equagao (4.52). E para chegar na equacao
(4.52) utilizamos apenas a energia potencial de Weber dada pela equacao
(2.13) e a neutralidade dos elementos de corrente. Isto significa que os
resultados representados pela equacao (4.52) e a consequente dedugao da
lei de Faraday a que chegamos na letra (D) sao validos para quaisquer
valores das velocidades dos ions positivos, mesmo quando eles permane-
cem fixos em relagao ao fio e apenas os elétrons se movem em relagao ao
fio gerando a corrente elétrica.

Neste exercicio apresentamos uma outra prova de que a partir da energia
potencial de Weber se chega a lei de inducao de Faraday, sem usar a
hipétese de Fechner. Esta prova é devida a J. J. Thomson e se encontra
no livro de Maxwell.'6

16[

Max5b4, volume 2, nota de rodapé do artigo 544, pag. 192].
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(A) Sejam Ly e Ly os coeficientes de auto-indutancia do primeiro e do
segundo circuitos e M o coeficiente de indutancia mutua entre eles. A
energia magnética dos dois circuitos de acordo com a eletrodinamica de
Weber e também de acordo com o eletromagnetismo classico é dada pela
equagao (4.57). Podemos escrever a varia¢ao de U como:

oU oU ou
AU = —dI; + dl. —dx
o, It oLt
onde z é uma coordenada de qualquer tipo que define as posicoes dos
circuitos (distancia entre eles, um angulo que especifica suas orientagoes,
etc.). A partir da equagao (4.57) obtenha que:

oU

— =1L+ MI

o, 141 + 2,
e

oU

— =1+ MI .

a1, olo + 1

(B) Multiplique a primeira destas equagoes por I; e a segunda por I,
some-as e utilize o resultado da equagao (4.57) para mostrar que:

U oU
I I o |
vor, Tlan =W

(C) Mostre que a variagdo desta equagao gera:

oU oU oU oU
200 = (dh) 5+ g + (dl) 5 + L

(D) Subtraia dU desta equacao para chegar ao seguinte resultado:

U U U
_1.4%Y Lg%
AU = hdgp + Ldgp =2 5 dv

A forca F, ao longo da componente x agindo no sistema é dada por
—0U/0z. Como estamos supondo que nao ha forgas externas atuando no
sistema, a grandeza > ‘g—gd:c representara o aumento na energia cinética
T devido ao movimento do sistema, ou seja, serd dada por dT'. Esta
ultima equacgao pode entao ser escrita como:

oy + IQda—U

d(U—I—T):hdaI ol
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(E) Sejam A; e A, as forgas eletromotrizes (fem's) agindo nos circuitos
1 e 2, respectivamente, devidas a baterias quimicas usuais. Se estes
circuitos 1 e 2 tém resistéencias Ry e Rs, a poténcia dissipada nestes
circuitos devida a atritos internos é dada de acordo com a lei de Joule
por RiI? e RyIZ, respectivamente. O trabalho dWW fornecido por estas
baterias em um tempo dt é dado por:

dW = A Ldt + AsLydt .

O calor d@ produzido durante este mesmo tempo dt é dado de acordo
com a lei de Joule por:

dQ = Ry Idt + RyI3dt .

Utilize a conservacao de energia (o trabalho feito pelas baterias tem de
ser igual ao calor produzido no circuito mais o aumento na energia do
sistema) para mostrar que:

ALt + AsLydt = (Ry 17 + Rpl3)dt +d(U +T) .

(F) Substitua o valor de d(U + T') que havia sido obtido na letra (D)
para chegar em:

d oU d oU
Il <A1 - R1]1 - dt%) + .[2 <A2 — RQ]Q - dtab) =0

Pelo resultado da letra (A) obtenha entao:

d
L lAl — R - %(Llll + MIQ)]

d
+ 1 lAQ ~ Roly — 2 (Lol + MIl)] 0.

J. J. Thomson concluiu aqui suas deducgoes dizendo que o principio de
conservacao de energia nos leva apenas até esta equacao.

Para chegar a lei de inducao (os dois colchetes iguais a zero), precisamos
de mais alguma coisa. O melhor principio a utilizar é a segunda lei
de Kirchhoff para circuitos elétricos. Sua primeira regra afirma que a
soma das correntes algébricas em qualquer n6é de um circuito tem de ser
nula. De acordo com sua segunda regra, a soma das quedas de voltagem
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ao redor de qualquer malha fechada é nula.!'” Kirchhoff derivou estas
leis em 1844-1845, independentemente de uma outra dedugao destas leis
em forma simplificada que havia sido feita por Weber.!®* A soma das
quedas de voltagem ao redor do circuito 1 é dada pelo primeiro colchete
da ultima equacao, enquanto que a soma das quedas de voltagem do
circuito 2 é dada pelo segundo colchete desta equacao. Com a segunda
regra de Kirchhoff obtemos entao:

d
Ay — R — E([qh +MI) =0,

d
Ay — Roly — —(Loly + M) =0 .

dt
Esta ¢ a lei de indugao de Faraday como aplicada a cada circuito, como
queriamos demonstrar. Este procedimento completa a prova de que

da eletrodinamica de Weber podemos deduzir a lei de Faraday mesmo
quando a hipdtese de Fechner nao é valida.

17[FLS64, volume 2, secio 22.3, pags. 22-7 a 22-10].
18[JM86, volume 1, pags. 87, 125 e 152-155).
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Capitulo 5

Comparacao entre a Forca de
Weber e a Forca de
Maxwell-Lorentz

5.1 Introducao

Como vimos nos capitulos anteriores, a lei de Weber segue todos os principios
de conservagao da fisica classica: momento linear, momento angular e energia.
Com ela se deduz também a forga de Ampere entre elementos de corrente.
Por tultimo vimos que também se deduz a partir dela o conjunto das equacoes
de Maxwell (lei de Gauss, lei circuital magnética, lei da nao existéncia de
monopolos magnéticos e lei de indugdo de Faraday). No caso particular da
lei circuital magnética foi necessario, além da forca de Weber, introduzir a
equacao de conservacao de cargas para se obter a corrente de deslocamento
de Maxwell. O inverso foi mostrado no exercicio 1.2, isto é, a partir da lei
de Gauss e da lei circuital magnética, com corrente de deslocamento, pode-se
deduzir a equagao de conservacao de cargas. O importante a ser enfatizado
aqui é que a forca de Weber é compativel com as equagoes de Maxwell.

Resulta deste fato que a principal diferenca da eletrodinamica de Weber
em relacao ao eletromagnetismo classico é na forca que atua sobre as cargas.
Lembramos que esta forca nao é fornecida pelas equagoes de Maxwell. As
equagoes de Maxwell fornecem apenas os campos gerados pelas cargas, nao
fornecendo como as cargas sentem ou reagem a presenca de campos externos.
No caso do eletromagnetismo classico, esta forca é dada pela expressao de
Maxwell-Lorentz, enquanto que na eletrodinamica de Weber temos a prépria
forca de Weber.

Neste capitulo vamos comparar estas duas forcas.

121
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5.2 Forca de Weber Versus Forca de Maxwell-
Lorentz

A forga de Weber é dada pelas equagoes (2.5) ou (2.12), isto é:

7 Q1g2 T2 Lo 3o L. - )
F21:47T€O 71%2{1+02<?112-012—2(T12'U12) +T12'CL12>} =—Fpp . (5.1)

Jé a forca de Maxwell-Lorentz é dada por:

= - L= DA . .
Fyy = qiEs + quvi X By = —qu (ngg + 81&2> +qth x (Vx 4y) . (5.2)

Quando expandimos a expressao de Maxwell-Lorentz em torno do tempo
presente t e vamos apenas até segunda ordem em 1/¢, obtemos desta equagao
a forca de Liénard-Schwarzschild dada por:

B, 1 Uy 3 (P 0)?
F21:(I1{QQ [f’m <1+U2 v2—7<7n12 %)

de, T2, 2c2 2 2

T2 - Ao 71202 S @2 1 Uy X719
— — + q1U; X — . 5.3
2c2 ) 2c2 ] } o {47r€0 r2, 2 } (53)

O primeiro aspecto a ser observado na comparacao entre a expressao de
Weber e a expressao de Maxwell-Lorentz (ou de Liénard-Schwarzschild) é que
a forca de Weber sempre satisfaz o principio de acao e reagao na forma forte,
enquanto que a forca de Maxwell-Lorentz e a de Liénard-Schwarzschild nao
satisfazem este principio nem mesmo na forma fraca, a nao ser em alguns
casos bem especificos. Isto pode ser visto somando as equagoes (1.53) e (1.54),
observando ainda que os termos restantes nao vao necessariamente se cancelar.

A parte coulombiana é a mesma nas forcas de Weber e na forca de Maxwell-
Lorentz (ou na for¢a de Liénard-Schwarzschild). Vamos agora analisar as com-
ponentes que dependem das velocidades e aceleragoes. Vamos nos concentrar
em Fy e chamaremos de fonte a carga ¢o e a tudo aquilo que tiver o indice 2
na equacao (5.3) e na primeira igualdade da equagao (5.1). Chamaremos de
carga de teste ou carga de prova (isto é, a carga que sente a forga) a carga ¢
e a tudo aquilo que tiver o indice 1 na equacao (5.3) e na primeira igualdade
da equacao (5.1).

Em termos das cargas fontes, observa-se que a forca de Liénard-Schwarzs-
child tem um termo dependente linearmente da velocidade 75, termos este
proporcional a ¥ X (U X 712). Este termo vem das cargas que geram o
campo magnético devido a um elemento de corrente, equagao (3.5). Este termo
também aparece na for¢a de Grassmann, equacao (3.6). A forca de Liénard-
Schwarzschild possui também termos que dependem do quadrado da velocidade
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Uy, isto é, proporcionais a [Ty Uy /2 —3(F12-U2)% /2] F12. Existem ainda termos que
dependem da aceleragao ds, isto é, proporcionais a —[(7a-ds)712+712d2] /2. S&o
estes os termos que vao fornecer a componente da lei de indugao de Faraday
proporcional & variacao da corrente secundéaria, dly/dt.

A forga de Weber também apresenta termos com este comportamento geral,
embora com peculiaridades préprias. Os termos proporcionais a velocidade v
da carga fonte sao [—20; - Uy + 3(712 - U7)(T12 - Ua)|F12. Estes sdo os termos
responsaveis pelos efeitos magnéticos e pela forca de Ampere entre elementos
de corrente. Os termos proporcionais ao quadrado da velocidade v, da carga
fonte sao [vy - Uy — 3(F19 - U2)%/2]712. J& o termo proporcional & aceleragao
dy da carga fonte é dado por —(72 - d2)712. Como ja vimos, este é o termo
responsavel pela componente da lei de inducao de Faraday proporcional a
variacao temporal da corrente secunddria, dls/dt.

Embora as duas forcas nao sejam exatamente iguais nestes aspectos, o
comportamento geral é parecido e em geral elas vao dar os mesmos resultados,
em particular quando ha circuitos fechados. Uma excecao a este fato é nos
termos proporcionais ao quadrado da velocidade v, das fontes. Discutiremos
um caso particular desta nao equivaléncia entre estas duas formulagoes na
secao 5.4.

Em termos das cargas de prova, as que sentem a forca, observa-se que a
forca de Maxwell-Lorentz tem um termo proporcional a velocidade v; dado
por — X (¥ X 712). Como j& vimos, os termos proporcionais a velocidade ¥
na forca de Weber sao [—24 - Uy 4+ 3(712 - ¥7) (712 - ¥2)]712. Na situacao geral de
circuitos fechados o termo de Maxwell-Lorentz sera equivalente aos termos de
Weber.

Por outro lado, a forca de Weber possui termos proporcionais ao quadrado
da velocidade ¥} da carga de prova dados por [t - 0y — (3/2)(F12 - 91)%]F12. A
possivel relevancia destes termos é discutida na se¢ao 5.5. Nao existem termos
proporcionais ao quadrado da velocidade ¥; da carga de prova na forca de
Maxwell-Lorentz.

Uma distincao fundamental que ocorre entre a forca de Weber e a forga de
Maxwell-Lorentz é que enquanto a forga de Weber depende da aceleracao a; da
carga de prova na forma (71 - @; )12, nd0 ha tais termos na for¢a de Maxwell-
Lorentz ou na forca de Liénard-Schwarzschild. Discutimos este topico em
detalhes e apresentamos sugestoes de experimentos para testar a existéncia
destes termos em artigos de 1992 e 1993.! Waldron também discutiu este
topico e concluiu que forcas deste tipo eram incompativeis com a segunda lei
de movimento de Newton.?2 Mostramos posteriormente que os argumentos de
Waldron estao incorretos e resultaram de um simples erro matematico.?

Recentemente aplicamos uma forca de Weber a gravitacao e mostramos a
importancia do termo da forca de Weber que depende da aceleragao @; do corpo

1[Ass92a] e [Ass93a).
2[Wal91].
3[Ass92d].
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ou particula de prova. Uma forca de Weber aplicada a gravitacao, juntamente
com o principio de equilibrio dindmico, d4 origem & Mecanica Relacional.* Em
particular, indicamos como é possivel deduzir a partir da mecanica relacional
uma lei equivalente a segunda lei do movimento de Newton e a precessao
do periélio dos planetas. Também conseguimos deduzir neste modelo, sem
ser necessario postular isto inicialmente, a proporcionalidade entre as massas
inerciais e gravitacionais. Com isto foi possivel implementar quantitativamente
o principio de Mach, proposto pelo fil6sofo e fisico experimental austriaco Ernst
Mach (1838-1916) em 1883.° A base deste principio é a afirmagao de que as
forgas “ficticias” (forga centrifuga, de Coriolis etc.) sdo de fato reais e tém
origem gravitacional na interacao de qualquer corpo de prova com os outros
corpos distantes do universo (estrelas e galaxias). O modelo que apresentamos
tenta trazer elementos novos na discussao do principio de Mach. Parece-nos
relevante chamar a atengao para estes novos caminhos e suas linhas de pesquisa.
Ver também a este respeito um trabalho importante de Erwin Schrodinger de
1925 que ja se encontra traduzido para as linguas portuguesa e inglesa.® Neste
trabalho Schrodinger introduziu heuristicamente uma energia de Weber para
a gravitagao, sem conhecer o trabalho anterior de Weber, com o intuito de
implementar o principio de Mach.

Uma outra maneira de analisar a forca de Weber é olhando para sua forma
dada pela equacao (2.5). Nesta expressdo vemos que a for¢ca é uma soma
de trés termos. O primeiro termo é a for¢ca coulombiana usual, responsavel
pela eletrostatica e pela lei de Gauss. O segundo termo é o que fornece os
efeitos magnéticos e a lei circuital magnética. E o terceiro termo dado por
4iq;TiiT4; ) (4meoc®rij) é o responsdvel pela lei de indugao de Faraday e pelos
efeitos de inércia quando aplicados & gravitacao.” E este termo também que
fornece os efeitos de radiacao eletromagnética a partir da lei de Weber (lembrar
que a intensidade da radiacao de dipolo, ou de uma antena, varia como 1/r a
grandes distancias).

H&4 um outro aspecto que pode ser visto claramente pela forca de Weber
ou pela forca de Maxwell-Lorentz. Este aspecto se refere as ordens de gran-
deza entre as forcas elétricas, magnéticas e os fenomenos de inducao. Das
equagoes (5.1) e (5.3) vé-se que todos os termos, exceto o termo de Cou-
lomb, tém ¢? no denominador. J4 no numerador apresentam termos da ordem
V3, V1V, V3, T19a; € Tipas. Mas sdao exatamente estes termos os responsdveis
pelo campo magnético, pela forca de Ampere, pela lei circuital magnética e
pelos efeitos de inducao. Logo, para velocidades e aceleracoes baixas como
as que existem usualmente (corrente de algumas dezenas de Amperes, campos
magnéticos da ordem de alguns Gauss etc.), os efeitos magnéticos e de indugao

4[Ass89a], [Ass92e], [Ass92c], [Ass93b], [Ass93c], [AssI8b], [Ass99b], [Ass13] e [Ass14].

[Mac60] e [Bar89].

6[Sch25], com tradugao comentada para a lingua portuguesa em [XA94] e com tradugio
para a lingua inglesa em [Sch95].

"[Ass89al, [Ass92e], [Ass92c], [Ass93b], [Ass93c], [AssI8b], [Ass99b], [Ass13] e [Ass14].
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de corrente sao de segunda ordem em relacao aos efeitos eletrostaticos. Isto
é, se dois sistemas estao interagindo entre si e hd uma carga elétrica liquida
(isto é, ndao nula) nos dois sistemas, entao usualmente a for¢a coulombiana su-
planta os efeitos magnéticos e indutivos. Embora estes efeitos existam nestas
situagoes, eles ficam mascarados pelos efeitos eletrostaticos. Para que estes
efeitos aparecam com clareza, em geral é necessario que nos sistemas nao haja
carga liquida, ou que esta carga liquida seja extremamente pequena. Neste
caso, quase nao haverd forca coulombiana e os efeitos magnéticos e indutivos
aparecerao como os fenémenos principais. Exemplos deste dltimo caso: (a)
Quando um {ma permanente (neutro eletricamente) interage com uma cor-
rente elétrica em um fio, (b) quando este ima interage com outro ima, ou (c)
quando dois fios com corrente interagem entre si.

Nas proximas secoes deste capitulo discutiremos em maiores detalhes as
distingoes entre a forca de Weber e a forca de Maxwell-Lorentz.

5.3 Problema de Dois Corpos

Nesta secao estudamos o movimento de duas cargas pontuais interagindo uma
com a outra através da forca de Weber. No exercicio 1 tratamos do problema
de duas cargas em movimento retilineo uniforme, MRU, em relacao a um refe-
rencial inercial. Este movimento retilineo uniforme s6 pode ocorrer quando a
forca eletromagnética entre as duas cargas, devida a forca de Weber ou devida
a forca de Maxwell-Lorentz, é contrabalancada por uma forca externa. Compa-
ramos entao nesta situacao a forca de Weber com a forca de Maxwell-Lorentz
(ou com a forca de Liénard-Schwarzschild).

Ja nesta secao tratamos de outro caso. Agora nao ha mais forgas externas
e as cargas nao vao entao permanecer em MRU, ja que em geral cada uma vai
ser acelerada pela outra carga. Vamos nos concentrar apenas no movimento
radial no qual as duas cargas estao se aproximando ou se afastando. Nao
vamos tratar nesta secao do problema geral de dois corpos orbitando um ao
redor do outro, em relagao a um referencial inercial. Este problema geral
(andlogo ao espalhamento de Rutherford, as dérbitas elipticas da gravitacao
e do eletromagnetismo classico, levando também a precessao do periélio dos
planetas) foi tratado com a eletrodinamica de Weber em diversos trabalhos.®

Comecamos mais uma vez com as palavras de Maxwell. Apds mostrar que a
lei de Weber é consistente com o principio de conservacao de energia, Maxwell
disse:?

8[See] com traducdo para a lingua alema em [See24], [Tis72], [Zol76, pags. xi-xii], [Zol83,
pags. 126-128], [Ser], [Tis95], [Ger98], [GerlT7], [Sch25] (com tradugdo para a lingua por-
tuguesa em [XA94] e para a lingua inglesa em [Sch95]), [Nor65, pag. 46], [Whi73, pégs.
207-208], [Eby77], [Ass89a], [CA91], [Ass94, Segoes 7.1 e 7.5], [Ass98b], [Ass9I9b] etc.

9[Maxb4, volume 2, artigo 854, pags. 484-485] e [Ass92g] para uma tradugdao em por-
tugués de todo este capitulo do livro de Maxwell.
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Mas Helmholtz, em seu trabalho muito influente sobre as “equacoes
de movimento da eletricidade em condutores em repouso,”!’ en-
quanto mostra que a formula de Weber nao é inconsistente com
o principio de conservacao de energia, no que diz respeito apenas
ao trabalho feito durante uma operagao ciclica completa, mostra
que ela leva a conclusao de que duas particulas eletrificadas, que se
movem de acordo com a lei de Weber, podem ter de inicio veloci-
dades finitas e todavia, enquanto ainda a uma distancia finita uma
da outra, podem adquirir uma energia cinética infinita e podem

perfazer uma quantidade infinita de trabalho.

A isso, Weber!! replica que a velocidade inicial relativa das parti-
culas no exemplo de Helmholtz, embora finita, é maior que a velo-
cidade da luz; e que a distancia na qual a energia cinética torna-se
infinita, embora finita, é menor que qualquer magnitude que po-
demos perceber, de tal forma que pode ser fisicamente impossivel
trazer duas moléculas para ficarem tao préximas. O exemplo, por-
tanto, nao pode ser testado por qualquer método experimental.

O trabalho de Helmholtz a que Maxwell se referiu é de 1870.'2 O trabalho
de Weber citado por Maxwell ja estd traduzido para a lingua inglesa.'3

Seguimos aqui nossa discussao deste tépico apresentada em 1992, para
clarificar estes pontos de vista de Helmholtz e de Weber.

Duas cargas ¢; e g2 de massas inerciais m; e ms interagem entre si através
da lei de Weber. Se elas se movem com velocidades 77 e U5 em relagao a um
sistema de referéncia inercial S, a energia total conservada do sistema é dada
classicamente pela soma das energias cinética e potencial, T e U, ou seja:

— —

. Uy - U 1 .2
E=T+U=m " 4 m,2 UQ+Q1q2<1 r ) L (54)

2 2 dre,r \ 22

onde r é a distancia entre as duas cargas e 7 = dr/dt.
No exercicio 5.2 mostra-se que a solugao desta equacgao ¢ dada por:

2F [r—
Y by i (5.5)
moyTr—=r

Nesta equagao p = myms/(my + msg) é a massa reduzida, o« = ¢1q2/4me,,
1 = a/F e ry = a/uc?. Definimos ainda que 7, ¢ a distancia inicial entre as
duas cargas, sendo 7, a velocidade radial inicial entre elas.

Uma analise desta equacao para E # uc? é apresentada nas figuras 5.1
até 5.6. Nestas figuras apresentamos 7 contra r. Elas foram retiradas de um

10 Crelle’s Journal, volume 72, pags. 57-129 (1870).

1 Elektr. Maasb. inbesondere tber das Princip der Erhaltung der Energie.
12[Hel70].

13[Web71] e [WebT72].

14[AC92).
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trabalho de 1992.!° Temos as seguintes situagoes em cada caso: (A) a < 0 e
E > uc?, figura 5.1; (B) a < 0e 0 < F < uc?, figura 5.2; (C) a <0, E < 0,
ro <riea >0, E>pud? r>r >r, figura53; (D) a > 0, £ > uc? e
T, > 19 > 11, figura 5.4; (E) a > 0,0 < E < uc? e ry <1y <710, figura 5.5; e
(F)a>0,0<E<puc®,ro,<r<riea>0,FE<0,r, <ry, figura 5.6.

Figura 5.1: Duas cargas em movimento radial. Situagao em que a < 0 e
E > uc?.

Nas figuras 5.1 até 5.3 temos atragao (a < 0) e podemos ver que a velo-

cidade radial relativa 7 é sempre menor do que v/2¢ ou do que /2E /p, nao
importando se as cargas estdo inicialmente se aproximando (7, < 0) ou se
afastando (7, > 0). A figura 5.3 também representa o caso repulsivo o > 0,
E > uc, ry >ry >,

3

y2'c +
I+

0
V2E/n A \\

0 :

T o

r o4
_@'g _/K

Figura 5.2: Duas cargas em movimento radial. Situacao em que a < 0 e
0<E < puc

Nas figuras 5.4 até 5.6 temos repulsdo (o > 0). Nos casos das figuras 5.4
e 5.6 podemos ver que a velocidade radial relativa pode ir para infinito em
r =79, j& que o denominador da equacao (5.5) vai a zero. Como r > 0 isto s6
ocorre para ry > 0 ou para a > 0.

Podemos entender agora facilmente a resposta de Weber a critica de Helm-
holtz. Nas figuras 5.2, 5.3 e 5.5 temos |f,] < v/2c. Em todos estes casos |7|
permanece menor ou igual a v/2¢, ndo importando se é atracao ou repulsio,

15[AC92].
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_VTC_

Figura 5.3: Duas cargas em movimento radial. Situagao em que a < 0, E < 0,
ro<rmiea>0,E>uc ro>r >r,.
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fO 1 \\
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Figura 5.4: Duas cargas em movimento radial. Situacao em que a > 0, £ >
et e ry > 1y > 1.

ou se as cargas estao inicialmente se aproximando ou se afastando. Por outro
lado, se |f'y| > v/2¢, entdo || sempre permanecerd maior do que v/2¢, como
estd representado nas figuras 5.1, 5.4 e 5.6. A velocidade radial relativa r
s6 iria para infinito neste modelo se |7,| > v/2¢, como vemos nos casos das
figuras 5.4 e 5.6. Além do mais, isto s6 aconteceria quando elas estivessem
muito préximas uma da outra. Por exemplo, se tivéssemos dois elétrons ou
dois pésitrons (¢ = g2 = +e, m; = mg = m) entdo ry = 2r,, onde r, é o
chamado raio classico do elétron definido por:
e? 1

. = ——=28x10""m. 5.6
" 4dme, mc? ’ m (5:6)

Se q1 = ¢ = £e, my = m e my > m (como no caso de um pésitron e de
um préton), entao ro = 7.

Na época de Helmholtz e Weber o elétron ainda nao havia sido descoberto,
mas de qualquer forma é impressionante que a distancia caracterizada pelo
raio classico do elétron apareca naturalmente na eletrodinamica de Weber.
Obviamente a razao para isto é que a constante ¢ surgiu pela primeira vez
nesta teoria e quando associamos a ela os valores da massa e carga do elétron
podemos construir naturalmente um comprimento caracteristico manipulando
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Figura 5.5: Duas cargas em movimento radial. Situagao em que o > 0, 0 <
E<uc?ery,<ry<r,.

Figura 5.6: Duas cargas em movimento radial. Situacao em que a > 0, 0 <
E<uc2,ro<r2<r1ea>O,E§0,ro<7’2.

estas constantes.

Concordamos com Weber e Maxwell que esta predicao de uma velocidade
infinita nao pode ser testada experimentalmente. A razao é nao apenas devido
a distancia extremamente curta entre as cargas em que esta divergéncia ocor-
reria, mas também devido ao fato de que a velocidade radial inicial entre as
duas cargas teria de ser maior do que a velocidade da luz. E até hoje nao con-
seguimos acelerar nenhuma particula a velocidades superiores a da luz, de tal
forma que nao podemos realizar a experiéncia. Mesmo se isto fosse possivel, a
distancias curtas como r, outras forgas podem passar a ser importantes, como
as forcas nucleares. Estas outras forcas alterariam entao a predicao do que
esperar da experiéncia.

Uma outra coisa deve ser mencionada aqui. Para chegar a estes resulta-
dos utilizamos nao apenas a eletrodinamica de Weber mas também a energia
cinética classica mv?/2. Hoje em dia parece que esta ultima expressiao sé é
valida para baixas velocidades comparadas com c. Para v &= ¢ ou 7 =~ ¢ pode
ser que tenhamos de utilizar

2
mce 9

T=——— —mc, (5.7)

ou alguma expressao similar. Mais uma vez isto alteraria as previsoes desta
experiéncia.
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No artigo de 1992 também estudamos'® o problema de dois corpos com a
energia potencial de Phipps dada por:'”

o\ 1/2
gr— D42 1 (1 - 7322) . (5.8)

4dre, 12 c2

Esta expressao se reduz a energia potencial de Weber quando a expandimos
até segunda ordem em 7-/c. Neste caso a velocidade limite passa a ser ¢ em
vez de v/2¢c. Nao entraremos nos detalhes desta anélise neste livro.

A resposta de Weber a Helmholtz pode ser encontrada na secao 21 de seu
artigo de 1871.1%

5.4 Campo Elétrico Devido a uma Corrente
Constante

Nesta secao trataremos de uma diferenga especifica entre a forca de Weber e
a forca de Maxwell-Lorentz que pode em principio ser testada no laboratério.
Esta diferenca tem a ver com a componente da forca proporcional ao quadrado
da velocidade v das cargas fontes. Este é um assunto que desenvolvemos em
um artigo de 1991.1

Supomos entao um fio reto infinito colocado em repouso em relagao a um
referencial inercial ao longo do eixo Z. Neste fio supomos haver uma corrente
estacionaria I que é constante no tempo. Supondo que o fio seja um condutor
metalico usual temos que apenas os elétrons se movem em relacao ao fio. A
partir destas suposicoes podemos entdo escrever o seguinte: oy = 0, oy =
0 Uoo =9 2= —VpZ, edy. = 0 (designamos pelo indice 2 as cargas do fio

e |th_| = Vp é a velocidade de deslocamento, de arraste ou de migragao dos
elétrons em relagdo ao fio). Todas as velocidades e aceleragoes sao relativas
ao sistema de referéncia inercial no qual o fio macroscépico esta em repouso.
Supomos ainda que este fio seja eletricamente neutro, o que significa que Ay =
—MXo4, onde A é a densidade linear de carga. Esta suposicao de neutralidade nao
é valida em geral para fios resistivos.2’ Mas como os efeitos da nao neutralidade
de um fio resistivo s@o muitas vezes pequenos, de tal forma que possam ser
desprezados, faremos a suposicao de neutralidade neste exercicio.

Calculamos entao a forca que este fio exerce sobre uma carga ¢; situada no
vetor posicao 7 em relagao a origem O do sistema de referéncia inercial que
esta sendo considerado aqui, deslocando-se em relacao a este referencial com
velocidade v e aceleragao dy, figura 5.7.

161AC92].

17[Phi90b], [Phi90c] e [Phi92].
18[Web71] e [WebT72].
197Ass91a).

20[AHO7], [AHO9] e [AH13)].
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Figura 5.7: Carga se movendo perto de um fio parado no qual flui uma corrente
constante.

Fazendo os célculos a partir do eletromagnetismo classico resulta que a
forga de Maxwell-Lorentz resultante neste caso é dada por (ver o exercicio
5.3):

ﬁML = qU; X éz . (5.9)

Nesta equagao o campo magnético By(7) é devido a corrente I, fluindo no
fio. Seu valor no ponto 7} onde se encontra a carga teste ¢q; é dado por:

>3 N'OIQ ~
By = — . 5.10
2 2 $1 ( )

Nestas expressoes usamos coordenadas cilindricas (7 = p1p1 + 212, 21 =
0, ¢1 é o angulo azimutal e p; é a distancia de ¢; ao fio). Temos ainda que
Is = Mo Vp = =X Vp, onde Ay ¢é a densidade linear de carga dos elétrons
livres no fio. Vemos entao que segundo a expressao de Maxwell-Lorentz o fio
nao gera campo elétrico, mas apenas um campo magnético poloidal que varia
inversamente com a distancia ao fio.

Por outro lado, usando a forga de Weber, equagao (5.1), obtemos que a
forca resultante do fio em ¢; é dada por:?!

ﬁW = q1EM + Q1171 X EQ , (511)

onde B, ¢ dado pela equacio (5.10) e Ey ¢ dado por:22

B = —%ﬁl . (5.12)

Vemos entao que a tunica diferenca entre a forca de Weber e a forca de
Maxwell-Lorentz é que a forca de Weber prevé uma forca adicional em ¢; dada
por qlﬁM. Esta forca é independente da velocidade v; da carga ¢; e entao
podemos chamar EM de um campo elétrico. S6 que este nao é um campo
elétrico usual, pois foi suposto inicialmente nesta deducao que o fio era neutro
eletricamente. Este campo elétrico s6 surge devido ao fato de os elétrons no fio

21Ver exercicio 5.4 e [Ass91b].
22[Wes87b], [Wes90b], [Wes90c], [Wes90d], [Wes91, capitulo 6], [Ass9la] e [Ass91b].
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se moverem enquanto os fons positivos ficam parados em relacao ao fio, de tal
forma que a forca de Weber exercida pelos fons positivos ao atuarem sobre a
carga teste ¢ é diferente em mddulo ou magnitude da for¢ca de Weber exercida
pelos elétrons no fio ao atuarem sobre a carga teste ¢;. Vemos entao que este
campo elétrico surge devido ao movimento das cargas-fontes, é proporcional
ao quadrado da corrente e aponta sempre na mesma direcao independente do
sentido da corrente. Ele pode entao ser chamado de campo elétrico devido ao
movimento, sendo esta a origem do subindice M nas equagoes (5.11) e (5.12).

Embora esta forca ¢, E) ndo tenha analogo no eletromagnetismo cléassico,
nao é facil de ser testada experimentalmente pois é muito pequena, de segunda
ordem. Ou seja, ele é proporcional ao quadrado da velocidade vy = Vp das
cargas fontes, sendo proporcional & grandeza V3 /c?. Por exemplo, se tivermos
uma corrente de 10>A e uma carga elétrica ¢; tipica de laboratério, com valor
¢ ~ 10719 O, entao esta forca serd da ordem de 107N para uma separacao
p1 =~ 10 cm. Esta forga é extremamente pequena e dificil de detectar.

De qualquer forma temos uma caracteristica que pode distinguir um con-
junto (A) de teorias de um outro conjunto (B) de teorias, a saber: (A) Teorias
que predizem uma for¢a nao nula atuando sobre uma carga estacionaria co-
locada perto de um fio condutor neutro e estacionario no qual circula uma
corrente constante. (B) Teorias que nao predizem esta forga. Na primeira
categoria temos, por exemplo, as forcas de Weber, Riemann e Gauss. Todas
estas teorias predizem forgas de segunda ordem do tipo V3/c?. Como usu-
almente temos V3/c?> ~ 1072, vemos que este efeito é pequeno. Na outra
classe temos, por exemplo, a forga de Maxwell-Lorentz (ou a forga de Liénard-
Schwarzschild), assim como a forga de Clausius. Uma boa discussao deste
tépico também se encontra em outros trabalhos.??

Surge naturalmente a questao de saber se esta forga existe ou nao. Histo-
ricamente a predicao desta forca exercida por um fio com corrente constante
ao atuar sobre uma carga em repouso tem sido considerada como uma falha
da teoria de Weber, ja que as pessoas pensavam que esta forca nao existia
experimentalmente. Maxwell, por exemplo, afirmou®® que “tal agao [forcal
nunca foi observada.” Apesar desta afirmativa, ele nao citou um tnico ex-
perimento em que se tenha tentado detectar esta forca. Um outro exemplo:
Pearson e Kilambi tém um trabalho muito interessante no qual mostram que
a forca de Weber constitui uma analogia cléssica para as forcas dependentes
da velocidade da fisica nuclear, sendo a analogia fornecida pela forca de Weber
bem melhor que a analogia fornecida pela for¢a de Liénard-Schwarzschild. Em
uma secao deste artigo eles discutem o campo elétrico devido ao movimento e
concluem:?®

O fato de que F;V [forca de Weber exercida em uma carga parada

Z[O’R65, volume 2, pags. 288-290], [EKL76], [Whi73, pags. 205-206 e 234-236] e [Bus26].
24[Maxb4, volume 2, artigo 848, pag. 482].
25[PK74].
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perto de um longo fio retilineo com corrente] é nao-nula significa que
a eletrodinamica de Weber da origem a efeitos de indugao esptrios.
Este é provavelmente o defeito mais 6bvio da teoria e a tinica ma-
neira de evita-lo é supor que as cargas positivas no fio se movem
com uma velocidade igual vy na direcao oposta, o que é ébvio que
elas nao fazem.

A velocidade a que se referem aqui é a velocidade de deslocamento, de
arraste ou de migracao dos elétrons de conducao em relagao ao fio.

Mais uma vez eles nao citaram um unico experimento que tentou observar
ou medir estes efeitos de inducao “espirios” e nao os encontrou.

Contudo nenhum experimento foi realizado até a década de 1970 para ten-
tar medir este efeito. A melhor experiéncia que conhecemos que foi realizada
para pesquisar a existéncia deste efeito é devida a Edwards e outros autores.?
Eles mediram uma diferenca de potencial associada com este campo elétrico
devido ao movimento e encontraram um valor nao nulo compativel com a or-
dem de grandeza prevista pela eletrodinamica de Weber. Além do mais eles
concluiram que o campo era radial e apontava para a corrente, independente do
sentido da corrente, além de terem encontrado que este campo elétrico devido
ao movimento era proporcional ao quadrado da corrente. Apesar de todas es-
tas evidéncias concordando com a eletrodinamica de Weber, ainda nao se pode
dizer que estas experiéncias sejam conclusivas. Mais pesquisas experimentais
sao necessarias antes de se chegar a uma conclusao definitiva.

Existem diversos artigos experimentais recentes que apareceram na litera-
tura tratando deste assunto estimulante.?” Existem também diversos trabalhos
tedricos sobre este tema.?®

5.5 Forca de Weber e Variacao da Massa

Uma outra componente da forca de Weber que nao tem componente analoga
no eletromagnetismo classico é aquela que depende apenas do quadrado da
velocidade v; da carga teste que sente a forga, mas que nao depende da ve-
locidade U5 das cargas-fontes. A seguir ilustramos uma situacao em que esta
componente aparece explicitamente. A situacao discutida aqui foi analisada
com a forca de Weber e com outras forcas similares por muitos autores.?”
Vamos supor um capacitor ideal parado em relacao a um referencial inercial
S. Seja entao um capacitor de placas retangulares paralelas, de lado L, com
separacao entre as placas d muito menor do que o tamanho L das placas,

26[EKLT6].

27[BW77], [San85], [BM90], [KE91] e [LEK92].

28[Wes87b], [Wes90d], [Wes91, capitulo 6], [Bon81], [Cur82], [Gra88], pags. 1-4 e 1-5;
[Hay90], [BE9O], [Ive90], [Ive91], [Ass91a], [Bil92], [Sin92], [Str92] etc.

29[Bus26], [MS55], [O’'R65, volume 2, pags. 613-622], [Ass89b], [Wes90d], [Wes90a],
[Wes91, capitulo 6] e [AC91].
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d < L, de tal forma que para os calculos possamos supor as placas infinitas
(ou seja, vamos desprezar os efeitos de borda). Supondo as placas situadas
nos planos * =z, e x = —x,, com densidades superficiais de carga g4 e —04,
respectivamente, resulta que o campo elétrico classico no interior do capacitor
¢ dado por (como calculado facilmente com a lei de Gauss):

E.=-"23 5.13
@ (5.13)

onde = é um versor apontando da placa negativa a positiva:

X

!
L

+0'A

10

-0,

Figura 5.8: Capacitor.

Como o capacitor nao gera nenhum campo magnético e a situacao é es-
tacionaria no tempo, resulta pela forca de Maxwell-Lorentz que a tnica forca
que pode atuar sobre uma carga ¢; que se move em seu interior é dada por
q1Ec~

Ja com a forca de Weber a situacao nao ¢é tao simples. Usando a equacao
(5.1) pode-se calcular a forga em ¢; neste caso. Vamos supor que a carga
teste esteja no interior do capacitor, localizada ao longo do eixo x de simetria,
1 = 11T, com —x, < 1 < T,. Vamos supor ainda que a carga teste pode
estar em movimento em relacao ao referencial inercial S, deslocando-se com
velocidade v e aceleracao d; em relacao as placas do capacitor. Neste caso a
forca de Weber exercida pelo capacitor e atuando na carga teste é dada por:*°

2
v

1 A ~ ~ N -
— T — U1(V1y T + V1:2) + 22101,T — 110y

- o 1
F= —Q1A{Zﬁ + =
€o c’l2

2

} . (5.14)

Em primeiro lugar observamos que esta expressao so recai no caso classico
quando 7 = 0 e @ = 0. Os termos a mais que aparecem nesta expressio e que
nao tém similar em nenhuma das componentes da forca de Maxwell-Lorentz
sao os termos que estao entre colchetes. Vemos que eles dependem do quadrado

30Ver exercicio 5.5 e a referéncia [Ass89b].
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da velocidade ¥} da carga teste que sente a forca e também de sua aceleracao
ai. Nenhum destes termos aparece na forca de Maxwell-Lorentz.

Nao conhecemos nenhum experimento feito especificamente para determi-
nar a existéncia ou nao dos termos que aparecem dentro dos colchetes na
equagao (5.14). Em 1989 discutimos®!' como estes termos fornecem uma ex-
plicacao alternativa aos famosos experimentos de Kaufmann e Bucherer de
variacado da massa com a velocidade. As duas explicagoes alternativas, (A) e
(B), sao as seguintes: (A) A forga dentro do capacitor é dada por ¢ E., com
o campo elétrico dado pela equagao (5.13), qualquer que seja a velocidade da

particula e a massa varia relativisticamente como m = m,//1 —v?/c2. (B) A
forga dentro do capacitor é dada pela equagao (5.14) e a massa da particula é
uma constante qualquer que seja sua velocidade.

Embora estas duas explicacoes sejam fisicamente bem distintas, ambas for-
necem a mesma expressao para aquilo que é observado nos experimentos de
Bucherer, pelo menos até segunda ordem, inclusive, em v;/c. Apés escrever-
mos este artigo, descobrimos que as experiéncias de Kaufmann e Bucherer nao
tiveram precisao além da segunda ordem em v /c. Para a andlise destes experi-
mentos e desta informacao ver os trabalhos de Zahn, Spees, Farago e Janossy.>?
O que se pode concluir atualmente é que para esta situacao experimental es-
pecifica, as duas explicagoes sao igualmente satisfatérias. Além disto, Wesley
mostrou recentemente® que no caso deste experimento3* as velocidades obti-
das da lei de Weber e do eletromagnetismo classico sao funcoes diferentes dos
campos E.e B. Expressando o que é medido experimentalmente nao mais em
funcao das velocidades, mas sim em funcao das grandezas E.e B , Wesley ob-
teve que a lei de Weber também apresenta termos de quarta ordem e que estes
termos sao praticamente os mesmos que os termos fornecidos pela teoria da
relatividade de Einstein. Ou seja, mesmo que estes experimentos houvessem
tido precisao até quarta ordem em v /¢, inclusive, nao seria possivel distinguir
as duas explicacoes alternativas.

5.6 Comentarios Gerais sobre a Lei de Weber

Neste livro vimos vérios aspectos positivos da forca de Weber: E uma lei com-
pletamente relacional (tem o mesmo valor para todos os observadores), satisfaz
o principio de agao e reagao na forma forte, além de satisfazer os principios de
conservagao do momento linear, do momento angular e da energia. Além disto
é possivel deduzir com a eletrodinamica de Weber a forca de Coulomb e a forca
entre elementos de corrente de Ampere. Vimos também como se pode deduzir
a partir da forca de Weber as equagoes de Maxwell: lei de Gauss, lei da nao

31[Ass89b].

32[7538] e [FJ57].

33[Wes90b] e [Wes90c].
34Descrito em [Ros64, pag. 193].
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existéncia de monopolos magnéticos, lei circuital magnética e lei de inducao
de Faraday. Apresentamos e discutimos os principais pontos da controvérsia
entre a forga de Ampere e a forca de Grassmann. Entao comparamos a forga
de Weber com a for¢ga de Maxwell-Lorentz. Mostramos que a tnica diferenga é
que a lei de Weber prevé alguns termos adicionais que nao aparecem na forga
de Maxwell-Lorentz. Discutimos alguns experimentos ligados com estes ter-
mos e como eles ainda nao sao conclusivos para decidir a questao. Para uma
discussao mais aprofundada destes e de outros experimentos ver um artigo de
1990.3°

Apesar destes aspectos positivos da lei de Weber, devemos ressaltar que a
forga de Weber é apenas um modelo de interacao entre cargas que descreve
uma certa classe de fenomenos. Como tal, ela pode estar sujeita a limitagoes
e seu grau de validade pode nao ser ilimitado. Por exemplo, pode ser que um
modelo de interagao mais completo que a lei de Weber inclua também termos
de quarta ordem em v/c, do tipo 7*/c*, ou termos como d®r/dt® etc. Caso
isto seja verdade entao a validade da lei de Weber iria apenas até a segunda
ordem em v/c, inclusive. Isto é, para cargas que se movem a velocidades
extremamente proximas a velocidade da luz, pode ser que a lei de Weber nao
se aplique como tal. No momento, nao sabemos se a lei de Weber tem ou
nao esta limitacao de validade, mas nos parece importante alertar para esta
possibilidade provavel. Phipps, por exemplo,?® propoés uma energia potencial
dada por UP = (qiqo/4me,r12)(1 — 72/c?)Y/? para resolver os problemas que
Helmhotz havia apontado na teoria de Weber, a saber, a existéncia do assim
chamado “comportamento de massa negativa.” Este problema estd discutido
por diversos autores.’” Embora com este potencial Phipps tenha superado
as criticas de Helmholtz, obviamente seu potencial nao é o tnico que pode
responder a estas criticas. De qualquer forma este é um exemplo especifico de
como generalizar a eletrodinamica de Weber para ordens superiores em v/c.

Deve ser observado que o comportamento de massa negativa que aparece
em algumas situacoes na eletrodinamica de Weber, que havia sido criticado por
Helmholtz, é uma das bases do modelo planetirio de Weber para o dtomo.3
Em particular, cargas de mesmo sinal passam a se atrair quando estao a
distancias muito pequenas entre si, pois se comportam como se tivessem massa
inercial efetiva negativa. Com base nesta propriedade fascinante Weber foi ca-
paz de prever, antes das experiéncias de Rutherford e bem antes do modelo
planetéario de Bohr, um modelo de atomo no qual cargas negativas descreviam
orbitas elipticas ao redor de um ntucleo composto de cargas positivas. O mais
interessante de seu modelo é que o ntucleo era mantido estavel apenas pelas
forcas eletrodinamicas de Weber. No modelo planetario de hoje em dia, ao

35[Ass90b].

36[Phig0b], [Phi90c] e [Phi92].

37[Hel72], [Max54, volume 2, capitulo 23, artigo 854, pag. 485] e [Ass92g], assim como
[Whi73, pags. 203-204].

38[AWW11] e [AWW14].
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contrario, foi necessario postular a existéncia de forcas nucleares para garantir
a estabilidade do nicleo em fungao da repulsao coulombiana entre suas cargas
positivas.

Um outro aspecto que tem de ser lembrado é que apesar de a forga de
Weber incluir termos de velocidade e aceleracao, ainda assim ela é uma lei de
acao a distancia. Outras forgas deste tipo sao a forca gravitacional newtoniana
e a forga elétrica coulombiana. Vamos supor que temos um corpo A parado em
relagao a um outro corpo B, com ambos parados em relagao a um referencial
inercial S. Vamos supor que em um certo instante inicial ¢, o corpo A é
deslocado em relagao a este referencial inercial (devido a uma forga externa, por
exemplo). De acordo com as leis de acao a distancia, o outro corpo B sentira
instantaneamente uma mudanca de forca, qualquer que seja sua distancia do
primeiro corpo A. Isto pode ser um aspecto positivo.?® Pode ser que esta
seja a maneira de a natureza se comportar ou agir. Por outro lado, pode ser
que todas as interacoes viajem em relacao a um referencial inercial com uma
velocidade finita (por exemplo, com a velocidade da luz). Mas a lei de Weber,
como tal, nao descreve esta tultima ideia.

Para descrever ondas eletromagnéticas e um retardo na propagacao das
interacoes a partir de teorias de acao a distancia ha algumas alternativas.
Uma delas é utilizando a lei de inducao de Faraday em um sistema de mui-
tos corpos.?’ Uma outra maneira de obter ondas eletromagnéticas ou efeitos
retardados com a lei de Weber é usando simultaneamente a equacgao de con-
servagao de cargas (1.37). Um exemplo deste fato foi a obtengao da corrente de
deslocamento na secao 3.5 usando esta equagao. Deve-se lembrar que para a
obtencao de ondas eletromagnéticas foi fundamental para Maxwell este termo
da corrente de deslocamento.

Uma outra maneira de obter ondas eletromagnéticas com uma teoria de
acao a distancia ¢ introduzir diretamente na lei de Weber o tempo retardado.
Isto é, substitui-se ¢ por t — r13/c em todos os termos da lei de Weber. A
aplicacao do tempo retardado especificamente na lei de Weber é devida a
Moon e Spencer, assim como a Wesley.*! Para uma discussiao suplementar
sobre os diferentes modelos de propagacao do potencial ver ainda os trabalhos
de Clausius e Archibald.*? Neste livro nao discutiremos estes aspectos ja que
eles estao além da eletrodinamica de Weber em sua forma original.

Devemos mencionar ainda que Kirchhoff e Weber obtiveram a equacgao de
onda conhecida como equagao do telegrafista em 1857, antes dos trabalhos
de Maxwell. Tanto Kirchhoff quanto Weber trabalharam com a forga eletro-

dinamica de Weber, baseada na agao a distancia, como discutimos na secao
2.1.4

39[Gra90d], [Gra90b], [Gra90c], [Gra90e] e [Ass99a).

40[Gra87b).

41MS54c], [Wes87a], [Wes90b], [Wes90c] e [Wes91, capitulo 6].

42[Cla69] e [Arc86).

43[Ass98a], [Ass00a], [AssO0b], [HA00], [AT00], [HAO1], [Ass03a], [AHO5], [AHO7, apéndice
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Iniciamos este livro com as palavras de Maxwell. Vamos termina-lo com as
palavras de O’Rahilly, escritas em sua obra maxima, Teoria Eletromagnética
- Um Exame Critico dos Fundamentos. Neste trecho temos um resumo das
coisas que Weber realizou e das ideias que defendeu (entre colchetes vao nossas
palavras):4
Se qualquer homem merece crédito pela ideia sintética que uni-
fica os varios ramos da ciéncia elétrica e magnética, este homem é
Wilhelm Weber. Hoje, mesmo aqueles que defendem a teoria do
éter ou que professam serem relativistas aceitam estes principios
introduzidos ou desenvolvidos por ele: que a ideia de Ampere do
magnetismo como sendo devido a correntes microscépicas pode ex-
plicar fenomenos relevantes; que a eletricidade tem uma estrutura
atomica [isto é, granular ou corpuscular|; que as correntes sao fluxos
de particulas; que as forgas de Ampere [entre elementos de corrente]
agem diretamente entre estas particulas e nao entre os condutores;
que a lei de Coulomb deve ser modificada para cargas em movi-
mento; que, como disse Gauss, a agao nao é instantanea; que as leis
da eletrodinamica [for¢a entre elementos de corrente de Ampere]| e
da indugao [lei de Faraday] podem ser deduzidas por uma soma es-
tatistica, a partir de uma férmula de for¢a para particulas [cargas]
elétricas. Mesmo seu principio balistico, submerso por tanto tempo
pelos eteristas e relativistas, parece que provavelmente desafiara os
fisicos mais uma vez na forma desenvolvida dada a ele por Walther

Ritz.

5.7 Exercicios

1. Para perceber a diferenga de enfoque ao tratarmos de um problema pela
forca de Maxwell-Lorentz ou pela forga de Weber, vamos discutir aqui
casos simples da interacao entre duas cargas. As situagbes que vamos
tratar aqui sao de cargas em repouso ou em movimento retilineo uni-
forme, MRU, deslocando-se com velocidades constantes em relagao a um
referencial inercial.

(A) Cargas em repouso.

No primeiro caso temos duas cargas q; e g» separadas pela distancia
T2 = T2y e que estao paradas em relacdo a um referencial inercial S,
ver a figura 5.9.

Para que elas permanegam em repouso, apesar da interacao eletrostatica
entre elas, podemos supor que a forca coulombiana é contrabalangada por

B: Gustav Kirchhoff e as Cargas Superficiais], [AH09, apéndice B: Gustav Kirchhoff e as
Cargas Superficiais] e [AH13, apéndice B: Gustav Kirchhoff e as Cargas Superficiais].
44[0’R65, volume 2, pag. 535].
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Figura 5.9: Cargas em repouso.

alguma outra forga como, por exemplo, por uma forca elastica (supondo
as duas cargas ligadas por uma mola dielétrica feita de um material nao
condutor de eletricidade). Neste caso, como nao hd nenhum movimento
das cargas, mostre que as forgas de Liénard-Schwarzschild (LS) e de We-
ber (W) ficam com a mesma forma, isto é, como uma forga coulombiana
dada por:

= = Qg Y = =
Ame, Ty

(B) Cargas em movimento retilineo uniforme paralelo.

Vamos supor agora a mesma situagao vista por um outro referencial
inercial S’ que se move em relagdo a S com uma velocidade constante
—V 1z, onde supomos V' << ¢. A situacao como vista neste referencial S’
esta representada na figura 5.10.

y’“
qi Vi =Vx
b
1Jl 2 A,
s to
q’. »
) v =vi
0’ X

Figura 5.10: Cargas em MRU ortogonal a separacao.

Naturalmente temos ¢} = q1, ¢h = @2, &' =2, § =y e 1}y = T12.
estamos supondo uma velocidade constante, resulta que @ | = a4 = O.
Vamos representar pelo indice ' as forcas vistas no referencial S’. Use
a equagao (5.1) para mostrar que:

Como
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De acordo com a forca de Weber, nao ha entao diferenca em estarmos no
referencial S ou no referencial S’, j& que nao ha movimento relativo entre
as cargas nos dois casos. Isto ilustra mais uma vez o carater relacional da
forca de Weber, ja que esta forca tem sempre o mesmo valor em qualquer
referencial.

Como estamos supondo V? << ¢?, podemos usar as equagoes (1.53) e
(1.54) como expressoes corretas da forga de Maxwell-Lorentz vélidas até
segunda ordem em 1/c. Use as equagoes (1.53) e (1.54) para mostrar
que:

SLS SLS 42 V2N g R
A =P —algs (1 gm) i) reve

2,.2
dme, c*riy

@ VZ }

012 <1 B V2> g
4re, 2c2 ) r,

Varias coisas se observam desta equacao. A primeira é que a forga de
Liénard-Schwarzschild satisfaz neste caso bem especifico o principio de
acao e reacao no referencial S’. No primeiro colchete desta equacao temos
o campo elétrico devido a carga g no referencial S’, que é maior pelo fator
(14V?/2¢%) do que o campo elétrico visto no referencial S. No segundo
colchete temos o campo magnético no referencial S” devido ao movimento
de ¢o, campo este que nao existia no referencial S. O resultado combinado
destas duas modificagoes é que a forca eletromagnética resultante no
referencial S’ sofre uma diminuigao pelo fator (1 — V?/2¢?) em relagao
a forca resultante de Maxwell-Lorentz ou de Liénard-Schwazschild no
referencial S.

E por este motivo que se diz no eletromagnetismo classico que os campos
elétrico e magnético se transformam um no outro dependendo do refe-
rencial. Por isto também se afirma que nao ha realidade fisica em nenhum
destes campos separadamente, mas apenas na forca eletromagnética como
um todo.

(C) Cargas em movimento retilineo uniforme alinhado com a separacao
entre elas.

Apresentamos uma outra situagao tipica na figura 5.11.

Neste caso duas cargas ¢; e ¢ estao alinhadas paralelamente ao eixo y e
se movem ao longo deste eixo em relacao ao sistema inercial S com uma
velocidade constante v7 = v5 = Vg, de tal forma que @, = ds = 0. Se a
separacao entre elas é ri5, entao mostre que a forca mutua entre elas de
acordo com a expressao de Weber é dada por:

= G1q2 Y =
Y = = =-Fy .
AT, 1y
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Figura 5.11: Cargas em MRU alinhado com a separacao.

Mais uma vez estamos supondo V' < c. Use entdo as equagoes (1.53) e
(1.54) de Liénard-Schwarzschild para chegar ao seguinte resultado:

Mais uma vez observamos que a expressao de Weber preve uma forca
diferente do que a expressao de Liénard-Schwarzschild.

(D) Cargas em movimento retilineo uniforme inclinado relativo a se-
paracao entre elas.

Uma outra situacao esta representada na figura 5.12.

yﬂ
q v; =Vx
12 ¢ >
S At
q,
2 Vv, =VXx
0 =X

Figura 5.12: Cargas em MRU inclinado com a separagao.

Duas cargas q; e ¢ estao separadas por uma distancia 5. A linha
conectando-as estd inclinada em relagao ao eixo x por um angulo 6:
712 - & = cosf. Elas se movem em relacao ao sistema de referéncia S com
uma velocidade constante v] = U5 = VI de tal forma que d; = dy = 0.

Mostre que de acordo com a expressao de Weber as forcas que estas
cargas exercem entre si sao dadas por:

- 2 12 -
AT, 1y

= 1G2 T12 S
Fy -
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Por outro lado mostre que as forcas de Liénard-Schwarzschild dadas pelas
equagoes (1.53) e (1.54) fornecem as seguintes forgas mituas, supondo
V < cerig=1xcost+ gsenb:

s & V2 3VZ2cos?0
F2L152‘J1l g2 m<1+_608)]

dme, 13, 22 2 2

Vi x ( 0 1Vsen9£) e l?ﬂg( &

= 14—
dme, 3y 2 dre, |13y 2c?

~ 3V2cos?0) g V?send _ s
2 i, 2

Mais uma vez a forca de Weber prevé um resultado diferente comparado
com a forga de Liénard-Schwarzschild.

O que ¢é mais interessante agora é que de acordo com o resultado de
Liénard-Schwarzschild tem de haver um torque eletromagnético T agindo
no sistema de duas cargas devido a forcas internas! Isto pode ser visto
facilmente calculando o torque com esta equacgao. Mostre entao que este
torque T ¢ dado por:

T =71 X Foy +75 X Flg =712 X Fiy
e VZsenfriyy Xy g V2senfcosf 2

4me, 2 r19 4re, c2 r19

Este é um resultado muito estranho ja que a situacao da figura 5.12 é a
mesma que a situacao da figura 5.9, apenas vista a partir de um sistema
de referéncia S’ que estd inclinado em relacao ao referencial S da figura
5.9 por um angulo 0, movendo-se em relagao ao referencial S com uma
velocidade constante V = —V(Z cosf + gsenf), ver a figura 5.13.

Y\

<{

-
-

0’0 X

Figura 5.13: Rotagao dos referenciais.
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Como nao ha torque na situacao da figura 5.9, nao deveria haver tor-
que na situagao da figura 5.12. E apesar disto a forca de Liénard-
Schwarzschild prevé este torque na segunda situacao, mas nao preve
este torque na primeira situagao. A existéncia deste torque no eletro-
magnetismo classico também pode ser facilmente vista utilizando a forca
de Maxwell-Lorentz, equagao (5.2).

Obviamente nenhum destes problemas e paradoxos surge na eletrodina-
mica de Weber. Se nao ha torque em um sistema de referéncia, entao
nao vai haver nenhum torque em qualquer outro sistema de referéncia
devido ao aspecto relacional da forca de Weber.

(E) Cargas em movimento retilineo uniforme ortogonal.

Vamos agora supor uma situacao fisica diferente. Agora ainda temos
duas cargas q; e qo deslocando-se com velocidades constantes v e U, em
relacao a um referencial inercial. Estas velocidades constantes podem ser
obtidas através de forcas mecanicas externas ao sistema, equilibrando as
forgas eletromagnéticas que elas exercem entre si. Suas aceleragoes sao
nulas, d; = dy = 0. Vamos supor ainda que elas estejam posicionadas e
deslocando-se no instante ¢ na situacao mostrada pela figura 5.14.

Y\
. n
q1 Vi=vix
-
— A
25T,y
. n
V2=V2y
4,
0 ™x

Figura 5.14: Cargas com velocidades ortogonais.

Aplicando a forga de Weber (5.1) neste caso mostre que:

. ) 1 2 .
- e A9

Ja no caso de Liénard-Schwarzschild, mostre que das equagoes (1.53) e
(1.54) obtemos as seguintes for¢as mutuas:

prs _ 1 (] <1 U%)
21 = S \t—=) >
TEo Ty c
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= G1q2 1 v\ . vt
=2 A 22
12 dre, 1 22)Y T T

Este exemplo ilustra mais uma vez que a forca de Weber sempre satisfaz
o principio de acao e reacao na forma forte, enquanto que a forca de
Maxwell-Lorentz nao o satisfaz nem mesmo na forma fraca em alguns
casos. A situacao da figura 5.14 representa, para cargas, a situacao
andloga da figura 3.1 para elementos de corrente neutros.

Neste problema vamos tratar do problema de duas cargas ¢, e ¢o de
massas inerciais m; e msy interagindo entre si através da lei de Weber
sem a presenca de forcas externas. Vamos nos restringir ao movimento
radial no qual as cargas se deslocam apenas ao longo da reta que as une.
A energia total conservada deste sistema é dada por:

Uy - Uh Uy - Vo G192 1 72
E=T+U= - = 7z _
+ iy + 2 + Ate, r 2¢2 )’

onde 7] e ¥y sao as velocidades destas cargas em relacao a um sistema
de referéncia inercial S.

Na eletrodinamica de Weber ha conservacao do momento linear quando
nao ha forcas externas aplicadas ao sistema, como é o caso aqui. E mais
facil analisar este problema no sistema de referéncia no qual o centro de
massa estd em repouso. A posicao do centro de massa R ¢ definida por:
R = (my7) + mars)/(mq + ma), onde 7 (73) é a posigao de ¢; (g2) no
tempo t em relacao a S. A velocidade do centro de massa neste sistema
de referéncia S é dada por: V= (mq0y + math)/(my + ma). A massa
reduzida é definida por u = mym;/(my + mo).

(A) No referencial do centro de massa temos V' = 0. Mostre entao que
a energia cinética ¢ dada simplesmente neste referencial por T' = pv?/2,
onde v = |U2|. Neste exemplo particular hd apenas movimento radial,
de tal forma que ¥, é paralelo a 7. Isto significa que v? = 2.
(B) Conclua entao que a energia total conservada pode ser escrita neste
sistema de referéncia do centro de massa como:

w? o« 72

JoR Ay
2 +r ’

onde a = q1q2/4me,.

Se £ = uc?, entdao as duas cargas vao se aproximar ou se afastar uma
da outra com uma velocidade constante 7 = £1/2¢, qualquer que seja r,
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como se elas nao sentissem uma & outra. Esta energia E = uc? repre-
senta entao uma energia caracteristica do problema, que se parece com a
energia relativistica, mas que surgiu naturalmente na eletrodinamica de
Weber, muito antes das teorias de Einstein.

(C) Definindo as grandezas A = +,/2E/u, r1 = a/E e 1y = a/uc?,
mostre que chegamos nos seguintes resultados:

P A
r—1T9
e
. al—ry/r
=
p(r—rg)

(D) Mostre que o problema andlogo de duas cargas interagindo radial-
mente através da forca de Coulomb na mecéanica classica se reduz ao
caso anterior com r, = 0. Isto indica que a distancia caracteristica na
qual a lei de Weber apresenta uma mudanca significativa em relagao a
de Coulomb ocorre em r ~ r,.

3. Dedugao da equagao (5.9).

(A) Supondo que o fio é neutro eletricamente, resulta que ¢o = 0. Como
a corrente é estaciondria, constante no tempo, resulta que (3A2 /ot = 0.
Da equagao (1.28) resulta que o campo elétrico é nulo, ou seja, E, = 0.
Use entao a forga de Maxwell-Lorentz dada pela equagao (1.29) e o campo
magnético devido a um circuito fechado, equagao (1.19), para chegar na
equagao (5.9). Para isto tem-se de calcular a integral (1.19) e pode-se
usar, sem perda de generalidade, z; = 0, tal que 7} = 12 + y1y. Tem-se
ainda: dly = dz?.

(B) Uma outra maneira de calcular o campo magnético B, ¢ usando a
lei circuital magnética (1.41). Como a situagao é estaciondria, resulta
que d®g/dt = 0. Use como circuito C um circulo centrado no eixo 7,
onde passa a corrente I5. Como por simetria Eg ¢é poloidal, resulta que
B, é paralelo a dly em cada ponto deste circuito. Como [ [ Jp - ddy = I,
resulta que se pode obter B, da equagao (1.41). Calcule-o para ver que
¢ dado pela equagao (5.10).

4. Deducao da equagao (5.11).

(A) Parta da equacdo (5.1) para calcular a for¢ca de um elemento de
corrente em ¢;. Substitua g por dga = Aadzy. Suponha um elemento
de corrente neutro eletricamente, isto é, Ao = —Xo,. Some as forcas
de A\oydze € Ay_dzy em gy, lembrando que 7 = 232, Uh, = 6, oy = 6,
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172_ = —VD,%, 62_ = 0. Use ainda 7?1 = $1§3+y1:{), ’171 = lei’—FUlyQ—i‘Ulzﬁ,
assim como a; = a1, & + a1,y + a1 2.

(B) Integre o resultado anterior em z de —oo a +o0.

(C) Use os seguintes fatos para colocar o resultado anterior na forma das
equagoes (5.11) e (5.12): z1 = p1cospy, y1 = prsenyy, P = T Cos gy +
gsen gy, 1 = —I sen 1+ cos 1, € que él Xég = (G1,G2,—G1.Goy) T+
(G1:G2x — G12G2.)Y + (G1oGay — Gr1yGaz) 2.

Deducao da equagao (5.14).

(A) Use a equagao (5.1) para calcular a forga de um elemento das placas
em ¢,. Substitua ¢, por dgo = £o4das, onde o4 é a densidade superficial
de carga na chapa de cima e das um elemento de area. Sem perda de
generalidade, ja que as placas sao infinitas, coloque y; = z; = 0 no
tempo t. Deixe as velocidades e aceleracoes gerais de tal forma que v; =
TV +Yv1y+ 201, € 41 = Ta1,+Ya1y+2a,,. Use coordenadas “cilindricas”
mas com o eixo de simetria sendo o eixo x. Some as contribuicoes de
dgo+ € dgo— localizadas em (Ex,, ya, 22).

(B) Integre o resultado anterior primeiro em ¢y de 0 até 27, em seguida
integre em py = (72 4+ 42)'/% de 0 até R.

(C) Faga o limite em que R tende a infinito.

(D) Obtenha entao a equagao (5.14) rearranjando os termos.



Apeéendice A
Analise Vetorial

Neste apéndice vamos rever brevemente as principais ideias e resultados rela-
cionados com a analise vetorial que sao utilizados neste livro. Como este é
um assunto bem conhecido da maior parte dos estudantes e profissionais, nao
apresentamos um desenvolvimento formal nem provas gerais, ja que tudo isto
se encontra em varios livros dedicados a este assunto.

A.1 Definicoes e Notacao

A maior parte dos conceitos fisicos com os quais lidamos neste livro podem ser
expressos matematicamente em termos de grandezas escalares e vetoriais. Um
escalar é uma grandeza que fica completamente caracterizada por um ntmero
e sua unidade de medida. Exemplos sao a carga elétrica ¢, massa m, tempo t,
temperatura T etc. Um vetor é uma grandeza que fica completamente carac-
terizada por trés nimeros e suas dimensoes: o modulo ou magnitude do vetor,
sua direcao e seu sentido. Exemplos de vetores sao a posicao de uma particula
a partir de uma certa origem, 7, sua velocidade v em relacao a um referencial
inercial, sua aceleragao @ em relagao a um referencial inercial, uma forca F ,
o campo elétrico E , 0 campo magnético é, etc. Neste livro representamos os
escalares por letras usuais, enquanto os vetores sao representados por letras
com flechas em cima. Os vetores unitarios (aqueles com magnitude ou medida
igual a um) sdo representados por letras com um acento circunflexo em cima,
como 7. O médulo ou magnitude de um vetor arbitréario G é representado por
|G| ou simplesmente por G.

Ampliagoes destas grandezas sao os campos escalares e vetoriais. Um
campo escalar é uma funcao de posicao que fica totalmente especificada por
seu valor em todos os pontos do espaco. Por exemplo, a temperatura de um
corpo rigido pode mudar de ponto para ponto dentro do corpo. Um campo
escalar arbitrario ¢ é representado por ¢(7). Um campo vetorial é uma funcao
de posicao que fica totalmente especificada por seu médulo, direcao e sentido
em todos os pontos do espaco. Por exemplo, a velocidade da agua de um rio

147



148 A. K. T. Assis

em relacao as margens deste rio pode mudar de ponto para ponto ao longo do
rio. Um campo vetorial arbitrario G ¢ representado por G (7).

A.2 Algebra Vetorial

Usualmente os vetores sao representados em um sistema de coordenadas carte-

siano tridimensional. Este sistema de coordenadas esta representado na figura
Al (a).

N>

P>

<>

a)
Figura A.1: Sistema de coordenadas cartesiano.

Este sistema tem uma origem O e trés eixos ortogonais entre si: z, y e z.
Os vetores unitarios ao longo destes eixos sao representados por z, § e 2. Um
vetor arbitrdrio A é especificado por suas componentes ao longo destes eixos,
a saber, A = (4,, Ay, A.). Seu médulo é dado por A = /A2 + A2 + A2
As componentes do vetor A sio suas projecoes ao longo dos trés eixos de
coordenadas: A, = Acosay,, A, = Acosay, A, = Acosa,, onde os a’s sao
os angulos entre o vetor A e os eixos de coordenadas apropriados. O vetor A
pode também ser escrito como A = A7 + Ayy + A,z figura A.1 (b).

A soma e subtracao de dois vetores A e B estao representadas na figura
A.2. Pode-se observar facilmente que A + B = B+ A = (A, + B,)i + (A, +
B,)y+(A,+B,)z. Isto é equivalente a regra do paralelogramo para a adigao de
vetores. Temos também que A— B = (A, — B,)# + (A,—B,)y+(A,—B,)z. A
multiplicagio de A por um escalar ¢ ¢ dada por ¢A = (cA,)Z+ (cA, )i+ (cA,)z.

B —B

A /.
A +B A —B A
a) b)

Figura A.2: Adicao e subtracao de vetores.

O produto escalar de dois vetores AeB , representado por A g, é dado
por:
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A-B=B-A=ABcos = A,B, + A,B, + A.B, . (A.1)
Nesta expressao 0 é o angulo entre Ae B, figura A.3 (a).

AN AT ot
0 | 0 .’
B

B

> ®

a) b)
Figura A.3: Produtos escalar e vetorial.

O produto vetorial de dois vetores AeB , representado por AxB , é dado
por:

A x B = ABsenbi | (A.2)

onde @ é um vetor unitario perpendicular a AcaB , apontando de acordo com
a regra da mao direita usual, figura A.3 (b). O médulo de Ax B , supondo que
A e B tenham unidades de comprimento, é a area do paralelogramo gerado por
A e B. Em termos das componentes cartesianas temos que (simbolicamente):

I
AxB=|4, A, A.
B, B, B.

= (A,B. — A.B))i + (A.B, — A,B.)j + (AB, — A B,)% . (A.3)

A partir das equagoes (A.2) e (A.3) podemos ver que o produto vetorial
nao é comutativo, isto é:
BxA=—AxB. (A.4)

Utilizando estas regras podemos obter os resultados do produto escalar
triplo e mostrar que:

— -,

A-(BxC)=B-(CxA)=C-(AxB). (A.5)
Além disto:

A-(BxC)=(AxB)-C. (A.6)
O produto vetorial triplo é dado por:

Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B) , (A7)

(AxByxC=—-AB-C)+B(A.-C) . (A.8)
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A.3 Gradiente

Um campo escalar arbitrario ¢ = ¢(7) pode também ser escrito como ¢(z, y, z).
Uma variacao infinitesimal de ¢ pode entao ser escrita como:
O¢ o9 d¢
d¢ = —dxr + —dy + —dz . A9
¢ ox oy Y 0z (A.9)
O vetor posicao 7 de uma particula pontual em relagao a origem 0 de um
sistema de coordenadas e uma variagao infinitesimal dr” sao representados em
coordenadas cartesianas por:

=z +yy+ 22, (A.10)

=l

7 = idx + gdy + 2dz | (A.11)

Podemos entao escrever a equagao (A.9) como:

dp = (V) - di = |V ||dF] cos b . (A.12)

Nesta equacao V¢ (ou grad ¢, como se representa as vezes) é chamado de
gradiente de ¢, sendo definido por:
_0¢9, 0¢. 09,
\Y =50 T+ 8y Y+ 9" (A.13)
Na equagao (A.12) temos que 6 representa o angulo entre V¢ e dr. Como
| cos ] tem um valor minimo de zero e um valor méximo de 1, o valor da
grandeza d¢ sera maximizado quando # = 0 e cosf = 1. Ele serd minimizado
quando € = 90° e cosf = 0. Isto significa que V¢ é um vetor que aponta na
direcao de maior crescimento de ¢ e cujo médulo é a derivada de ¢ ao longo
desta direcao de aumento maximo.
Podemos ver facilmente que para dois campos escalares f(r) e g(7) vale a
seguinte relacao:

V(fg9)=fVg+gVf. (A.14)

Se r = |r] = Va?+y?+ 2% é a distancia desde a origem até o ponto

7= (z, y, z) e = 7/r é um vetor unitario na dire¢ao de 7, pode ser mostrado
que:

V(™) =nr" (A.15)

Podemos definir um operador vetorial V por:

(A.16)
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Ele é chamado de nabla ou del. Podemos pensar em V¢ como sendo o
operador V atuando em uma fungao ou campo escalar ¢. Embora V nao seja
um vetor, ja que ele nao tem um significado isolado, mas apenas quando atua
em uma fungao, ele se comporta algebricamente em muitas situagoes como um
vetor. Esta é uma notacao 1til que simplifica muitas expressoes.

A.4 Divergente, Rotacional e Laplaciano

O divergente de um campo vetorial arbitrario G (7), representado por V - G ou
por div GG, é definido pela seguinte relacao:

V-G

+ Ly ==

G, 0G, 0G, 0 o
ox y 0z

0
+ zz> (3G, + §G, + 2GL)
(A.17)

O resultado desta operacao é claramente um campo escalar.
Podemos mostrar que se ¢(7) é um campo escalar arbitrario, entao:

V- (fG)=f(V-G)+ (Vf)-G . (A.18)

Também pode ser mostrado que:

V(") = (24 n)", paran # 2. (A.19)

Na secao A.6 tratamos do caso n = —2.
O rotacional de um campo vetorial arbitrario G(7), representado por V x G

ou por rot é, é um outro campo vetorial. Ele é definido por:

e
vxG=|2 2 2
a 4 G
oG, 0G,\ . (9G., 0G.\ . (0G, 0G.\ .
_ _9Gy - Gy C(A20
(83/ az>”<az m)“(ax a;,)z (A.20)

Podemos também mostrar que se H(r) é um outro campo vetorial ar-
bitrario, entao:

—

V x (¢G) = d(V x G) — G x (Vo) , (A.21)

V- (GxH)=H - (VxG)—G-(VxH), (A.22)
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— —

Vx(GxH)=(H-V)G—(G-VYH+G(V-H) —HV-G). (A.24)
Pode também ser mostrado que:

V x (") =0 . (A.25)

Podemos ter derivadas segundas destes campos ao aplicar o operador V
duas vezes. Podemos entao mostrar que se ¢(7) e G(7) sio campos arbitréarios
mas razoavelmente bem comportados (tal que podemos trocar a ordem das
derivadas), entao:

V x (Vo) =0, (A.26)

V- (VxG)=0. (A.27)

O divergente do gradiente de uma funcao, V-(V¢), aparece frequentemente
na fisica e recebeu o nome de laplaciano de ¢. Ele também é representado por
V2¢, sendo dado em coordenadas cartesianas por:

.0 0 0 op .  0¢p .  0¢ .
. = 2 — - - - . P, - P
V- (Vo) =V <xax+yay+zaz> (axx+ayy+azz>
Py 0%¢  0%¢
=53 + e + 552 (A.28)
Também temos que:
Vx(VxG)=V(V-G) - V3G . (A.29)

Esta expressao é utilizada para definir o laplaciano de um vetor, V2@, em
outros sistemas de coordenadas.

A.5 Calculo Integral

H4 trés teoremas principais relacionados com o gradiente, divergente e rotaci-
onal de campos escalares e vetoriais.

O teorema para o gradiente afirma que a integral de linha de V¢ a partir
de um ponto no espago a = (a,, ay, a,) até um ponto b = (b,, b,, b,) através
de um caminho arbitrario de integragao C' depende apenas dos valores de ¢
nos pontos extremos a e b, veja a figura A.4.

Este teorema é escrito matematicamente como:
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X

Figura A.4: Integral de linha.

[ (0) = o) ~ o(a) (A.30)

onde dl é um deslocamento infinitesimal ao longo do caminho de integracao
C. Este teorema afirma que esta integral de linha é independente do caminho
seguido de a até b.

Considere agora um caminho fechado, figura A.5.

Figura A.5: Caminho fechado.

Um corolario do teorema (A.30) é o de que a integral de linha de V¢ em
um caminho fechado de forma arbitraria é zero:

fc(Vcb) dl=0. (A.31)

O segundo teorema é chamado de teorema de Gauss ou teorema da di-
vergéncia. Considere um volume V cercado por uma superficie S, figura A.6.
De acordo com o teorema de Gauss, a integral de superficie da componente
normal de um campo vetorial arbitrario G(7) sobre uma superficie fechada S
cercando um volume V' ¢ igual a integral de volume do divergente de G no

volume V:
géé-daz///v(v-é)dv. (A.32)

Nesta equagao dV' é um elemento de volume e da é um elemento infinitesimal de
area, que tem o tamanho da area deste elemento e cuja direcao é perpendicular
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\Y

Figura A.6: Integral de superficie.

a superficie S em cada ponto, apontando para fora do volume V' por convencao,
figura A.6.

O lado esquerdo da equagao (A.32) representa o fluxo do vetor G sobre a
superficie S. Isto mostra que o divergente de uma grandeza vetorial esta ligado
com a quantidade desta grandeza que passa através de S.

O terceiro teorema estd relacionado com o rotacional de G (7) e é conhecido
como o teorema de Stokes. Considere um caminho C' fechado ao redor de uma
superficie aberta S, figura A.7:

ol

C
Figura A.7: Integral de linha.

De acordo com o teorema de Stokes, a integral de linha do vetor G ao redor
de um caminho fechado C ¢é igual a integral da componente normal de V x GG
sobre qualquer superficie S cercada por esta curva C, figura A.7:

%é-df:/é(Vxéyda. (A.33)

Nesta equagao o elemento de area infinitesimal da é normal a superficie aberta
S em cada ponto e estd relacionado com o deslocamento infinitesimal dl ao
longo da curva de integracao C' pela regra da mao direita, por convencao.

O lado esquerdo da equagao (A.33) indica a circulac¢ao do vetor G a0 longo
da curva fechada C'. Isto significa que o rotacional de G est4 relacionado com
sua circulacao ao redor de um caminho fechado.

Um corolario deste teorema é que a integral de superficie de V x G sobre
uma superficie fechada de forma arbitraria é nula:

%(vXé)-da:o. (A.34)
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A.6 A Funcao Delta de Dirac

A fungao §(7 — 7,) é conhecida como a funcao delta de Dirac tridimensional.
Suas principais propriedades:

§(r—1,) =0 para 7, # 7, (A.35)
e
e [0, se V nao contém 7, ,
///V $(Mo(r = 7o)dV = {(b(ﬁ,), se V contém 7, . (4.36)

Um exemplo importante onde ela aparece no eletromagnetismo e na gra-
vitacao é dado por:

r2

v <T> = 4nd(7) . (A.37)

Isto completa a relagao (A.19) para todos os n’s.
Com as equagoes (A.15) e (A.28) obtemos:

vzi = —470(7) . (A.38)

Podemos ver que V - (#/r?) nao pode ser nulo em todo lugar aplicando o
teorema da divergéncia ao volume V' e area S de uma esfera de raio R centrada
na origem. Neste caso dd = rda, de tal forma que:

7 P s
///V(V-ﬂ>d‘/—%rz-rda—m%da—R2—47r, (A.39)

onde S = 47R? é a é4rea da esfera de raio R. Se V - (#/r?) fosse nulo (isto
aconteceria se a equagao (A.19) fosse valida para n = —2) mesmo na origem,
obterfamos 0 = 4w, o que nao é verdade. Com as equagoes (A.36) e (A.37)
obtemos que a integral tripla na equacao (A.39) é de fato igual a 4w, como
devia ser.

A.7 Coordenadas Cilindricas e Esféricas

Em problemas nos quais ha simetrias cilindricas ou esféricas é 1util utilizar as
coordenadas cilindricas (figura A.8) ou as coordenadas esféricas.

As coordenadas de um ponto P em coordenadas cilindricas sao (p, ¢, 2).
Suas relagoes com as coordenadas cartesianas sao:

T =pCcosy, y=pseny, z =z . (A.40)
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Figura A.8: Coordenadas cilindricas p, ¢, z.

As relagoes inversas sao:

p=1/x%+ 12, @ztan’lg, Z2=2z. (A.41)

Um elemento de volume infinitesimal dV' é representado em coordenadas
cartesianas e cilindricas por:

dV = dxdydz (A.42)

dV = pdpdpdz . (A.43)

Os vetores unitarios p e ¢ ao longo das diregoes de p e ¢ estao relacionados
com T e ¢ por:

p=1=Tcosp+ysenyp , (A.44)
e
Q= —ITseny + ycosy . (A.45)
A partir destas relagoes podemos ver que p = p(p) e @ = @(ip).
As relacoes opostas sao dadas por:
T =pcosp — psenp (A.46)
e
U= pseny + Qcosp . (A.47)

O vetor posi¢ao 7 de um ponto P em relagao a origem 0 de um sistema
de coordenadas inercial, assim como um deslocamento infinitesimal dr, sao
representados em coordenadas cilindricas por:
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r=pp+ 22, (A.48)
e
dr' = pdp + ¢pde + 2dz . (A.49)

Seja t o tempo e 77 = 7(t) a posigao de uma particula ou ponto material que
se move no espago. Sua velocidade U e aceleracao @ relativas a um sistema de
referéncia S inercial sdo dadas em coordenadas cartesianas por (ver as equagoes

(A.10) e (A.11)):

7P de  dy  dz
7= di; —xd—f—i— d*z A = dv, o, 20 = d Gy 25 (AS0)
e
L dv d*F d2 N d%y L d*z
a = —= — =
G e " Tae T e
= Gag + Ja, + 2a, = i+ §ij + 25 (A.51)

Em coordenadas cilindricas a velocidade v e a aceleragao @ da particula sao
representadas por:

dp . dyp dz
~_ .dp az _ A52
pp TPy TR =P opp 2t (A.52)
€
a2p do\’ d2 dp dyp a2z
—»: - 2 7/\
¢ [dt? (dt) PH\rae Traa )Y T e
= (5 — p)p+ (pp +2p9)p + 22 . (A.53)

As componentes de um ponto P no sistema de coordenadas esféricas sao
dadas por (r, 6, ¢), figura A.9.
As relagbes andlogas as equagoes (A.40) até (A.53) sdo, respectivamente:

x=rsenfcosyp, y=rsenfseny, z=rcosf , (A.54)

<

r=+/r2+y2+ 22, 0 =cos ! m, ¢ = tan " o (A.55)
= r®sen @drdfdy , .
dV = r*sen Odrdod A.56

7= Zsenfcosy + ysenbsenp+ Zcosh , (A.57)
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Figura A.9: Coordenadas esféricas r, 6, ¢.

6 = i cos cos g + G cossen g — Zsend (A.58)

Y= —Tsenp + ycosy , (A.59)

itzfsen&cosgo—i—écosﬁcosw—@Semp, (A.60)

§ = Fsenfseny + 0 cosfsenp — Geos (A.61)

2=7cosf —Osenf (A.62)

r=rr, (A.63)

dF = #dr + Ordf + ¢rsen fdp | (A.64)
Lodr A . .

U= =0T + 700 +rpsenbp (A.65)

a= (i —r6® — r¢? sen 20)7 + (r6 + 20

— r¢?sen b cos 0)0 + (rgsen d + 27¢sen 0 + 2rfp cos 0)p . (A.66)

Os intervalos maximos de integracao em coordenadas cartesianas, cilindricas
e esféricas sao, respectivamente:

T —o0ao0o, y: —o0aoo, Z: —00a oo, (A.67)
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p: 0aoco, p: 0a2m z: —o0 a oo, (A.68)

r: 0aoo, 0: Oam ¢: 0a2r. (A.69)

Isto completa uma apresentacao muito breve das principais ferramentas
matematicas utilizadas neste livro.
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Apeéendice B

Origens da Forca
Eletromagnética F = qE +qU X B
e os Diferentes Significados
Dados para a Velocidade v

B.1 Forca Eletromagnética nos Livros Atuais

Como vimos no capitulo 1, a componente elétrica da forca de Maxwell-Lorentz
(Fp = qF, com E = —ngﬁ dA/0t) j4 era usada desde pelo menos 1857
com Kirchhoff, quando ele escreveu a lei de Ohm de maneira generalizada
incluindo os efeitos de auto-indutancia. O potencial vetor magnético A havia
sido introduzido por Franz Neumann em 1845. Vimos também que o campo
magnético B devido a um circuito fechado de corrente est4 relacionado com o
potencial vetor A através da equagao B=VxA Jia expressao para a forca
magnética teve uma origem posterior e bem mais tortuosa. Este é o assunto
deste apéndice. Discutimos este assunto em diversas publicacoes.

Apresentamos agora como é introduzida na maioria dos livros didaticos
atuais a forca magnética Fyr dada por:

Fy=qixB . (B.1)

Algumas vezes os livros diddticos nao apresentam esta componente F),
separadamente, mas apenas a for¢ga de Maxwell-Lorentz total (que usualmente
denominam apenas como sendo a for¢a de Lorentz), a saber:

F:qE+qva:—qV¢—qE+qva. (B.2)

1[Ass92b, Apéndice (A): As Origens e os Significados da Forca Magnética F = i x B,

[AP92], [Ass94, Apéndice A: “As Origens e os Significados da Forga Magnética F = qvx B”],

[Ass95, Apéndice B: “Forga magnética” |, [Ass13, secbes 2.9 e 14.5] e [Assl4, segbes 3.1 e
15.5].
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A maioria dos livros quando apresenta uma destas equacoes diz apenas o
seguinte:

Seja uma carga ¢ deslocando-se com velocidade ¥ em um campo
magnético B, entao a forca magnética atuando nesta carga é dada
por qu X B.

Ou entao afirmam o seguinte:

Seja uma carga ¢ deslocando-se com velocidade v em um campo
magnético B, entao a forca eletromagnética atuando nesta carga é

— — —

dada por F'=qF + qu X B.

Em geral os livros nao dizem se a forca magnética Fy é um resultado
experimental ou se é uma definicao de campo magnético. Ela seria uma lei
experimental caso fossem medidos de maneira independente as grandezas F M s
q,ve B , vindo entao de um conjunto de experiéncias que estas grandezas esta-
riam relacionadas como F| M = qU X B. Por outro lado, esta expressao poderia
ser considerada como uma definicao do campo magnético B caso fossem medi-
das de maneira independente as grandezas F W, ¢ e U, afirmando-se entao que
o campo magnético é definido como sendo a grandeza que satisfaz a equacao

De qualquer forma, este nao é o aspecto principal que queremos discutir
neste apéndice. O ponto fundamental que queremos analisar é sobre o signifi-
cado da velocidade ¥ que aparece nas equagoes (B.1) e (B.2). A maioria dos
livros didaticos nao especifica o significado desta velocidade, dizendo apenas
que a carga teste estd deslocando-se com esta velocidade. Mas obviamente
velocidade é uma grandeza relativa, sendo uma relacao entre a particula car-
regada e um certo corpo em relagao ao qual ela se move. Por isto é que para
uma mesma carga podem existir varias velocidades diferentes simultaneamente
(por exemplo, ela pode estar ao mesmo tempo parada em relacao a Terra, se
aproximando de uma outra carga, se afastando com uma velocidade maior de
um certo ima etc.) Infelizmente os livros diddticos usuais quando apresentam
a relacao qu X B nio especificam em relagao a qual corpo ou objeto deve ser
entendida a velocidade da carga teste. Ou seja, nao especificam claramente
em relacao a que corpo, objeto, observador ou sistema de referéncia é para ser
entendida a velocidade ¥ da carga ¢ que aparece nas equagoes (B.1) e (B.2).

[lustramos as varias possibilidades de interpretacao na figura B.1.

Nesta figura as velocidades sao em relagao a Terra ou laboratério. Temos
uma carga ¢ que se move com velocidade 7, um observador O que se move com
velocidade ‘70, um ima que se move com velocidade 7;, um fio com corrente
que se move com 7., um elétron tipico deste fio que se move com velocidade
U, em relagao ao fio, assim como um detector ou medidor de campo magnético
que se move com velocidade 7. Qual destas velocidades devemos colocar na
forca de Maxwell-Lorentz F= qE + qU X B? Devemos usar Uy, Uq ou Up? Ou



FEletrodinamica de Weber 163

Figura B.1: Forca Magnética.

serd que temos de usar alguma combinacao, tal como v, — ¥;, Uy — \70, Uy — Uy,
e

Deve-se lembrar ainda que a prépria Terra esté girando uma vez por dia ao
redor de seu eixo, em relacao ao referencial das estrelas fixas. A Terra também
orbita uma vez por ano ao redor do Sol, em relagao ao referencial das estrelas
fixas. E o préprio sistema solar orbita ao redor do centro da nossa galdxia, a
Via Lactea, em relagao ao referencial das galdxias distantes.

Exemplos desta situacao inicial vaga na definicao da velocidade v podem
ser vistos em vérios livros.? Diante desta indefinicdo, o estudante em geral
fica confuso entre varias possibilidades para a velocidade ¥ que aparece nas
equagoes (B.1) ou (B.2): velocidade da carga em relagdo ao ima, em relagao
ao fio com corrente que gera o campo magnético E; em relacao a Terra ou
laboratério; em relacao a um referencial inercial arbitrario; em relagao a um
observador qualquer, mesmo que nao inercial; em relagao ao campo magnético;
em relacao a um éter ou meio onde existe e se propaga o campo magnético;
em relacdo ao medidor do campo magnético (aparelho de medida que pode
estar em movimento em relacao ao laboratério ou em relacao ao proprio ima
que gera o campo); em relagao a velocidade média das cargas microscopicas
(elétrons) que geram o campo magnético B, etc.

Apenas quando se entra em tépicos da relatividade restrita nestes livros
é que se percebe o significado da velocidade que aparece em qv X B. Para o
eletromagnetismo classico que estamos analisando nesta se¢ao, a grandeza v é
usualmente interpretada hoje em dia como sendo a velocidade da carga teste
em relagdo a um observador ou sistema de referéncia. Ou seja, atualmente
esta velocidade nao ¢ interpretada como sendo a velocidade da carga teste em
relacao ao ima, nem como sendo a velocidade da carga teste em relacao ao
campo magnético.

O fato de a velocidade que aparece em qv X B ser interpretada atualmente
como sendo a velocidade da carga teste em relagao a um referencial e, portanto,

2[Tip84, volume 2a, pag. 731]), ([HR84, pag. 164]), ([Sea67, volume II, pdg. 264]),
([FLS64, pdgs. 1-2 e 13-1]), ([Jac75, pags. 2 e 238]), ([Sym71, pdg. 140]) e [Sym82, pags.
165-166], ([PP62, pag. 182]), ([Pur65, pag. 150]), ((RM67, pag. 148)]) etc.
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variar de observador para observador, é o que gera muitas das caracteristicas
tipicas do eletromagnetismo classico que discutimos neste livro, assim como
infindaveis paradoxos da teoria atual.

B.2 Origens Historicas da Forca Eletromagné-
tica e os Diferentes Significados de Sua
Velocidade

Agora vamos discutir como surgiu historicamente esta expressao da forca
magnética, coisa que nao se discute em praticamente nenhum livro didatico de
eletromagnetismo.

O primeiro a ter obtido uma expressao andloga a equagao (B.2) parece ter
sido James Clerk Maxwell.? Seus trabalhos neste tépico vao de 1861 até 1873.*

Maxwell interpretou esta velocidade como sendo a velocidade da carga teste
em relacao ao campo magnético. Vejamos algumas citagoes suas. No artigo de
1861 ele afirmou:®

O primeiro e segundo termos de cada equagao indicam o efeito do
movimento de qualquer corpo no campo magnético.

No artigo de 1865 expressou-se da seguinte maneira;:®

O primeiro termo no lado direito de cada equacao representa a forca
eletromotriz surgindo do movimento do préprio condutor. Esta
forga eletromotriz é perpendicular a direcao do movimento e as
linhas de for¢a magnética [linhas de g], e se for tragado um parale-
logramo cujos lados representam em moédulo e direcao a velocidade
do condutor e a inducao magnética naquele ponto do campo, entao
a area do paralelogramo representara a forca eletromotriz devida
ao movimento do condutor, e a direcao da forca é perpendicular ao
plano do paralelogramo.

Ja no Tratado de Eletricidade e Magnetismo, publicado em 1873, Maxwell
afirmou o seguinte apds apresentar as equagoes da forca eletromotriz na equacao
(B), nossa énfase:”

3[Mar90, pag. 31], [Rib08], [Cur09, secdo 4.6: Sobre a paternidade da forca de Lorentz,
pags. 122-128], [Hurl0, pdg. 22], [toma], [tomb], [Ass13, Secao 14.5: Origens e Significados
da Velocidade ¢ que Aparece na Forca Magnética qv x é] e [Assl4, Secao 15.5: Origens e
Significados da Velocidade ¢ que Aparece na Forca Magnética qv' x B'}

4[Max, pag. 342, equacdo (77)], [Max65d, equagao (77)], [Max65, pdg. 484, equacao (D)],
[Max65a, equacao (D)] e [Max54, Vol. 2, §§598-599, pags. 238-241, equagoes (B) e (10)].

°[Max, pag. 342, logo abaixo da equagao (77)].

6[Max65, pag. 484, logo abaixo da equacgao (D)].

"[Max54, Vol. 2, §598, pags. 238-241, abaixo da equacgao (B), nossa énfase].
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O vetor A ¢é a forca eletromotriz atuando no elemento mével ds.
Sua dire¢ao e magnitude dependem da posicao e do movimento
de ds, e da variagao do campo magnético, mas nao dependem
da direcao de ds. Portanto, podemos desconsiderar agora a cir-
cunstancia de que ds é parte de um circuito, e considera-lo sim-
plesmente como uma porgao de um corpo em movimento, que esta
sob a acao de uma forga eletromotriz A. A forca eletromotriz em
um ponto ja foi definida no Artigo 68.° Ela também é chamada
de forca elétrica resultante, sendo a forga que seria sentida por
uma unidade de eletricidade positiva colocada neste ponto. Ob-
tivemos agora o valor mais geral desta grandeza no caso de um
corpo deslocando-se em um campo magnético devida a um sistema
elétrico variavel.

Se o corpo for um condutor, a for¢a eletromotriz produzira uma
corrente; se ele for um dielétrico, a forga eletromotriz produzira
apenas um deslocamento elétrico [isto é, uma polarizagao elétrica
do dielétrico].

A forca eletromotriz em um ponto, ou sobre uma particula, tem de
ser distinguida cuidadosamente da forca eletromotriz ao longo do
arco de uma curva, sendo esta ultima grandeza a integral de linha
da grandeza anterior. Ver o Artigo 69.

599.] A forga eletromotriz, cujas componentes sao definidas pelas
equagoes (B), dependem de trés circunstancias. A primeira des-
tas € o movimento da particula através do campo magnético. A
parte da forca dependendo deste movimento é expressa pelos dois
primeiros termos a direita de cada equacao. Ela depende da velo-
cidade da particula transversa as linhas de indu¢ao magnética [isto
é, depende das componentes da velocidade que sao ortogonais ao
campo magnético é] Se v é um vetor representando a velocidade,
e B um outro vetor representando a indugao magnética, entao se
A, é a parte da forca eletromotriz dependendo do movimento,'°

E,=VvB, (7)

ou, a forca eletromotriz é a parte vetorial do produto da inducao
magnética multiplicada pela velocidade, isto é, a magnitude da

8Maxwell utiliza um outro simbolo. Como ndo conseguimos encontrar este simbolo no
editor de textos LaTeX, o substituimos pelo simbolo .

9Neste Artigo 68 Maxwell definiu a forca eletromotriz como sendo a forca por unidade
de carga.

0Tsto é, em notacdo moderna,

sl
S

I
=1
X
]!

(B.3)
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forca eletromotriz é representada pela area do paralelogramo, cu-
jos lados representam a velocidade e a indugao magnética, e sua
direcao é normal a este paralelogramo, tracado de tal forma que a
velocidade, a indugao magnética, e a forca eletromotriz estejam em
uma ordem ciclica destrogira.

Existem dois pontos importantes a serem enfatizados aqui relacionados com
estas citagoes: (A) Maxwell parece ter sido a primeira pessoa a deduzir a for¢a
eletromagnética representada pela equagao (B.2), publicando seus trabalhos
a este respeito entre 1861 e 1873. (B) Maxwell interpretava a velocidade ¢
que aparece na componente magnética desta forca como sendo a velocidade do
corpo eletrizado em relagao ao campo magnético B.

Depois de Maxwell, outros pesquisadores que chegaram na for¢a magnética
foram J. J. Thomson (1856-1940) e O. Heaviside (1850-1925), em 1881 e 1889,
respectivamente.

Um dos objetivos do trabalho de Thomson de 1881,!! era saber de que
forma um corpo carregado eletricamente é afetado por um ima. Thomson
seguiu a teoria de Maxwell e em particular usou a ideia de que uma corrente
de deslocamento (€8E /Ot) produzia os mesmos efeitos que uma corrente de
condugao J usual, isto é, de que também gerava um campo magnético B.
Supods entao uma esfera uniformemente carregada se movendo em um certo
meio com constante dielétrica € e permeabilidade magnética p e calculou a
corrente de deslocamento em um ponto externo (). Depois calculou em um
outro ponto externo P o valor do potencial vetor magnético A devido a esta
corrente de deslocamento em (), integrando seu resultado para todos os pontos
() do espacgo. Contudo observou que o valor da grandeza V - A neste ponto P
era diferente de zero. Maxwell sempre assumia V - A=0. Logo, para satisfazer
esta condi¢ao, Thomson supos a existéncia de uma outra componente em ff,
adicionando esta componente ao que ja havia obtido para A. Thomson nio
justificou qual a origem fisica desta componente adicional de A. Através de
B =V x A Thomson obteve entao o Valor de B no ponto P. Calculou entao
o valor de H neste meio, sendo H=8 /. Em seguida calculou a for¢a de um
ima (que gera B) em um corpo carregado eletricamente que se deslocava por
este meio. Para isto calculou a energia de interacdo E = [ [ [(B - H/2)dV e
usou as equacoes de Lagrange para obter a forga. Seu resultado final:

- 7x B
F=q 5

(B.4)

Este valor é metade do aceito no eletromagnetismo cléssico hoje em dia. O
aspecto mais importante que queremos ressaltar aqui é o significado da veloci-
dade que aparece na equagao (B.4). Neste ponto Thomson foi bem cuidadoso.

11[Tho81].
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Ele chamava esta velocidade de welocidade real (actual velocity) da particula.
Na pdgina 248 de seu artigo ele afirmou (nosso grifo):*?

Deve ser observado que aquilo que por conveniéncia chamamos de
velocidade real da particula é, de fato, a wvelocidade da particula
relativa ao meio através do qual ela estd se movendo, |...], meio
cuja permeabilidade magnética é u.

Ou seja, para Thomson a velocidade ¢ na equacao (B.4) nao era a velo-
cidade da carga em relacao ao campo magnético é, como pensava Maxwell.
Para Thomson esta velocidade também nao era relativa ao éter (j& que este
meio de permeabilidade magnética u e a Terra poderiam estar se movendo em
relac@o ao éter, sem levar o éter com eles em seu movimento), nem em relagao
ao fma e nem a velocidade em relagao ao observador.

Thomson estendeu suas pesquisas nesta direcao com um artigo publicado
em 1889, em que nao modificou sua interpretacao do significado da velocidade
¥ que aparece nesta férmula.'3

Em 1889, em um outro artigo teérico, Heaviside obteve:!4

F=qixB. (B.5)

A diferenca principal de seu trabalho em relacao ao de Thomson é que ele
incluiu, seguindo Fitzgerald em 1881, a corrente de conveccao como fonte de
campo magnético. Fora isto hd o fato de que Heaviside seguiu o trabalho de
Thomson (um dos objetivos de seu artigo era corrigir o trabalho de Thomson).
Como ele nao faz nenhum comentéario adicional sobre a velocidade ¢ na equagao
(B.5), pode-se assumir que também para ele aquela era a velocidade da carga
q em relacao ao meio de permeabilidade magnética ;1 e constante dielétrica e.
O titulo de seu artigo, Sobre os efeitos eletromagnéticos devidos ao movimento
da eletrificacao [cargas elétricas| através de um dielétrico, indica que de fato
ele mantinha esta interpretacao para o significado da velocidade.'®

Uma discussao detalhada dos trabalhos de Thomson e Heaviside se encontra
no livro de Buchwald.!®

Em 1895 o fisico teérico H. A. Lorentz apresentou a conhecida expressao:!”

F=qE+qixB. (B.6)

Lorentz nao citou em relagao a esta forca especificamente os trabalhos an-
teriores de Maxwell, Thomson e Heaviside. Aparentemente ele chegou na parte
magnética desta expressao a partir da forca de Grassmann substituindo Idl
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por qv, embora ele também nao tenha citado o trabalho de Grassmann de 1845.
O procedimento adotado por Lorentz para chegar nesta forca ser visto em seu
livro mais famoso, A Teoria dos Elétrons.'® Este livro é baseado em um curso
que ministrou em 1906 na Universidade de Columbia e foi editado pela pri-
meira vez em 1909. Infelizmente, quando apresentou a equacao (B.6), Lorentz
nao especificou em relagao a que corpo, meio ou sistema de referéncia devia ser
entendida esta velocidade v da carga q. Como Lorentz ainda aceitava o éter de
Maxwell (isto é, um meio em repouso absoluto em relagao ao referencial das
estrelas fixas, e através do qual a Terra se move como se fosse transparente
a ele, sem empurrd-lo ou arrastd-lo),!? é natural que para ele esta velocidade
fosse em relacao ao éter. Ou seja, para Lorentz esta nao seria a velocidade da
carga teste em relagao ao ima, em relagao ao campo magnético B , em relacao
a qualquer outro meio de permeabilidade magnética u e constante dielétrica e,
nem em relagao a qualquer observador. Em suporte a esta interpretagao temos
as proprias palavras de Lorentz nesta mesma pagina 14 de seu livro, na qual
afirmou:?°

Agora, de acordo com os principios gerais da teoria de Maxwell,
vamos considerar esta forca como causada pelo estado do éter e
mesmo, como este meio penetra os elétrons [nome que Lorentz
usava para as cargas elétricas em geral|, como exercida pelo éter
sobre todos os pontos internos destas particulas onde ha uma carga.

Uma prova conclusiva desta interpretagao se encontra em outro trabalho
de Lorentz, Palestras sobre Fisica Tedrica.?’ Nesta obra Lorentz afirmou que
se um fio com corrente elétrica (e portanto gerando é) e uma carga estao
parados em relacao ao éter, entao nao vai haver forca magnética. Por outro
lado, se ambos estivessem transladando com a mesma velocidade ¢ em relacao
ao éter (sendo que o observador e o laboratério também transladariam com esta
mesma velocidade v, ja que Lorentz forneceu, como exemplo desta velocidade,
a velocidade da Terra em relagao ao éter), entao afirmou que iria haver uma
forga magnética atuando na carga teste. Ou seja, como na segunda parte deste
exemplo nao ha velocidade relativa da carga em relagao ao fio, nem em relagao
ao laboratorio, nem em relagao ao observador, mas ha apenas uma velocidade
relativa da carga em relagao ao éter e ainda assim ha uma forca magnética, se
conclui que para Lorentz aquela velocidade que aparece na equagao (B.6) era
realmente a velocidade da carga ¢ em relagao ao éter.

Por outro lado hoje em dia se usa a expressao (B.6) com ¢ sendo a veloci-
dade da carga g em relacao a um observador. A mudanca ocorreu a partir do
trabalho teérico da relatividade restrita de Einstein de 1905.22 Neste trabalho,

18Lorl5, pags. 14 e 15].
19[Pa182 pag. 111].
20[Lor15, pag. 14].
[Lor31 volume 3, pag. 306], ver também [O’R65, volume 2, pdg. 566].
22
[Ei
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apos obter as transformacoes de coordenadas de Lorentz, Einstein as aplicou
para a forga descrita na equacao (B.6). Einstein passou entdo a interpretar
a velocidade como sendo a velocidade em relagao ao observador ou sistema
de referéncia inercial. Por exemplo, neste trabalho ele apresentou a diferenca
entre o velho paradigma do eletromagnetismo e o novo paradigma baseado
em sua teoria da relatividade nos seguintes termos (nas notas de rodapé vao

nossas palavras para auxiliar na compreensio de algumas passagens):?

Para interpretarmos estas equacoes,?* consideremos uma carga e-

létrica pontual que apresente o valor “um” quando é medida no
sistema em repouso,?® isto é, uma carga que, estando imével no
sistema em repouso, exerce a forca de 1 dine sobre uma carga igual,
colocada a distancia de 1 cm dela. De acordo com o principio da
relatividade, a mesma carga elétrica apresentara também o valor
“um” se for medida no sistema em movimento. Estando a carga
em repouso em relacio ao sistema imével, o vetor (X, Y, Z)? ¢
por definicao, igual a for¢ga que atua sobre ela; mas, estando a carga
em repouso relativamente ao sistema que se move (pelo menos no
instante que se esta considerando), entao a forga que atua sobre ela
serd igual, se for medida neste sistema mével, ao vetor (X', Y, Z').
Consequentemente, as primeiras trés equacoes acima®’ podem ser
traduzidas em enunciados das duas seguintes maneiras:

Y

1. Se um polo elétrico unidade,?® puntiforme, se move num campo
eletromagnético, exercer-se-a sobre ele, além da forca elétrica,?
uma forca “eletromotriz”?" que, desprezando termos em que entram
como fatores poténcias de v/c de grau igual ou superior a 2, é igual
ao quociente pela velocidade da luz do produto vetorial formado
com a velocidade do polo unidade com a forga magnética.>* (Antigo
enunciado.)

Z[Ein78, pag. 71].

24 A saber, as equacdes que fornecem as transformacoes de Lorentz para os campos elétricos
e magnéticos.

25Gistema de coordenadas em que sdo vélidas as equacdes da mecanica de Newton, isto é,
sistema de referéncia inercial onde nao se precisa introduzir a forca ficticia de Coriolis e a
forga ficticia centrifuga.

26Este vetor (X, Y, Z) é o vetor da forga elétrica por unidade de carga. Ou seja, é o vetor
campo elétrico, que hoje em dia seria expresso da seguinte maneira: E = (B, Ey, E,).

270u seja, equacodes que fornecem as transformacdes dos campos entre dois sistemas iner-
ciais diferentes que transladam em relagao um ao outro.

280u seja, uma carga elétrica ¢ de valor unitario.

290u seja, além da forca qE.

390u seja, uma forca dada por g¥ x B.

31Tsto ¢, uma forca eletromotriz que é igual ao produto vetorial da velocidade ¥ com o
campo magnético E, sendo a forca dada por qv X B. A forga resultante neste enunciado
antigo é entao dada por F= qE + qU % B.
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2. Se um polo elétrico puntiforme unidade se move num campo ele-
tromagnético, exerce-se sobre ele uma forga idéntica a forga elétrica
que se obtém no ponto ocupado pelo polo quando se submete o
campo a uma transformacao de coordenadas, a fim de o referir a
um sistema de eixos que esteja imovel em relagao ao referido polo.
(Novo enunciado.)

Isto é, de acordo com Einstein, no enunmado antlgo temos F = qE +qU X B
enquanto que no novo enuncnado temos F = qE’ +qv' x B = qE' , j& que agora

=0. A velocidade ¢’ da carga em relacao ao novo sistema de referéncia S’
que esta em repouso em relacao a prépria carga é, obviamente, nula, de tal
forma que v’ x B =

Com esta nova 1nterpreta(;éo do significado da velocidade © que aparece na
forga eletromagnética dada pela equagao (B.2), Einstein passou a introduzir na
fisica forcas que dependem do sistema de referéncia. Isto é, forgas cujos valores
dependem do estado de movimento entre o corpo de teste e o observador. Esta
introducao de forcas fisicas que passam a depender do estado de movimento
do observador criou muitos problemas para a interpretacao de experiéncias
simples e, infelizmente, passou a fazer parte de toda a fisica tedrica desde entao.
Nenhuma experiéncia sugeria ou obrigava que se fizesse esta nova interpretacao.
Tudo isto partiu da cabeca de Einstein. Poderia se manter a expressao usual
da forca magnética com v sendo a velocidade da carga ¢ em relagao ao ima,
ou a velocidade da carga em relagao ao fio com corrente, sem que houvesse
contradigao com qualquer dado experimental. Em vez de adotar este ponto de
vista razoavel, Einstein resolveu mudar o significado desta velocidade, gerando
uma grande confusao em toda a fisica tedrica desde entao.

E instrutivo ver esta mudanca conceitual em uma das leis mais utilizadas
na fisica. Mais uma vez lembramos que todas estas dedugoes e andlises rea-
lizadas por Maxwell, Thomson, Heaviside, Lorentz e Einstein foram teoricas.
Estes autores nao se basearam em uma série de experimentos especificos que
pudessem testar estas interpretacoes para o significado da velocidade. Esta
mudanca de significado da velocidade ¢ da carga ¢ na equacao (B.2) é muito
estranha, confusa e completamente diferente de tudo o que se faz na fisica
usualmente.



Apendice C

Formulacoes Alternativas do
Eletromagnetismo

Neste livro tratamos principalmente com a eletrodinamica de Weber e com a te-
oria eletromagnética classica (equagoes de Maxwell, for¢a de Maxwell-Lorentz,
potenciais retardados, potenciais de Liénard-Wiechert etc.). Neste apéndice
apresentamos outros modelos e formulacoes para a eletrodinamica que foram
propostos por cientistas importantes como Gauss, Riemann, Clausius e Ritz.
Utilizaremos a notagao padrao dos capitulos 1 e 2. Todas as velocidades e
aceleracoes sao relativas a um sistema de referéncia inercial S.

C.1 Forca de Gauss

Gauss (1777-1855) descobriu em 1833 uma forga a partir da qual podia deduzir
as forcas de Coulomb e de Ampeére como casos especiais.! A forca de Gauss
F§ exercida pela carga ¢o em ¢, é dada por:

=G 0192 T12 17, 3
F21 = 4 2
TEo T12

1 + g V12 - V12 — 5(’[212 . ?712)2)] = —ﬁQGl . (Cl)

Se 715 = 0 reobtemos a forca de Coulomb. Adicionando as forcas exercidas
pelas cargas positivas e negativas do elemento de corrente Lydly atuando sobre
as cargas positivas e negativas do elemento de corrente [ 1dl: obtemos a forca
de Ampere d2Fy, dada por:

. o N e .
PR = 10 1L [2(dly - dly) — 3(f1y - dy) (e - dly)| = ~dPF . (C.2)

47 7’7%2
A forca de Gauss s6 foi publicada em 1877, em suas obras completas, apds
a sua morte. Ela se parece muito com a forca de Weber, que é dada por:

HGau77, volume 5, secio 13, pags. 616-617], [Max54, volume 2, artigo 851, pag. 483],
[O’R65, volume 1, pag. 226] e [JM86, volume 1, pags. 130 e 140].
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ﬁg‘/{/ = he % [1 + L (1712 - U1 — §(7ﬁ12 FT12)? 4 o - 512)} = —ﬁfg . (C3)
ATe, T1q c? 2

Vemos que a unica diferenca entre as duas expressoes é que na forca de
Gauss nao aparece o termo de aceleracao em a2. Por esta razao nao podemos
deduzir a lei de inducao completa de Faraday a partir da for¢ca de Gauss, pois
ela nao vai gerar o termo de inducao que depende da variagao temporal da
corrente, proporcional a dI/dt. A lei de Gauss também é inconsistente com
o principio de conservacao de energia pois ela nao pode ser deduzida de uma
energia potencial. Apesar destes fatos negativos, ela segue o principio de acgao
e reacao e além disto a forga atua ao longo da reta que une as cargas. A forca
nao apresenta retardacao no tempo. Ela depende das distancias, assim como
das velocidades mutuas e instantaneas entre as cargas que estao interagindo.
Mas Gauss acreditava que a verdadeira pedra angular da eletrodinamica seria
uma interagao que dependesse das distancias, das velocidades relativas entre
as cargas que estao interagindo, mas que também incluisse um retardamento
no tempo.

Nos dias de hoje os principais seguidores deste programa geral gaussiano
para a eletrodinamica sao Moon, Spencer e colaboradores.?

C.2 Forca de Riemann

B. Riemann (1826-1866) propos uma lei de forga entre cargas elétricas que s
foi publicada postumamente, em 1876. Ja foi publicada uma traducao para a
lingua inglesa deste trabalho.® Sua forca eletrodinamica é dada por:

R Q1q2 1 Vig2 - V12 \ . 7'”12(?11 - Uz) 7“12(@1 - az) =R
Iy = ol | S aryranl Kt > + 2 =y
Ame, 19 2c c c
(C4)

Como esta forca segue o principio de agao e reacao, vai haver conservacao
do momento linear. Contudo, esta nao é uma forca central. Logo, o momento
angular nao serd conservado em todos os casos.

Por outro lado, ha conservagao da energia, pois a for¢a de Riemann pode

ser deduzida a partir de uma energia potencial dada por:

1 U1g - U
U{E _ N1 L (1 Uiz U12> ' (C.5)

4re, 19 2c2

A forca de Riemann pode também ser deduzida usando o procedimento
padrao a partir de uma energia lagrangiana dada por:

2[MS54¢c], [MSUMO1] e [SU9L].
3[Rie67] e [Rie77a). Ver ainda [Rie77b] e [O’R65, volume 2, pag. 527).
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1 U1g - U
SE — 192 1 <1+U12 U12> ‘ (C.6)

4de, 19 2¢2

Como sempre, ha a mudanca usual do sinal na frente de ¥}, ao comparar U®
e St

Comecando com a for¢a de Riemann e seguindo o procedimento usual po-
demos deduzir sua forga entre elementos de corrente que é dada por:

dQﬁﬁ = _&]172]2 [(dlz 'dfz)flz - (7212 : dﬂ)dl; - (f12 : dl;)dlz} = —dQﬁg .
AT 119
(C.7)
A forga de um circuito fechado sobre um elemento de corrente de um outro
circuito a partir desta expressao tem o mesmo valor que o obtido a partir das
forgas de Ampere e de Grassmann, ou seja:

n 7 Ho - Tio
dFCQ sobre Ildl_i = Ildll X <4 I2dl2 X 2) . (C8)

mJcy {9

Hoje em dia alguns dos principais seguidores do programa geral riemanni-
ano para a eletrodinamica, que inclui a existéncia de campos e potenciais com
o tempo retardado, sao White e colaboradores.*

C.3 Forca de Clausius

Clausius (1822-1888) propos sua forca entre cargas elétricas em 1876.5 A forca
de Clausius FS exercida por ¢o em ¢y, assim como a forca F exercida por ¢
em ¢, sao dadas por, respectivamente:

o G1g2 1 Uy Ua\ . T12Us  T1202 =10}
Fyi=——=— 11— + — ~-F5 . C.9
2 dre, 1y [( 2 ) "2 2 2 ] 7 —Fi (C.9)
e
= G1q2 1 v Vo 71201 T120) =0
Fo=—"=— 11— — - —Fy . C.10
12 Are, T2, [( 2 ) 2 2 2 ] 7 —Fy ( )

Esta forca nao segue o principio de acao e reacao. Logo, nao ha, em geral,
conservacao do momento linear e do momento angular. Contudo, esta forga
pode ser deduzida de uma energia potencial dada por:

1 5y - 7
UG = 1 2 <1 +4 UZ) . (C.11)

4e, 12 c?

4[Whi77].
5[C1a80] e [O'R65, volume 1, pag. 222].
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A forga de Clausius também pode ser deduzida de uma energia lagrangiana
S¢ seguindo o procedimento-padrao. Ela é dada por:

5¢ - a2 1 (1—2”2> . (C.12)
C

47'('60 12

Mais uma vez hé a troca de sinal diante das velocidades ao comparar U¢ com
SC

Calculando pelos procedimentos usuais a forca entre elementos de corrente
e comegando com a for¢a de Clausius, equagao (C.9), obtemos a forca de
Grassmann, ou seja:

__Ho e

PR =— = L2 - ) — (dl - Pro)dl) # —d*FS . (C.13)

e
2Fe — o D2 e dly Al # —d*FS C.14
2= g e [(dly - dly)ivg — (dly - 719)d]) # o1 - (C.14)

E curioso observar que Clausius chegou a este resultado para a forga entre
elementos de corrente sem saber dos resultados anteriores e idénticos obtidos
por Grassmann em 1845. Em 1877 Grassmann teve de publicar um artigo
enfatizando corretamente sua prioridade sobre o trabalho de Clausius. Foi
apenas a partir dai que o trabalho de Grassmann em eletrodinamica passou a
ser amplamente conhecido.®

Nao temos conhecimento de ninguém seguindo atualmente as ideias de
Clausius no eletromagnetismo.

C.4 Forca de Ritz

Walter Ritz (1878-1909) publicou sua teoria balistica para a luz em 1908. Sua
forca entre duas cargas pontuais pode ser encontrada, por exemplo, no livro
de O’Rahilly.” Até segunda ordem em 1/c sua forca é dada por (com todas as
quantidades sendo medidas e calculadas no tempo presente t):

FRit: _ 0192 1 {ll 3—Atha-Tis  3(1—=A)ity Fro-da] .
2T dre, 12, o 2 T12
TEL T2

4 c? 4 c? 2c2

_ 1 -+ )\7’.’12(’(712> . 7”1262
2 2 2c2

} + —Flitz (C.15)

6[Cro85, pags. 80, 93-94 e 152-155].
"[O’R65, volume 2, pags. 501-505 e 520].
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A Ritz
F12 -

4 c? 4 c? 2c2

1 3—AUjs - U 3(1 = \)r? 9 - Q4 .
_Q1Q22{[1 12 Vi2 ( )ﬂ_'_ 12 - Q12 P
Ame, iy

B 1+ A ’f‘12(1712)
2 c?

T120 —
+ ;2021} 4 — Ffiz (C.16)

Nestas equacoes A é uma constante adimensional cujo valor nao foi especi-
ficado por Ritz. De acordo com O’Rahilly,® seu valor é provavelmente 3.

Esta forca nao segue o principio de acao e reagao. Logo, os momentos
lineares e angulares nao sao conservados em geral. Também nao héa conservagao
de energia. Também nao ha uma energia lagrangiana a partir da qual se possa
deduzir esta forca pelos procedimentos usuais.

Seguindo os procedimentos usuais se encontra a seguinte forca entre ele-
mentos de corrente:

L JLL ([3=A, ~ —~ 31-A, o~ 1.
2 FRite — _ Mo f112 { [(dll ~dly) — <2)(7«12 ~diy) (P12 - diy) | 10

47 ri, 2

_ LA ((F1z - dly)dly + (712 - dl})dl}}} = —d*Fl (C.17)

Ao calcular a forca de um circuito fechado sobre um elemento de corrente
de um outro circuito se obtém o mesmo resultado que aquele obtido com as
forgas de Ampere e Grassmann, equagao (C.8), independente do valor de A.

O principal seguidor das ideias de Ritz foi O’Rahilly, que escreveu um li-
vro excelente explorando as ideias de Ritz. Ele analisou criticamente e com
grande profundidade os fundamentos da teoria eletromagnética. Poucos livros
em ciéncia sao tao criticos e cheios de ideias como este. Recomendamos enfati-
camente este livro pela sua grande quantidade de informacoes historicas, pela
sua sinceridade e coragem em expressar livremente suas ideias.”

8[0’R65, volume 2, pags. 588-589 e 616].
9[O'R65].
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Apeéendice D
Maxwell sobre Weber

Weber apresentou poucos comentdrios sobre o trabalho de Maxwell.! J4 Ma-
xwell citou bastante a obra de Weber. Neste apéndice discutimos os pontos de
vista de Maxwell sobre a eletrodinamica de Weber.

Desde seu primeiro trabalho sobre eletromagnetismo, publicado no ano de
1855, Maxwell sempre elogiou a teoria de Weber. Por exemplo, apds apresentar
as ideias de Faraday que ele estava tentando seguir, Maxwell disse:?

H&a contudo uma teoria da eletrodinamica que é manifestamente
fisica, que € tao elegante, tao matematica, e tao inteiramente dife-
rente de qualquer outra coisa neste artigo, que tenho de apresentar
seus axiomas, correndo o risco de repetir o que tem de ser bem
conhecido. Ela estd contida nas FElectro-dynamic Measurements
[Medigoes Eletrodinamicas] do Sr. W. Weber e pode ser encon-
trada nas Transactions of the Leibnitz-Society e da Royal Society
of Sciences in Saxony.® As suposigoes sio [...]. A partir destes axi-
omas se deduzem as leis de atracao de condutores de Ampere e as
de Neumann e outros, para a inducao de correntes. Esta entao é
uma teoria realmente fisica, satisfazendo as condigoes necessérias
melhor talvez do que qualquer outra ja inventada e apresentada por
um filésofo cujas pesquisas experimentais formam uma base ampla
para suas investigacoes matematicas.

No artigo famoso de 1864 no qual Maxwell completou sua teoria eletro-
magnética da luz ele apresentou pontos de vista semelhantes. Apds mencio-
nar que as teorias mais naturais do eletromagnetismo sao baseadas em forcas

1AW03].

2[Max65c, ver especialmente as paginas 208-209).

3Quando isto foi escrito, eu [Maxwell] nio estava ciente de que parte da Memdria do Sr.
Weber estd traduzida nas Scientific Memoirs de Taylor, volume V, artigo XIV. O valor destas
pesquisas, tanto experimentais quanto tedricas, tornam o estudo desta teoria necessario a
todo estudioso da eletricidade.
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agindo entre os corpos que estao interagindo, sem qualquer consideracao sobre
o meio ao redor deles, Maxwell afirmou o seguinte:*

Estas teorias assumem, mais ou menos explicitamente, a existéncia
de substancias cujas particulas tém a propriedade de agir umas
sobre as outras a distancia por atracao e repulsao. O desenvol-
vimento mais completo de uma teoria deste tipo é a do Sr. W.
Weber, que fez a mesma teoria incluir fenomenos eletrostéaticos e
eletromagnéticos. Contudo ao fazer isto ele achou necessério assu-
mir que a forca entre duas particulas elétricas depende da veloci-
dade relativa entre elas, assim como da distancia entre elas. Esta
teoria, como desenvolvida pelos Srs. W. Weber e C. Neumann,
¢é altamente engenhosa e maravilhosamente compreensiva em suas
aplicagoes aos fenomenos da eletricidade estética, atracoes eletro-
magnéticas, indugao de correntes e fenomenos diamagnéticos; e ela
vem a nos com mais autoridade, pois ela serviu para guiar as espe-
culacoes daquele que fez um avanco tao grande na parte pratica da
ciéncia elétrica, por introduzir um sistema consistente de unidades
nas medidas elétricas e por determinar [medir| de fato grandezas
elétricas com uma precisao até entao desconhecida.

Mas se Maxwell conhecia tao bem a eletrodinamica de Weber e a apreciava
tanto, por qual motivo ele nao trabalhou com ela desenvolvendo suas proprie-
dades e aplicacoes? Apenas um ano depois de Weber ter apresentado sua lei de
forca em 1846, Helmholtz publicou seu trabalho famoso e influente sobre a con-
servagao de energia (neste artigo ele empregava o termo “forga” para aquilo que
hoje em dia chamariamos de “energia”). J4 existe uma tradugao para a lingua
inglesa deste trabalho de Helmholtz.> O principio de conservacao da energia
havia sido estabelecido por J. R. Meyer (1814-1878) em 1842 e também por
J. P. Joule (1818-1889) em 1843. Em seu trabalho de 1847 Helmholtz colocou
este principio em uma base tedrica sélida ao desenvolver as consequéncias ma-
tematicas de forgas centrais. Naquele tempo o nome usual para a quantidade
mv? era vis viva [forca viva], mas neste artigo Helmholtz afirmou explicita-
mente que vai chamar mwv?/2 (nossa energia cinética) de vis viva, ja que esta
ultima quantidade aparecia mais frequentemente na mecanica e parecia mais
util. Aquilo que hoje em dia chamamos de energia potencial (como mgh etc.)
ele chamava de tensao. Os resultados principais de seu trabalho foram apre-
sentados assim (entre colchetes vao nossas palavras):®

As proposicoes precedentes podem ser agrupadas como segue:

1. Sempre que os corpos naturais agem uns sobre os outros por
forgas atrativas ou repulsivas, que sao independentes do tempo e

4[Max65a, ver especialmente as paginas 526-527).
5[Hel66].

6[Hel66).
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da velocidade, a soma de suas wires vivae [energias cinéticas| e
tensoes [energias potenciais| tem de ser uma constante; a quan-
tidade maxima de trabalho que pode ser obtida é portanto uma
quantidade limitada.

2. Se, ao contrario, os corpos naturais possuem forcas que depen-
dem do tempo e da velocidade, ou que agem em outras direcoes
que nao as linhas retas que unem cada par separado de pontos ma-
teriais, como por exemplo, forcas rotatérias, entao seriam possiveis
combinagoes de tais corpos nas quais se poderia ganhar ou perder
forga ad infinitum [energia ao infinitol.

Esta afirmacgao de Helmholtz foi entendida por Maxwell, entre outros, como
significando que a eletrodinamica de Weber nao obedecia ao principio de con-
servacao da energia. O motivo foi que embora a forca de Weber fosse central
(direcionada ao longo da reta que une as cargas), ela dependia da veloci-
dade das cargas. Helmholtz, Maxwell e diversos cientistas concluiram entao
que havia um problema com a eletrodinamica de Weber, por acreditarem que
ela nao satisfazia a conservacao da energia. Por exemplo, na sequéncia das
afirmacoes de Maxwell apresentadas anteriormente, ele apresentou este aspecto
como sendo o Unico problema na eletrodinamica de Weber. Na sequéncia de
seu trabalho de 1855 Maxwell afirmou o seguinte:’

H&a também objecoes em fazer quaisquer forcas bésicas da natu-
reza depender das velocidades dos corpos entre os quais elas agem.
Se é para reduzir as forcas da natureza a forcas agindo entre as
particulas, entdao o principio de Conservagdo da Forga [Energial
obriga que estas forgas devem estar ao longo da linha reta que liga
estas particulas e fungoes apenas da distancia.

J& na sequéncia de seu trabalho de 1864, Maxwell expressou-se da seguinte
maneira (nossa énfase):®

As dificuldades mecanicas, contudo, que estao envolvidas em as-
sumir particulas agindo a distancia com forcas que dependem de
suas velocidades sao tais que me impedem de considerar esta teoria
como a final [the ultimate one], embora ela possa ter sido, e pode
ainda continuar a ser 1til em levar a coordenacao dos fenomenos.

Maxwell estava errado a este respeito, como vimos no capitulo 2. Embora
Weber tenha apresentado sua energia potencial em 1848, um ano apds o tra-
balho de Helmholtz, ele nao provou nesta época a conservacao da energia. Foi
apenas em 1869 e 1871 que ele provou em detalhes que sua lei de forca seguia

I
il

Max65c, ver especialmente a pagina 208].
Max65a, ver especialmente a pagina 527).
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o principio de conservagao de energia (este importante artigo de 1871 ja se
encontra traduzido para a lingua inglesa).” Maxwell s6 mudou de ponto de
vista em 1871, apds a prova de Weber. No livro de Harman'? h4 a reproducao
de um cartao postal de Maxwell para Tait, datado de 1871, no qual ele informa
a Tait que Weber estava certo ao afirmar que a sua [de Weber] eletrodinadmica
seguia o principio de conservacao da energia.

A prova de Helmholtz nao se aplica a forca de Weber, ja que esta forca
depende nao apenas da distancia e da velocidade das particulas, mas também
de suas aceleragoes. E este caso mais geral nao havia sido considerado por
Helmbholtz.

Quando Weber discutiu a conservacao da energia com sua forca, ele disse:!!

A lei de acao elétrica anunciada na Primeira Memoria sobre Medi-
das Eletrodinamicas ( Elektrodynamische Maasbestimmungen, Leip-
zig, 1846) tem sido testada de varias maneiras e tem sido modifi-
cada de muitas formas. Ela também ja foi o assunto de observacoes
e especulacoes de um tipo mais geral; estas, contudo, nao podem
ainda ser consideradas de forma alguma como levando a consi-
deragoes conclusivas. A Primeira Parte da Memoria seguinte é
limitada a uma discussao da relacao que esta lei apresenta com o
Principio de Conservacao da Energia, cuja grande importancia e
alto significado foram colocados em proeminéncia em conexao com
a Teoria Mecanica do Calor. Em consequéncia de haver sido afir-
mado que a lei a que nos referimos esta em contradicao com este
principio, fazemos aqui uma tentativa para mostrar que nao ha
tal contradicao. Ao contrario, a lei nos permite fazer uma adicao
ao Principio de Conservacao de Energia e alterd-lo de tal forma
que sua aplicacao a cada par de particulas nao fica mais limitada
simplesmente ao tempo durante o qual o par nao sofre aumento
ou diminuicao da wvis viva através da agao de outros corpos, mas
vale sempre independentemente das numerosas relagoes com outros
corpos com os quais estas particulas podem entrar.

Além disto, na Segunda Parte a lei é aplicada ao desenvolvimento
das equacoes de movimento de duas particulas elétricas sujeitas
apenas a suas acoes mutuas. Apesar de este desenvolvimento nao
levar diretamente a quaisquer comparagoes ou controles exatos por
meio de referéncia a experiéncias existentes (em relagao as quais
a lei tem recebido pouca atengao), ele leva contudo a vérios re-
sultados que parecem ser de importancia ao fornecer pistas para
a investigagao dos movimentos dos corpos e das condigoes mole-
culares que tém adquirido um significado especial em relacao com

9[WebT71] e [Web72].
10[Har82, paginas 96 e 97).
H[WebT71] e [Web72].
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a quimica e com a teoria do calor e para oferecer para uma inves-
tigacao posterior relagoes interessantes nestas areas ainda obscuras.

Quando Maxwell escreveu seu Tratado de Eletricidade e Magnetismo em
1873, ele apresentou o novo ponto de vista de que a forca de Weber era con-
sistente com o principio de conservacao de energia. No ltimo capitulo de seu
livro Maxwell discutiu a eletrodinamica de Weber e outros modelos que haviam
sido propostos para o eletromagnetismo baseados na ideia de agao a distancia.
Ele ja se encontra traduzido para a lingua portuguesa, com uma introducao
histérica e muitas notas explicativas.!? Na parte referente a conservacao da
energia Maxwell afirmou o seguinte, apds apresentar as forcas entre cargas de
Weber e de Gauss:*?

852] As duas expressoes levam precisamente ao mesmo resultado
quando elas sao aplicadas a determinacao da forca mecanica entre
duas correntes elétricas e este resultado é idéntico ao de Ampere.
Mas quando elas sao consideradas como expressoes da lei fisica de
acao entre duas particulas carregadas, somos levados a perguntar
se elas sao consistentes com outros fatos da natureza ja conhecidos.

Ambas as expressoes envolvem a velocidade relativa das particulas.
Ora, ao estabelecer por raciocinio matematico o principio bem co-
nhecido da conservagao da energia, é geralmente assumido que a
for¢a agindo entre duas particulas ¢ uma fungao apenas da distancia
e é comumente afirmado que se é funcao de qualquer outra coisa,
tal como o tempo ou a velocidade das particulas, a prova nao se
manteria.

Portanto, uma lei de acao elétrica, envolvendo a velocidade das
particulas, tem sido suposta algumas vezes ser inconsistente com o
principio da conservagao da energia.

853] A férmula de Gauss é inconsistente com este principio e deve,
portanto, ser abandonada, pois ela leva a conclusao de que a energia
poderia ser gerada indefinidamente em um sistema finito por meios
fisicos. Esta objecao nao se aplica a férmula de Weber, pois ele
mostrou'* que se assumimos como energia potencial de um sistema
de duas particulas elétricas,

ee’ 1 (or\?
v=""11- (<
r 2c¢2 \ Ot ’

12[Ass92g].
13[Max54, volume 2, artigos 852 e 853, pdg. 484] e [Ass92g].
4 Pogg. Ann., Ixxiii, pag. 229, 1848.
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a repulsao entre elas, que é encontrada na diferenciagao desta quan-
tidade com respeito a r e mudando o sinal, é aquela dada pela

formula
ee |, L[, & _1(or)’
72 c? r3t2 2\ Ot

Portanto o trabalho feito sobre uma particula em movimento pela
repulsao de uma particula fixa é ¥,—W¥, onde ¥, e ¥; sao os valores
de ¥ no comego e no fim de sua trajetoria. Agora ¥ depende apenas
da distancia, r, e da velocidade na direcao de r. Se, portanto, a
particula descreve qualquer caminho fechado, de tal forma que sua
posicao, velocidade e direcao de movimento sao os mesmos ao final
como no comeco, ¥, sera igual a ¥, e nenhum trabalho serd feito
durante o ciclo completo de operacoes.

Entao uma quantidade indefinida de trabalho nao pode ser gerada
por uma particula em movimento periddico sob a acao da forga
assumida por Weber.

Deve ser enfatizado que a grandeza que Maxwell escrevia como Or/dt seria
escrito hoje em dia como dr/dt, como é evidente pelo que ele escreveu no artigo
[847] de seu livro.'

Em seguida a esta citacao, Maxwell apresentou outras criticas de Helmholtz
contra a eletrodinamica de Weber. Ja discutimos estas criticas em outras
partes deste livro.

Para uma discussao adicional sobre este assunto ver o trabalho de Archi-
bald.!6

Vemos entao que no unico aspecto em que ele criticava negativamente a
lei de Weber, Maxwell estava errado. Ele acabou se corrigindo no final, como
acabamos de ver. Concluimos por todas as citagoes de Maxwell que vimos neste
livro que ele sempre teve uma profunda admiracao pelo trabalho experimental
e tedrico de Weber.

15[Max54].
16[Arc89].
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