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1. Matriz Densidade

(a)

Considere as seguintes matrizes e/ou operadores dados abaixo. Diga quais
deles representan um operador Densidade (satisfazem todos os requisitos para
ser um operador ou matriz densidade). Justifique a sua resposta.
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com (|1), |2)) um par de kets ortonormais;

1/2 0 1/4
ps=1| 0 1/4 0
1/4 0 1/4

Dos operadores densidade aceitos acima, diga quais representam um ensemble
puro e quais um ensemble misto. Para o caso do ensemble puro, encontre o ket
estado que ele representa. Para ensembles mistos, encontre uma decomposicao
como soma de ensembles puros. 0J

2. Particulas de spin 1/2

Use a representacao das matrizes de Pauli (o, 0,,0,) para spin 1/2 nos problemas
abaixo:

2

0 1 2 0 —1 2 1 0
e (1) e () e (10



(a)

Considere um ensemble puro de sistemas de spin 1/2 preparados de maneira
idéntica. Suponha que os valores esperados (S,) e (S.) sao conhecidos e
também o sinal de (S,). Mostre que esta informagao é suficiente para deter-
minar o estado quantico (encontre tal estado), ndo sendo necessario conhecer
a magnitude de (S,) .

Considere agora um ensemble misto ( spin 1/2). Suponha que as médias sobre
o ensemble [S,], [S,] e [S:] sdo dadas. Mostre que esta informacao ¢ suficiente
para construir a matriz densidade que carateriza o ensemble. Falamos que um
sistema nao esta polarizado quando

[S:] = [Sy] =[5:]=0.

Encontre a matriz densidade que carateriza esse ensemble e encontre no minimo
duas decomposicoes como somas de ensembles puros. Il

3. Ensemble misto.

Para spin 1/2, considere o caso de um ensemble que representa um feixe parcialmente

polarizado, con 75% para o estado |S.;+) e 25% para |S;; +).

(a) Encontre a matriz densidade expressada nas bases de S, e de S, respectiva-
mente. Encontre os autovalores de p e uma decomposicao em ensembles puros

diferente das duas anteriores.

(b) Calcule os valores médios do spin e expresse o operador p na forma padrao
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onde m é o vetor polarizagao.

4. Trago parcial para spin 1/2

Considere um sistema de duas particulas de spin 1/2 no estado puro abaixo:

) = al+=)+B8[-+),

onde + (—) significa spin para cima (baixo) e os coeficientes («, 5) sdo em geral

complexos. Encontre o operador estado reduzido para o primeiro spin.

Essa

situagao pode ser descrita por um ket-estado? Responda a mesma pergunta para os

kets de duas particulas seguintes:
¢) = a[+=) + B++),

X) =al+=)+8|l-——). O



5. Particulas de spin 1

Considere agora um ensemble de sistemas de spin J = 1. A matriz densidade
é construida como uma matriz de 3 x 3. Quantos parametros reais independentes
precisamos para determinar o ensemble? Que outras grandezas fisicas, além de [J,],
[J,] e [J.], precisamos conhecer para caraterizar completamente o ensemble? Use
a seguinte representacao dos operadores de momentum angular que diagonaliza o
operador J, (com A = 1):
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Encontre a algebra induzida pelas matrizes acima, lembrando as relagoes de co-
mutagao do momento angular. Mostre que a forma mais geral da matriz densidade
pode ser escrita como

—_ = = = —
p=P-J+3J-Q-J, (1)
-—_ <
onde P = (P,, P, P,) é um vetor real e Q ¢é um tensor de ordem dois, real e
simétrico
- Qu Q12 Qs
Q = Q2 Q2 Qo3
Qi3 Qa3 Q33

Mostre que a condi¢ao de normalizacao 1Tr p = 1 é uma condicao sobre o traco

da matriz de <6> A grandeza P 6 chamada de momento dipolar e o tensor <6>
de momento quadrupolar. Mostre que a expansao (1) possue 8 parametros reais
livres e construa explicitamente a matriz densidade para o ensemble (totalmente
polarizado) correspondente a um estado puro com autovalor +1 para J,. Expresse
seu resultado na forma (1). O

6. Propriedades do Operador Densidade

Mostre, que em geral, temos a desigualdade abaixo:
2
piipi; > |pijl” (2)

A partir da desigualdade (2), encontre uma condigdo necesséria e suficiente para
termos um ensemble puro. Aplique essa condi¢ao nas matrizes do problema #1 da
lista. U

7. Representagcao de Wigner

Considere o caso 1-dim. Chamamos de representacao de Wigner de um operador de
uma particula €2, a funcao da coordenada e momentum definida por

00 1 1 i
Qw(q,p) E/ dy <q—§y| Q\q+§y> exp (#’)y) -
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Encontre a representacao de Wigner de operadores usuais, como a energia cinética
e potencial:

K = p?/2m,
V=V(x),

onde p e x sao os operadores de momentum e posicao. Mostre que o valor médio
de €2 no ensemble definido por p é dado pela expressao

Q] =Tr(p) = /de/dp pw (¢, p) Qw(q,p) ,

onde é feita uma integragao sobre todo o espago de fase (¢, p) e pw(q,p) é a fungao
de Wigner
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. Funcao de Wigner para o oscilador harmonico

Para o oscilador harmoénico 1-dim, encontre a funcao de Wigner associada ao estado
fundamental e ao primeiro estado excitado. Comente seu resultado. Il

. Funcao de Wigner negativa

Encontre a funcao de Wigner de um estado que é uma superposicao de dois pacotes
gaussianos centrados em =+c:
} : (3)

onde C' é uma constante de normalizagao. Mostre que a fungao de Wigner de
(3) possui, além dos picos em +¢, um pico centrado em ¢ = 0 modulado por um
fator oscilatério (que toma valores negativos). Este ultimo representa efeitos de
interferéncia entre os dois pacotes gaussianos e nao é eliminado no limite ¢ — oo,
quando os pacotes estao muito separados. O
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