
FI-002 Mecânica Quântica II
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1. Dois elétrons interagentes

Considere um sistema de dois elétrons interagentes (férmions de spin 1/2), com
Hamiltoniano que nâo depende do spin. Neste caso, a função de onda total pode
ser fatorada numa parte orbital e uma parte spinorial, na forma

Ψ(1, 2) = φ(−→x1 ,
−→x2)χ(s1, s2) .

(a) Considere primeiro a parte spinorial χ que é obtida por acoplamento dos spins,
seguindo a regra de Adição do Momentum Angular. Encontre os valores do
spin total. Construa as correspondentes autofunções. Verifique a simetria de
permutação do spin para todas elas.

(b) Discuta a simetria da função orbital φ(−→x1 ,
−→x2) que deverá ser combinada com

a parte spinorial, para satisfazer o Prinćıpio de Exclusão de Pauli. A função
de onda total Ψ(1, 2) deverá ser antisimétrica pela troca de part́ıculas, o que
envolve a permutação simultânea das coordenadas e do spin. Considere o caso
onde os elétrons individuais podem ocupar dois orbitais ωA(�r) e ωB(�r). �

2. Orto e Para Hélio

Na natureza existem o para-He (S = 0) e o orto-He (S = 1). Qual você acha que é
mais comum na natureza? A configuração do estado fundamental é 1s2. O orto e o
para-He estão associados à configuração excitada 1s12s1. Construa todas as funções
posśıveis correspondentes a esta última configuração, e identifique as funções do orto
e para-He. �

3. O grupo de permutações S3

O grupo das permutações de três objetos (part́ıculas) é isomorfo ao grupo das trans-
formações geométricas que deixam invariante um triângulo equilátero (rotações de
120◦ e reflexões que deixam um vértice invariante). Usando esta correspondência,
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encontre um conjunto de 6 matrizes unitárias (2 × 2) que representem as 3! = 6
permutações. Mostre que o Determinante das matrizes fornece a paridade da per-
mutação. �

4. Projetores de Simetrização (S) e Anti-Simetrização (A)

Escrevemos de maneira compacta os dois projetores como

Λ =
1

n!

�

σ∈Sn

λσ Pσ ,

com λσ = 1 para S, e λσ = δσ, a paridade da permutação σ, para A. Mostre que
temos as propriedades abaixo:

(a) Λ† = Λ, isto é os operadores são hermitianos;

(b) PσΛ = ΛPσ, para toda permutação σ ∈ Sn;

(c) Λ2 = Λ, propriedade de um operador de projeção. Em particular mostre que
AS = SA = 0.

(d) Seja φ(x1, x2, x3) = f(x1)g(x2)h(x3) uma função das coordenadas de três part́ıcu-
las. Simetrize e anti-simetrize φ com os operadores de projeção acima. Discuta
a situação quando duas funções das (f, g, h) são iguais. �

5. Espectro não degenerado

Mostre que se uma função de onda de n part́ıculas

ψ(1, 2, ..., n)

é um estado estacionário de um Hamiltoniano invariante por permutação e com
espectro não degenerado, ela é necessariamente simétrica ou antisimétrica. �

6. Projetores de Young para três part́ıculas

Considere os projetores de Young Ŷ[λ] associados com o grupo permutações de três
part́ıculas S3. Mostre expĺıcitamente que para cada um deles temos

Ŷ 2 = Ŷ ,

e que a soma de todos eles fornece o operador identidade
�

[λ] Ŷ[λ] = 1. �

7. Estrutura Eletrônica de Camadas atômicas

Mostre que para uma camada atómica nlN cheia com N = 2(2l + 1), temos L = 0
e S = 0 e portanto ela é esfericamente simétrica. Mostre também que se a camada
está preenchida até a metade, o estado de spin S máximo compat́ıvel com o Prinćıpio
de Pauli tem L = 0. Quanto vale o spin desse estado? Mostre que em este caso não
existe indefinição da terceira regra de Hund. �

2



8. Configurações 3p3 e 3p4.

Estude a estrutura eletrônica (incluindo o acoplamento spin-órbita) dos átomos de
enxôfre e fósforo, no esquema de Russel-Saunders. As configurações fundamentais
são:

S : [Ne] 3s23p4,

P : [Ne] 3s23p3.

Determine também a ordem dos ńıveis usando as regras de Hund. �

9. Configurações atómicas nd2, nd3

Ache a estrutura fina e o estado fundamental correspondente ás configurações:

nd2, nd3,

no esquema de Russel-Saunders. Proceda de maneira recursiva, com um, dois e
finalmente três elétrons para encontrar a separação dos espaços de permutaçao em
espaços com L e S bem definidos. Finalmente acople o spin e a órbita. Ordene os
ńıveis de acordo com as Regras de Hund. �

10. * A série dos ı́ons das Terras Raras

A tabela anexa (tabela 2.4 do livro do White, Quantum Theory of Magnetism)
mostra as propriedades da série dos ı́ons R+3 das Terras Raras, determinadas pela
camada fn incompleta:

Configuração do estado fundamental dos ı́ons de Terras Raras.
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(a) Usando o esquema de acoplamento L − S e as Regras de Hund , explique as
propriedades mostradas na tabela (L total, S total e estado fundamental) em
função do número n de ocupação do orbital f ;

(b) Encontre todos os multipletos atômicos do Nd+3 ordenados segundo as regras
de Hund. �

11. Livro do Sakurai, Modern Quantum Mechanics

Resolva todos os problemas do caṕıtulo 6 (ver folhas anexas) do MQM do Sakurai.
�

4



Note
J. J. Sakurai, "Modern Quantum Mechanics", Revised Edition (1994), Chapter 6




