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1. Precessao de Larmor

O Hamiltoniano do spin de um elétron na presenca de um campo magnético B ¢
dado por:
H= _ﬁ : ]§7
onde fi = — < o]
2mc
para encontrar a equacao da evolucao (temporal) do operador estado p. Como p

) o ¢ o momento magnético do elétron. Use este Hamiltoniano

pode ser escrito em termos da polarlzagao M encontre a equacao de evolugao para
M. Esta descreve a precessao de M com freqiiéncia wy, (freqiiéncia de Larmor).
Encontre wy,. ]

2. Sistema de dois estados

Considere um sistema de dois estados onde o espaco de Hilbert é gerado pelos kets
(1) ,]2)). O Hamiltoniano do sistema acopla ambos estados, na forma:

H=Vo(I1) 2 +12) (1)),

onde, para fixar idéias, supomos V > 0. Mostre que um estado arbitrario, preparado
inicialmente como

[4(0)) = a|1) + 5]2),

¢é reconstruido perfeitamente no tempo de forma periédica. Encontre o periodo
do movimento (periodo de Rabi). Este fenomeno é chamado de recorréncia quantica.
Discuta qualitativamente a situagdo, quando o nimero de graus de liberdade (di-
mensao do espago de Hilbert) aumenta. [l



3. Equacao de Liouville-von Neumann

O problema de spin 1/2 com campo magnético na diregao transversa pode ser re-
solvido em forma exata para a equacao de Liouville-von Neumann (LvN). Considere
entao a condicao inicial de uma matriz densidade diagonal:

=60, )

com a > 0. O Hamiltoniano tem a forma
01
H:,uBBaI:pLBB(l 0>.

Integre a equacao LvN em forma fechada. Interprete e discuta o resultado. U

4. Entropia de informacao (Shannon) versus Entropia de von Neumann

Seja um sistema caraterizado pelo operador densidade seguinte
p = w1 |ar) (1| + wa o) (as| |

onde os estados (1), |ag)) ndo sdo necessariamente ortogonais. Definimos a super-
posicao dos estados como:
<Oél |062> =m.

Compare as entropias de mistura de Shannon e de von Neumann. Mostre que elas
coincidem quando m = 0. 0]
5. A Entropia como uma grandeza extensiva

Considere um sistema composto de duas partes independentes, de maneira que os
observaveis relativos aos subsistemas comutam entre si. Os estados do sistema
completo podem ser escritos na forma de produtos (tensoriais) entre estados das
partes:

|n1n2 >= |n1 > |n2 >,

onde {n;} e {ns} referem-se a conjuntos de niimeros quanticos para os subsistemas.
O operador densidade, no caso geral, se expressa por

p= Z |ning > w(ng, ng) < ninsg| ,

ni, n2

com os pesos w(ny, ny) satisfazendo a condigdo de normalizagao

Z w(ng,ng) =1.

ni, n2

A independeéncia estatistica entre os sistemas implica na propriedade

w(ny, ng) = w(ng)w(ng) .



Mostre que o operador densidade pode também ser escrito como um produto

p=p1& p2
e que a entropia de von Neumann S = —kp Tr (pln p) é aditiva, isto é
S = —kB Tr (plnp) = —]{,'B T7’1 (pl lnpl) — kB TT’Q (pg lnpg) = Sl + SQ s

onde o subindice no trago refere-se a tomar o traco sobre as variaveis do subsistema.

g

. Entropia para spin 1/2

Sabemos que o operador densidade, para spin 1/2; tem a forma geral:

1
P = 5 (1+m:ca':c + myoy + mza-z) ) (1)

~ . . —> ,
onde as (o,,0,0,) sdo as matrizes de Pauli e o vetor m= (m,,m,,m,) é a polar-
izagao. Calcule a entropia de von Neumann associada a p em fun¢ao da polarizagao
ﬁ . ’
m. Explique seu resultado com um gréfico. U

. Entropias de mistura

Sejam dois estados ortonormais |p; > e |py > e considere ainda outro estado nor-
malizado que é uma superposicao linear dos dois:

los >=c1]o1 > +ealp >,

com coeficientes lineares (c1, ¢2). Considere o ensemble misto dado por:

p =Dl >< 1] + plp2 >< o] + (1 —2p)|ps >< @3] ,

com 0 < p < 1/2. Calcule as entropias de informagao e de von Neumann e dis-
cuta como elas dependem dos coeficientes (cp, ¢o). Faga um gréafico em funcao de p
mostrando que a entropia de informacgao é sempre maior ou igual que a entropia de
von Neumann. Encontre os valores maximos das entropias. O

. Equacao de Bloch

Considere um operador densidade nao normalizado funcao de um parametro g > 0:
p=exp(—SH) ,
onde H é o Hamiltoniano e a constante de normalizagao é dada por
Z =Trlexp(—SH) =Trp .
Mostre que p satisfaz a equagao abaixo, chamada Equagao de Bloch:

ap(B)
W =—Hp (5) ) (2)



com a condigao ‘inicial’

p(0)=1. (3)
Essa condicao significa que para 5 — 0, obtemos o ensemble de ‘mistura maxima’.
Usando um conjunto completo de estados {|n >} que diagonaliza o Hamiltoniano,
encontre também o limite de § — oo. Para 1-dim, represente o operador estatistico
na representacao de coordenadas e mostre que para a particula livre, a equacao
(2) é um tipo de equacao de difusdo, identificando  com a varidvel temporal.
Essa equagao pode ser resolvida, por exemplo, usando a Transformada de Laplace
e a condi¢do (3). Mostre que os elementos nao-diagonais (z|p(5)|z’) da Matriz
Densidade mantém a coeréncia quantica sobre distancias da ordem de

2 1/2
A_(”) |
2mm

Interprete o resultado desde o ponto de vista fisico e finalmente encontre Z. (]

. Oscilador Harmoénico: Volume no Espaco de Fase

Considere um oscilador harménico (cldssico) de freqiiéncia angular w (1 — dim).
Encontre no espaco de fase a forma das “superficies’ de energia constante igual a
E. Encontre o “volume’ Q(F) da regiao do espago de fase com energia menor ou
igual a E£. Uma vez quantizado o sistema, encontre o nimero de estados quanticos
Y(F) com energia menor ou igual a E. Mostre que se a energia é grande obtemos

S(E) ~ QE)/h,

onde h é a constante de Planck. O



