
FI-004 F��sica Estat��stica I
Lista de Exerc��cios # 2

Guillermo Cabrera

Departamento de F��sica da Mat�eria Condensada

cabrera@i�.unicamp.br

Agosto de 2016

1. Precess~ao de Larmor

O Hamiltoniano do spin de um el�etron na presen�ca de um campo magn�etico ~B �e
dado por:

H = �~� � ~B;

onde ~� = �
�
jej~
2mc

�
~� �e o momento magn�etico do el�etron. Use este Hamiltoniano

para encontrar a equa�c~ao da evolu�c~ao (temporal) do operador estado �. Como �

pode ser escrito em termos da polariza�c~ao ~M, encontre a equa�c~ao de evolu�c~ao para
~M. Esta descreve a precessa~o de ~M com freq�uência !L (freq�uência de Larmor).
Encontre !L. �

2. Sistema de dois estados

Considere um sistema de dois estados onde o espa�co de Hilbert �e gerado pelos kets
(j1i ; j2i). O Hamiltoniano do sistema acopla ambos estados, na forma:

H = V0 (j1i h2j+ j2i h1j) ;

onde, para �xar id�eias, supomos V0 > 0. Mostre que um estado arbitr�ario, preparado
inicialmente como

j (0)i = � j1i+ � j2i ;
�e reconstru��do perfeitamente no tempo de forma peri�odica. Encontre o per��odo
do movimento (per��odo de Rabi). Este fenômeno �e chamado de recorrência quântica.
Discuta qualitativamente a situa�c~ao, quando o n�umero de graus de liberdade (di-
mens~ao do espa�co de Hilbert) aumenta. �
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3. Equa�c~ao de Liouville-von Neumann

O problema de spin 1/2 com campo magn�etico na dire�c~ao transversa pode ser re-
solvido em forma exata para a equa�c~ao de Liouville-von Neumann (LvN). Considere
ent~ao a condi�c~ao inicial de uma matriz densidade diagonal:

�(0) =

�
a 0
0 1� a

�
;

com a > 0. O Hamiltoniano tem a forma

H = �BB�x = �BB

�
0 1
1 0

�
:

Integre a equa�c~ao LvN em forma fechada. Interprete e discuta o resultado. �

4. Entropia de informa�c~ao (Shannon) versus Entropia de von Neumann

Seja um sistema caraterizado pelo operador densidade seguinte

� = w1 j�1i h�1j+ w2 j�2i h�2j ;

onde os estados (j�1i ; j�2i) n~ao s~ao necessariamente ortogonais. De�nimos a super-
posi�c~ao dos estados como:

h�1 j�2i � m:

Compare as entropias de mistura de Shannon e de von Neumann. Mostre que elas
coincidem quando m = 0. �

5. A Entropia como uma grandeza extensiva

Considere um sistema composto de duas partes independentes, de maneira que os
observ�aveis relativos aos subsistemas comutam entre si. Os estados do sistema
completo podem ser escritos na forma de produtos (tensoriais) entre estados das
partes:

jn1n2 >= jn1 > jn2 > ;

onde fn1g e fn2g referem-se a conjuntos de n�umeros quânticos para os subsistemas.
O operador densidade, no caso geral, se expressa por

� =
X
n1; n2

jn1n2 > w(n1; n2) < n1n2j ;

com os pesos w(n1; n2) satisfazendo a condi�c~ao de normaliza�c~aoX
n1; n2

w(n1; n2) = 1 :

A independência estat��stica entre os sistemas implica na propriedade

w(n1; n2) = w(n1)w(n2) :
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Mostre que o operador densidade pode tamb�em ser escrito como um produto

� = �1 
 �2

e que a entropia de von Neumann S = �kB Tr (� ln �) �e aditiva, isto �e

S = �kB Tr (� ln �) = �kB Tr1 (�1 ln �1)� kB Tr2 (�2 ln �2) = S1 + S2 ;

onde o sub��ndice no tra�co refere-se a tomar o tra�co sobre as vari�aveis do subsistema.
�

6. Entropia para spin 1/2

Sabemos que o operador densidade, para spin 1/2, tem a forma geral:

� =
1

2
(1+mx�x +my�y +mz�z) ; (1)

onde as (�x;�y;�z) s~ao as matrizes de Pauli e o vetor
�!m=(mx;my;mz) �e a polar-

iza�c~ao. Calcule a entropia de von Neumann associada a � em fun�c~ao da polariza�c~ao
�!m . Explique seu resultado com um gr�a�co. �

7. Entropias de mistura

Sejam dois estados ortonormais j'1 > e j'2 > e considere ainda outro estado nor-
malizado que �e uma superposi�c~ao linear dos dois:

j'3 >= c1j'1 > +c2j'2 > ;

com coe�cientes lineares (c1; c2). Considere o ensemble misto dado por:

� = pj'1 >< '1j + pj'2 >< '2j + (1� 2p)j'3 >< '3j ;

com 0 � p � 1=2. Calcule as entropias de informa�c~ao e de von Neumann e dis-
cuta como elas dependem dos coe�cientes (c1; c2). Fa�ca um gr�a�co em fun�c~ao de p
mostrando que a entropia de informa�c~ao �e sempre maior ou igual que a entropia de
von Neumann. Encontre os valores m�aximos das entropias. �

8. Equa�c~ao de Bloch

Considere um operador densidade n~ao normalizado fun�c~ao de um parâmetro � > 0:

� = exp(��H ) ;

onde H �e o Hamiltoniano e a constante de normaliza�c~ao �e dada por

Z = Tr [exp(��H )] = Tr� :

Mostre que � satisfaz a equa�c~ao abaixo, chamada Equa�c~ao de Bloch:

@� (�)

@�
= �H � (�) ; (2)
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com a condi�c~ao `inicial'
�(0) = 1 : (3)

Essa condi�c~ao signi�ca que para � ! 0, obtemos o ensemble de `mistura m�axima'.
Usando um conjunto completo de estados fjn >g que diagonaliza o Hamiltoniano,
encontre tamb�em o limite de � !1. Para 1-dim, represente o operador estat��stico
na representa�c~ao de coordenadas e mostre que para a part��cula livre, a equa�c~ao
(2) �e um tipo de equa�c~ao de difus~ao, identi�cando � com a vari�avel temporal.
Essa equa�c~ao pode ser resolvida, por exemplo, usando a Transformada de Laplace
e a condi�c~ao (3). Mostre que os elementos n~ao-diagonais hx j�(�)jx0i da Matriz
Densidade mant�em a coerência quântica sobre distâncias da ordem de

� =

�
h2�

2�m

�1=2
:

Interprete o resultado desde o ponto de vista f��sico e �nalmente encontre Z . �

9. Oscilador Harmônico: Volume no Espa�co de Fase

Considere um oscilador harmônico (cl�assico) de freq�uência angular ! (1 � dim).
Encontre no espa�co de fase a forma das �superf��cies' de energia constante igual a
E. Encontre o �volume' 
(E) da regi~ao do espa�co de fase com energia menor ou
igual a E. Uma vez quantizado o sistema, encontre o n�umero de estados quânticos
�(E) com energia menor ou igual a E. Mostre que se a energia �e grande obtemos

�(E) � 
(E)=h ;

onde h �e a constante de Planck. �
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