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1. Niimeros de ocupacao

Sejam (a,, a;r) operadores de destruicao e criagao para uma dada representacao de
particulas (bdésons ou férmions). Mostre que os operadores nimero N; = ajai co-
mutam entre si e também comutam com o operador nimero total N. Eles formam
portanto um conjunto completo de observaveis. Encontre a base de estados que os
diagonaliza. [ |

2. Correlagoes quanticas para particulas idénticas (Merzbacher 2a. ed., Cap.
20, p. 524)

Considere duas particulas idénticas (bésons ou férmions) no estado
T =AY e, (a}aj |o>) , (1)
V)

onde o estado |0) é o vacuo e aj» ¢ o operador de criagao de uma particula. Para

este estado, a Unica correlacao que existe entre as particulas é através da estatistica.
Suponha que
dlal =D ldl* =1,
(2 7
e calcule a constante de normaliza¢do A em (1) em termos da soma

S=>cd; .

(a) Para este ket (1), encontre o valor esperado de um operador K de uma particula
em termos das amplitudes de uma particula ¢; e d; e dos elementos de matriz
(i|K|j) de K entre estados de uma particula. Mostre que se S = 0, o valor
esperado pode ser intrepretado como se as duas particulas de amplitudes ¢; e
d; fossem distinguiveis;



(b)

Calcule o valor esperado de um operador diagonal de interagao entre duas
particulas, em termos das amplitudes de uma particula c; e d; e dos elementos
de matriz (ij |V'|ij) de V entre os mesmos estados de duas particulas. Mostre
que o resultado é o mesmo que para particulas distinguiveis, se os estados nao
se sobrepoem, isto é se

c;d; = 0, para todo i . |

3. Uma transformacao candnica interessante

Considere o Hamiltoniano ‘H e a transformagao canodnica definida por

(a)

H=e"He" =H+[H, S]+%[[H, S], S]+ ... (2)

Seja o Hamiltoniano do tipo
H="Ho+ \V ,

com uma perturbagao proporcional a A. Encontre uma transformagiao S tal
que o termo linear em \ seja nulo para o Hamiltoniano transformado H de (2).
Mostre que tal transformacao satisfaz

AV + [Ho, S]=0 ,
e numa representacao na qual Hy é diagonal, temos

< n|V|m >
<nl|S >= A\—-———
sempre que E,, # F,.

Usando a solugao acima mostre que o Hamiltoniano transformado se escreve
como

~ 1
H =Ho+ §[Av, S) 4+ 0(A\?)
e aplique a teoria para o Hamiltoniano
H=wala+ Aa' +a) , (3)

que aparece na transformacdo polaronica, com (a, a') sendo operadores de
Bose. Mostre que em este caso temos
~ 2
<n|Hln >=nw — — ,
w

onde n é o autovalor de niimero no sistema nao perturbado.



(c) O Hamiltoniano (3) tem solugao exata por uma transformacao de deslocamento
b=a+C,
bl =af +C* .

Seja |0 > o wdcuo para os operadores de bdsons a. Seja |Pg > o estado funda-
mental do Hamiltoniano (3), e portanto o vdcuo dos operadores b. Encontre a
transformacao 1" que leva um no outro

|©o) = T0)
Mostre que o estado |®g) contém qualquer nimero de bésons do tipo a. |

4. Transformagao de Jordan-Wigner

Considere uma rede unidimensional de sitios, onde temos spins localizados S(m),
onde m rotula o sitio. Os operadores de spin, para spin s = 1/2; tém relagoes de
comutacao mistas, que nao sao nem de Bose, nem de Fermi.

(a) Seja o operador de spin para o sitio m com componentes S,(m), S,(m) e
S.(m). Os spins se acoplam segundo um Hamiltoniano de Heisenberg

H = JZ {S,(m)S,(m +1) + S, (m)S,(m + 1) + S.(m)S.(m + 1)}
= JY S(m)S(m+1), (4)

m=1

onde consideramos condi¢des periédicas de contorno, S(N + 1) = S(1) .
Definimos, como de costume, os operadores de subida e descida do spin por

Ay, = Sy(m)—1iS,(m) ,

(5)
al, = Sy(m)+iS,(m)
Mostre que se verificam as seguintes relagoes de comutacao:

a) tipo Bose para sitios diferentes

[al, a;] = [al, a}] =la;, a;]=0 , parai#j ; (6)

b) tipo Fermi para o mesmo sitio com

{a dl} =1, a?=(@})?=0. (7)



(b) Com condigoes periédicas de contorno, mostre que em este caso é possivel
definir operadores de Fermi (C;, CZ»T ) pelas relagoes:

i—1
C; = exp {mz a}aj} a;
j=1

i—1
T T ; ]
C] = a; exp{ —im a;a;
=1
Encontre a transformacao inversa e mostre que temos

CZTC,L = ajai s
(9)

CZ‘TCH-I = a;razurl

Em seguida, transforme o Hamiltoniano de spin de Heisenberg (4) num Hamil-
toniano de férmions. Dé uma interpretacao fisica do resultado. ]

5. Representacao de Schwinger

No exercicio anterior, representamos os operadores de spin por operadores de férmions.
Existe uma representacao alternativa para o momentum angular em termos de op-
eradores de bésons (ver Sakurai, ‘MQM’, §3.8). Considere que temos dois tipos de
bésons, com operadores associados (ay,al) e (a_,al). Eles satisfazem as relagoes
de comutacao para bdsons, sendo que operadores de bdsons diferentes comutam.

Representamos os operadores de momentum angular pelas relacoes abaixo:

J. = E < ia+ —aia_> )

2
Ji.=h aia_ ) (10)
J_=h ataJr .

(a) Mostre que os operadores definidos em (10) satisfazem as rela¢oes de momen-
tum angular.

(b) Mostre que um estado |jm >, para j fixo mas arbitrdrio (inteiro ou semi-
inteiro), pode ser representado nos espacos dos nimeros de ocupacdo dos
boésons, com a condigao

ny+n_ =2y,

isto é, o nimero total de bdsons ¢é 2. |



6. * Osciladores harmonicos acoplados

Consideramos dois osciladores harmonicos 1 — dim idénticos de freqiiéncia w acopla-

dos.

O Hamiltoniano do sistema tem a forma:

H(p1,p2, T1, T2) = h(p1, z1) + h(p2, 2) + Az122 (11)

onde h(p, ) = p?/2m + mw?z?/2 é o Hamiltoniano usual de um oscilador 1 — dim.
As coordenadas dos osciladores estao acopladas, com constante \.

(a)

Escreva o Hamiltoniano (11) em termos dos operadores de criacao e destruicao
de excitacoes dos osciladores. Este problema ¢é de dimensao 4, porque todos
os operadores de destruigao e criagao (aq, ai, as, ag) dos dois osciladores estao
acoplados. O objetivo do problema é diagonalizar o Hamiltoniano encontrando
as novas excitacoes induzidas pelo acoplamento. O Hamiltoniano é dito dia-
gonal, quando tem a forma:

H :Z s ATA; + cte. (12)

onde (AZT, A;) sdo respectivamente os operadores de criagao e destruicao das
quase-particulas. O problema proposto por (11) tem solugao exata. Note que
os operadores (aq, aJ{, as, ag) satisfazem relagoes de comutacao de bdsons e essas

relagoes serao preservadas pelos novos operadores (A;f, A;).

A solucao segue um método proposto por Bogoliubov e estudado de forma
geral no préximo problema. Procedemos calculando as equagoes de movimento
dos operadores. Note que para um Hamiltoniano diagonal, como em (12) , a
equacao de movimento tem a forma:

(M, Ai] = —eidi . (13)

Como todos os operadores originais estao acoplados, a proposta de Bogoliubov
é escrever os novos operadores A; como combinagao linear dos (a, ai, as, ag) e
transformar as equagoes (13) em um conjunto de equagoes lineares homogéneas
para os coeficientes. A solucao nao trivial fornece a equacao secular para os
autovalores €;. Neste caso, o problema quadridimensional pode ser reduzido a
dois problemas bidimensionais desacoplados, usando os operadores auxiliares

definidos abaixo:

1
A:E(&l—i‘ag) s

(14)
Bzi(al—@).

V2
Mostre que os operadores definidos em (14) satisfazem as rela¢oes de comutagao

de bosons. Escreva as equacoes de movimento para A e B e mostre que somente
se acoplan com seu respectivos adjuntos.



(c) A solugao final é obtida via a transformacdo de Bogoliubov, escrevendo os
operadores de quase-particulas na forma

n=uA+uv Al
nt = v* A+ urAt
(15)
§=r B+s BT,
& = s*B +r* BT,

com coeficientes (u,v,r,s) em geral, complexos. Encontre condi¢oes nos coe-
ficientes, para que os operadores (7, &) representem bésons. A transformagao
(15) é uma transformagao canoénica porque preserva as relagoes de comutagao,
mas em geral ndo é unitaria (é uma transformagao simplética, como as trans-
formagoes candnicas da Mecanica Cléassica). Impondo equagoes de movimento
do tipo (13) para n e &, encontre os autovalores da energia dos novos modos
normais e suas freqiiéncias de oscilacao.

(d) Finalmente, escreva o Hamiltoniano do sistema em termos dos operadores de
quase-particulas (7, §). |

7. Transformacao de Bogoliubov para Bdésons

Considere operadores (aZT, a;) que satisfazem as relacoes de comutacao de bésons.
Definimos outro conjunto de operadores (b}, b;) por

b; = €% cosh \; a; + €% sinh \; a} ,
(16)
b} = e i sinh \; a; + e "% cosh \; a} ,

com (A;, 6, ¢;) reais.

(a) Obtenha as relagdes de comutacio para os operadores (b!, b;) e mostre que a
transformagao (16) é canonica.

(b) Mostre que, se o conjunto de operadores {a;} for finito (j = 1,2, ...,n), existe
uma transformacao unitaria
U=¢eT
tal que
Ua;UT =b; .

Construa explicitamente o operador 7" em termos dos operadores (aj, aj).

8. Representacao de Heisenberg

Considere a representacdo de Heisenberg para os operadores campo (¥, ¥T) de um
sistema de particulas idénticas (bésons ou férmions).
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(a)

Encontre a equagao de Heisenberg para ¥, no caso de um sistema de particulas
nao interagentes, isto ¢ de um sistema cujo Hamiltoniano é dado por:

)
o 2 : b; S
HO B i |:2m " U<Xi)1 ’
onde a soma € realizada sobre todas as particulas. Mostre que ela é formalmente

idéntica a equacao de Schrodinger para a funcad de onda de uma particula.

Encontre agora a equacao de Heisenberg para ¥, no caso de um sistema de
particulas interagentes segundo o Hamiltoniano

1 o o
H:Ho+§; V(Ri—%,]) .
i#]

Mostre que existem correlagoes entre as particulas que se manifestam através
de efeitos nao-locais. |

9. Operadores campo na representacao de momentum

Definimos o operador de campo na representacao de momentum por:

(a)
(b)

3 () = / i% (BIR) V(%) .

Derive as relagoes de comutagao/anticomutagao (segundo o caso) para ® (p) e
o (5).

Mostre que para o comutador/anticomutador misto temos
(@), ¥ (®)], = (BIX) .
Considere os seguintes observaveis de um sistema de particulas idénticas

X - Zz iz )
(17)
P = Zz ﬁz )

isto é, a soma das coordenadas e o momentum total. Fornega a representagao
em 2a. quantizacao dos operadores de (17) usando os operadores campo. Es-
colha a representacao mais conveniente entre coordenadas e momentos. Mostre
que o andlogo de muitas particulas para o comutador canonico é

[X,ﬁ] — AN 1,

onde N é o operador nimero e 1 ¢é a identidade em trés dimensoes. |



10. Estados coerentes

Sejam (a', a) os operadores de criacio e destruigdo de um béson (modo tnico).
Definimos os estados coerentes como sendo auto-estados do operador de destrui-
¢ao, com autovalores complexos

alz) = z|z)
com (z|z) =1 e z em geral complexo.

(a) Encontre a forma de |z) na base de estados {|n)}, com

(af)"
10

Mostre, que exceto por uma fase, o estado tem a forma

) e (5 4F) 3 ety = exp (=5 1) ex s ).

n=0

n) =

(b) De maneira equivalente, mostre que temos
|2) = exp (za" — 2*a) |0) = D(2)0),

onde D(z) é um operador unitério.

(c) Encontre também a distribuigdo de probabilidade P, de que o estado |n) esteja
ocupado em |z).

(d) Calcule os valores médios de N = a'a e N? = (aTa)2 usando as relagoes de
comutagao de N com (aT, a). |
11. Matriz densidade de 1-particula e Hartree-Fock para férmions
Seja um conjunto completo de orbitais de 1-particula {¢;}, com < X|\; >= ;(X).
Definimos a matriz densidade de 1-particula associada com um estado [¢) > por

P =< lelejlv >, (18)

onde (clT, ¢;) sao os operadores fermionicos de criagao e destrui¢ao de uma particula
no estado |\; > .

(a) Mostre que esta matriz densidade estd normalizada como
TrpM =3 "plY =N,

onde N é valor médio do nimero de particulas no estado 1) > . Se o estado
tiver um nimero de particulas fixo N, entdo Tr pY) = N. Nao confundir esta
matriz densidade com o operador estatistico p (mas ela sim se relaciona com

p)-



(b) O estado ‘teste’ de Hartree-Fock para um sistema de férmions é um determi-
nante de Slater composto de N orbitais de 1-particula ortonormais {1, Ag, A3, ...}
(ndo determinados) escrito na forma de uma produtéria

[ >=clebel. el |0 >= l_IcZT 0> .
i

Mostre que p() pode ser escrito na forma

onde n; é o niimero de ocupacdo para férmions, n; = 0, 1. Portanto p() é uma
matriz hermitiana de traco N.

(c) A partir de (19), mostre que a matriz densidade de 1-particula satisfaz a rela¢ao

(pM)? = p, (20)

de onde obtemos que todos seus autovalores sao 0 ou 1. En seguida, mostre
que a relagao (20) é uma condigao necessdria e suficiente para que o estado
completamente antisimétrico |¢) > seja um determinante de Slater. [ |

12. Condensagao de Bose-Einstein

Um estado ‘condensado de bésons’ |®y >, que descreve um sistema de N bdsons
todos ocupando o mesmo orbital A, é escrito como

(al)™
VT

(a) Mostre que a matriz densidade de 1-particula (ver defini¢ao em (18)) associada
com o estado (21) pode ser escrita como

’(I)N >=

0> . (21)

PV =N |\ >< )| (22)

e satisfaz a condicao
(p)? =N pm . (23)

(b) Mostre que a relagao (23) é uma condigao necessaria e suficiente para que o
estado completamente simétrico |® > associado com p!), seja um condensado
de bésons. |

13. Modelo para a Molécula Homopolar de dois elétrons

Consideremos uma molécula homopolar de dois centros (sitios) e dois elétrons (se-
ria um bom modelo para uma molécula de hidrogénio). Para cada sitio consider-
amos exclusivamente um orbital que pode acomodar os dois estados do spin (T, | ).
Chamamos de

(C’iav CiTa)
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os operadores usuais de destruicao e criacao de elétrons de spin o centrados no sitio
1 = 1,2 . Eles satisfazem relagoes de anti-comutacao de Fermi-Dirac. Temos em
total quatro orbitais de um elétron:

Cl10>= 11>,
Cl10>= 111>,
CI10>= 21>,
Ci10>=12]>,

e seis estados de duas particulas:

ClCL10>=17,21>,
CliCil0>=11,2 >,
ch.ofjo>=11711>,
Chel0>=21,2 >,
Clolj0>=17,2 >,
CliCi0>=1 1,2 1>,

(24)

onde temos considerado o Principio de Exclusao de Pauli. Os operadores de niimero
se definem da maneira usual

Nie = O@'TUCZ'U y 1= 17 2a o :Tal .
O Hamiltoniano deste problema consta de trés termos:
H = Hd + Hcin + Hint )

que sao respectivamente o termo diagonal, o termo cinético e o termo da interagao
elétron-elétron. Estes sao dados por:

Ha=« Zi,o C’LTGCZ'U )
o= 151010 Ch )
M = U 325 miniy + 53 iz MioMp

onde t, U e K sao positivos. Este Hamiltoniano é conhecido na literatura como
Modelo de Hubbard. O parametro t é o hopping eletronico (amplitude de probabil-
idade de que o elétron pule de um sitio para o outro), U é a repulsdo eletronica
para um mesmo sitio (intrasitio), e K é a repuls@o eletronica entre sitios vizinhos
(intersitio).

(a) Mostre, usando identidades para o operador niimero total, que o Hamiltoniano
acima (3) depende de apenas um parametro nao trivial que pode ser escrito
como UK

A= .
t

Use que N =2 =Y. n;, e que N? = 4, para o ntimero total de elétrons.
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(b)

(c)

Diagonalize o Hamiltoniano para a base dos seis estados de duas particulas
(24). Encontre o estado fundamental em funcao de A. Note que agora A\ pode
ser tanto positivo como negativo.

Definimos a funcao de correlacao

pe=1-2% (i) (26)

i=1,2

onde < ... > é a média sobre um estado quantico. Ela é definida de maneira
que pc = 0 para estados sem nenhuma correlacao; pc > 0 se os elétrons se
mantém separados; e pc < 0 se os elétrons se mantém juntos. Calcule po para
o estado fundamental em funcao de A e interprete fisicamente o resultado.

As aproximagOes mais comumente usadas para o problema incluem a de Or-
bitais Moleculares (MO) e a chamada de Heitler-London (HL). Para MO, a
funcao de onda é dada por

MO >=Z(1T,11>+]11,21> +2 1,1 1> +21,20>) , (27
enquanto que os estados HL sao divididos em neutros
|HLN1 >= 11,2 |>, |HLN2 >=1[21,1 |> |, (28)
e polares
|HLP1 >= 11,1 |>, |HLP2 >= 21,2 |> . (29)
Calcule a funcao de correlagdo pc para todos estes estados acima, compare

com o caso exato e comente sobre a validez das aproximacgoes. Faga um gréfico
incluindo todos os casos. ]
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