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1. N�umeros de ocupa�c~ao

Sejam (ai; a
y
i ) operadores de destrui�c~ao e cria�c~ao para uma dada representa�c~ao de

part��culas (b�osons ou f�ermions). Mostre que os operadores n�umero Ni = ayiai co-
mutam entre si e tamb�em comutam com o operador n�umero total N . Eles formam
portanto um conjunto completo de observ�aveis. Encontre a base de estados que os
diagonaliza. �

2. Correla�c~oes quânticas para part��culas idênticas (Merzbacher 2a. ed., Cap.
20, p. 524)

Considere duas part��culas idênticas (b�osons ou f�ermions) no estado��	(2)� = A
X
i;j

cidj

�
ayja

y
i j0i

�
; (1)

onde o estado j0i �e o v�acuo e ayi �e o operador de cria�c~ao de uma part��cula. Para
este estado, a �unica correla�c~ao que existe entre as part��culas �e atrav�es da estat��stica.
Suponha que X

i

jcij2 =
X
i

jdij2 = 1 ;

e calcule a constante de normaliza�c~ao A em (1) em termos da soma

S =
X
i

cid
�
i :

(a) Para este ket (1), encontre o valor esperado de um operadorK de uma part��cula
em termos das amplitudes de uma part��cula ci e di e dos elementos de matriz
hi jKj ji de K entre estados de uma part��cula. Mostre que se S = 0, o valor
esperado pode ser intrepretado como se as duas part��culas de amplitudes ci e
di fossem distingu��veis;

1



(b) Calcule o valor esperado de um operador diagonal de intera�c~ao entre duas
part��culas, em termos das amplitudes de uma part��cula ci e di e dos elementos
de matriz hij jV j iji de V entre os mesmos estados de duas part��culas. Mostre
que o resultado �e o mesmo que para part��culas distingu��veis, se os estados n~ao
se sobrep~oem, isto �e se

cidi = 0; para todo i : �

3. Uma transforma�c~ao canônica interessante

Considere o Hamiltoniano H e a transforma�c~ao canônica de�nida por

~H = e�S H eS = H + [H; S] + 1
2
[[H; S]; S] + ::: (2)

(a) Seja o Hamiltoniano do tipo

H = H0 + �V ;

com uma perturba�c~ao proporcional a �. Encontre uma transforma�c~ao S tal
que o termo linear em � seja nulo para o Hamiltoniano transformado ~H de (2).
Mostre que tal transforma�c~ao satisfaz

�V + [H0; S] = 0 ;

e numa representa�c~ao na qual H0 �e diagonal, temos

< njSjm >= �
< njVjm >

Em � En
;

sempre que Em 6= En.

(b) Usando a solu�c~ao acima mostre que o Hamiltoniano transformado se escreve
como

~H = H0 +
1

2
[�V ; S] + o(�3) ;

e aplique a teoria para o Hamiltoniano

H = !aya+ �(ay + a) ; (3)

que aparece na transforma�c~ao polarônica, com (a; ay) sendo operadores de
Bose. Mostre que em este caso temos

< nj ~Hjn >= n! � �2

!
;

onde n �e o autovalor de n�umero no sistema n~ao perturbado.
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(c) O Hamiltoniano (3) tem solu�c~ao exata por uma transforma�c~ao de deslocamento

b = a+ C ;

by = ay + C� :

Seja j0 > o v�acuo para os operadores de b�osons a. Seja j�0 > o estado funda-
mental do Hamiltoniano (3), e portanto o v�acuo dos operadores b. Encontre a
transforma�c~ao T que leva um no outro

j�0i = T j0i

Mostre que o estado j�0i cont�em qualquer n�umero de b�osons do tipo a. �

4. Transforma�c~ao de Jordan-Wigner

Considere uma rede unidimensional de s��tios, onde temos spins localizados S(m),
onde m rotula o s��tio. Os operadores de spin, para spin s = 1=2, têm rela�c~oes de
comuta�c~ao mistas, que n~ao s~ao nem de Bose, nem de Fermi.

(a) Seja o operador de spin para o s��tio m com componentes Sx(m); Sy(m) e
Sz(m). Os spins se acoplam segundo um Hamiltoniano de Heisenberg

H = J
NX
m=1

fSx(m)Sx(m+ 1) + Sy(m)Sy(m+ 1) + Sz(m)Sz(m+ 1)g

= J
NX
m=1

~S(m)�~S(m+ 1) ; (4)

onde consideramos condi�c~oes peri�odicas de contorno, ~S(N + 1) � ~S(1) .

De�nimos, como de costume, os operadores de subida e descida do spin por

am
:
= Sx(m)� iSy(m) ;

(5)

aym
:
= Sx(m) + iSy(m) :

Mostre que se veri�cam as seguintes rela�c~oes de comuta�c~ao:

a) tipo Bose para s��tios diferentes

[ayi ; aj] = [a
y
i ; a

y
j] = [ai; aj] = 0 ; para i 6= j ; (6)

b) tipo Fermi para o mesmo s��tio comn
ai; a

y
i

o
= 1 ; a2i = (a

y
i )
2 = 0: (7)
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(b) Com condi�c~oes peri�odicas de contorno, mostre que em este caso �e poss��vel
de�nir operadores de Fermi (Ci; C

y
i ) pelas rela�c~oes:

Ci
:
= exp

(
i�

i�1X
j=1

ayjaj

)
ai ;

(8)

Cyi
:
= ayi exp

(
�i�

i�1X
j=1

ayjaj

)
:

Encontre a transforma�c~ao inversa e mostre que temos

CyiCi = ayiai ;

(9)

CyiCi+1 = ayiai+1 :

Em seguida, transforme o Hamiltoniano de spin de Heisenberg (4) num Hamil-
toniano de f�ermions. Dê uma interpreta�c~ao f��sica do resultado. �

5. Representa�c~ao de Schwinger

No exerc��cio anterior, representamos os operadores de spin por operadores de f�ermions.
Existe uma representa�c~ao alternativa para o momentum angular em termos de op-
eradores de b�osons (ver Sakurai, `MQM', x3.8). Considere que temos dois tipos de
b�osons, com operadores associados (a+; a

y
+) e (a�; a

y
�). Eles satisfazem as rela�c~oes

de comuta�c~ao para b�osons, sendo que operadores de b�osons diferentes comutam.
Representamos os operadores de momentum angular pelas rela�c~oes abaixo:

Jz =
~
2

�
ay+a+ � ay�a�

�
;

J+ = ~ ay+a� ;

J� = ~ ay�a+ :

(10)

�

(a) Mostre que os operadores de�nidos em (10) satisfazem as rela�c~oes de momen-
tum angular.

(b) Mostre que um estado jjm >, para j �xo mas arbitr�ario (inteiro ou semi-
inteiro), pode ser representado nos espa�cos dos n�umeros de ocupa�c~ao dos
b�osons, com a condi�c~ao

n+ + n� = 2j ;

isto �e, o n�umero total de b�osons �e 2j. �
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6. * Osciladores harmônicos acoplados

Consideramos dois osciladores harmônicos 1�dim idênticos de freq�uência ! acopla-
dos. O Hamiltoniano do sistema tem a forma:

H(p1;p2; x1; x2) = h(p1; x1) + h(p2; x2) + �x1x2 ; (11)

onde h(p; x) = p2=2m+m!2x2=2 �e o Hamiltoniano usual de um oscilador 1� dim.
As coordenadas dos osciladores est~ao acopladas, com constante �.

(a) Escreva o Hamiltoniano (11) em termos dos operadores de cria�c~ao e destrui�c~ao
de excita�c~oes dos osciladores. Este problema �e de dimens~ao 4, porque todos
os operadores de destrui�c~ao e cria�c~ao (a1; a

y
1; a2; a

y
2) dos dois osciladores est~ao

acoplados. O objetivo do problema �e diagonalizar o Hamiltoniano encontrando
as novas excita�c~oes induzidas pelo acoplamento. O Hamiltoniano �e dito dia-
gonal, quando tem a forma:

H =
X
i

"iA
y
iAi + cte: ; (12)

onde (Ayi ; Ai) s~ao respectivamente os operadores de cria�c~ao e destrui�c~ao das
quase-part��culas. O problema proposto por (11) tem solu�c~ao exata. Note que
os operadores (a1; a

y
1; a2; a

y
2) satisfazem rela�c~oes de comuta�c~ao de b�osons e essas

rela�c~oes ser~ao preservadas pelos novos operadores (Ayi ; Ai).

(b) A solu�c~ao segue um m�etodo proposto por Bogoliubov e estudado de forma
geral no pr�oximo problema. Procedemos calculando as equa�c~oes de movimento
dos operadores. Note que para um Hamiltoniano diagonal, como em (12) , a
equa�c~ao de movimento tem a forma:

[H; Ai] = �"iAi : (13)

Como todos os operadores originais est~ao acoplados, a proposta de Bogoliubov
�e escrever os novos operadores Ai como combina�c~ao linear dos (a1; a

y
1; a2; a

y
2) e

transformar as equa�c~oes (13) em um conjunto de equa�c~oes lineares homogêneas
para os coe�cientes. A solu�c~ao n~ao trivial fornece a equa�c~ao secular para os
autovalores "i. Neste caso, o problema quadridimensional pode ser reduzido a
dois problemas bidimensionais desacoplados, usando os operadores auxiliares
de�nidos abaixo:

A � 1p
2
(a1 + a2) ;

B � 1p
2
(a1 � a2) :

(14)

Mostre que os operadores de�nidos em (14) satisfazem as rela�c~oes de comuta�c~ao
de b�osons. Escreva as equa�c~oes de movimento para A e B e mostre que somente
se acoplan com seu respectivos adjuntos.
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(c) A solu�c~ao �nal �e obtida via a transforma�c~ao de Bogoliubov, escrevendo os
operadores de quase-part��culas na forma

� = u A+ v Ay ;
�y = v�A+ u�Ay ;

� = r B + s By ;
�y = s�B + r�By;

(15)

com coe�cientes (u; v; r; s) em geral, complexos. Encontre condi�c~oes nos coe-
�cientes, para que os operadores (�; �) representem b�osons. A transforma�c~ao
(15) �e uma transforma�c~ao canônica porque preserva as rela�c~oes de comuta�c~ao,
mas em geral n~ao �e unit�aria (�e uma transforma�c~ao simpl�etica, como as trans-
forma�c~oes canônicas da Mecânica Cl�assica). Impondo equa�c~oes de movimento
do tipo (13) para � e �, encontre os autovalores da energia dos novos modos
normais e suas freq�uências de oscila�c~ao.

(d) Finalmente, escreva o Hamiltoniano do sistema em termos dos operadores de
quase-part��culas (�; �). �

7. Transforma�c~ao de Bogoliubov para B�osons

Considere operadores (ayi ; aj) que satisfazem as rela�c~oes de comuta�c~ao de b�osons.

De�nimos outro conjunto de operadores (byi ; bj) por

bj � ei�j cosh�j aj + ei�j sinh�j a
y
j ;

byj � e�i�j sinh�j aj + e�i�j cosh�j a
y
j ;

(16)

com (�j; �j; �j) reais.

(a) Obtenha as rela�c~oes de comuta�c~ao para os operadores (byi ; bj) e mostre que a
transforma�c~ao (16) �e canônica.

(b) Mostre que, se o conjunto de operadores fajg for �nito (j = 1; 2; :::; n), existe
uma transforma�c~ao unit�aria

U = eiT

tal que
UajU

y = bj :

Construa explicitamente o operador T em termos dos operadores (ayi ; aj).
�

8. Representa�c~ao de Heisenberg

Considere a representa�c~ao de Heisenberg para os operadores campo (	;	y) de um
sistema de part��culas idênticas (b�osons ou f�ermions).
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(a) Encontre a equa�c~ao de Heisenberg para 	, no caso de um sistema de part��culas
n~ao interagentes, isto �e de um sistema cujo Hamiltoniano �e dado por:

H0 =
X
i

�
~p2i
2m

+ U(~xi)

�
;

onde a soma �e realizada sobre todas as part��culas. Mostre que ela �e formalmente
idêntica �a equa�c~ao de Schr�odinger para a fun�ca~o de onda de uma part��cula.

(b) Encontre agora a equa�c~ao de Heisenberg para 	, no caso de um sistema de
part��culas interagentes segundo o Hamiltoniano

H = H0 +
1

2

X
i6=j

V (j~xi�~xjj) :

Mostre que existem correla�c~oes entre as part��culas que se manifestam atrav�es
de efeitos n~ao-locais. �

9. Operadores campo na representa�c~ao de momentum

De�nimos o operador de campo na representa�c~ao de momentum por:

� (~p) �
Z
d~x h~pj~xi 	(~x) :

(a) Derive as rela�c~oes de comuta�c~ao/anticomuta�c~ao (segundo o caso) para � (~p) e
�y (~p).

(b) Mostre que para o comutador/anticomutador misto temos�
� (~p) ;	y (~x)

�
� = h~pj~xi :

(c) Considere os seguintes observ�aveis de um sistema de part��culas idênticas

~X =
P

i ~xi ;

~P =
P

i ~pi ;

(17)

isto �e, a soma das coordenadas e o momentum total. Forne�ca a representa�c~ao
em 2a. quantiza�c~ao dos operadores de (17) usando os operadores campo. Es-
colha a representa�c~ao mais conveniente entre coordenadas e momentos. Mostre
que o an�alogo de muitas part��culas para o comutador canônico �eh

~X; ~P
i
= i~N 1 ;

onde N �e o operador n�umero e 1 �e a identidade em três dimens~oes. �
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10. Estados coerentes

Sejam (ay; a) os operadores de cria�c~ao e destrui�c~ao de um b�oson (modo �unico).
De�nimos os estados coerentes como sendo auto-estados do operador de destrui-
�c~ao, com autovalores complexos

a jzi = z jzi ;

com hzjzi = 1 e z em geral complexo.

(a) Encontre a forma de jzi na base de estados fjnig, com

jni =
�
ay
�n

p
n!
j0i :

Mostre, que exceto por uma fase, o estado tem a forma

jzi = exp
�
�1
2
jzj2
� 1X
n=0

znp
n!
jni = exp

�
�1
2
jzj2
�
exp

�
zay
�
j0i :

(b) De maneira equivalente, mostre que temos

jzi = exp
�
zay � z�a

�
j0i � D(z) j0i ;

onde D(z) �e um operador unit�ario.

(c) Encontre tamb�em a distribui�c~ao de probabilidade Pn de que o estado jni esteja
ocupado em jzi.

(d) Calcule os valores m�edios de N = aya e N2 =
�
aya
�2
usando as rela�c~oes de

comuta�c~ao de N com
�
ay; a

�
. �

11. Matriz densidade de 1-part��cula e Hartree-Fock para f�ermions

Seja um conjunto completo de orbitais de 1-part��cula f'ig, com < ~xj�i >= 'i(~x).
De�nimos a matriz densidade de 1-part��cula associada com um estado j > por

�
(1)
ij �<  jcyicjj > ; (18)

onde (cyi ; ci) s~ao os operadores fermiônicos de cria�c~ao e destrui�c~ao de uma part��cula
no estado j�i > .

(a) Mostre que esta matriz densidade est�a normalizada como

Tr �(1) =
X
i

�
(1)
ii =

�N ;

onde �N �e valor m�edio do n�umero de part��culas no estado j > . Se o estado
tiver um n�umero de part��culas �xo N , ent~ao Tr �(1) = N . N~ao confundir esta
matriz densidade com o operador estat��stico � (mas ela sim se relaciona com
�).
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(b) O estado `teste' de Hartree-Fock para um sistema de f�ermions �e um determi-
nante de Slater composto deN orbitais de 1-part��cula ortonormais f�1; �2; �3; :::g
(n~ao determinados) escrito na forma de uma produt�oria

j >= cy1c
y
2c
y
3:::c

y
i :::j0 >=

Y
i

cyi j0 > :

Mostre que �(1) pode ser escrito na forma

�(1) =
X
i

nij�i >< �ij ; (19)

onde ni �e o n�umero de ocupa�c~ao para f�ermions, ni = 0; 1. Portanto �
(1) �e uma

matriz hermitiana de tra�co N .

(c) A partir de (19), mostre que a matriz densidade de 1-part��cula satisfaz a rela�c~ao

(�(1))2 = �(1) ; (20)

de onde obtemos que todos seus autovalores s~ao 0 ou 1. En seguida, mostre
que a rela�c~ao (20) �e uma condi�c~ao necess�aria e su�ciente para que o estado
completamente antisim�etrico j > seja um determinante de Slater. �

12. Condensa�c~ao de Bose-Einstein

Um estado `condensado de b�osons' j�N >, que descreve um sistema de N b�osons
todos ocupando o mesmo orbital �, �e escrito como

j�N >=
(ay�)

N

p
N !
j0 > : (21)

(a) Mostre que a matriz densidade de 1-part��cula (ver de�ni�c~ao em (18)) associada
com o estado (21) pode ser escrita como

�(1) = N j� >< �j (22)

e satisfaz a condi�c~ao
(�(1))2 = N �(1) : (23)

(b) Mostre que a rela�c~ao (23) �e uma condi�c~ao necess�aria e su�ciente para que o
estado completamente sim�etrico j� > associado com �(1), seja um condensado
de b�osons. �

13. Modelo para a Mol�ecula Homopolar de dois el�etrons

Consideremos uma mol�ecula homopolar de dois centros (s��tios) e dois el�etrons (se-
ria um bom modelo para uma mol�ecula de hidrogênio). Para cada s��tio consider-
amos exclusivamente um orbital que pode acomodar os dois estados do spin ("; #).
Chamamos de

(Ci�; C
y
i�)
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os operadores usuais de destrui�c~ao e cria�c~ao de el�etrons de spin � centrados no s��tio
i = 1; 2 . Eles satisfazem rela�c~oes de anti-comuta�c~ao de Fermi-Dirac. Temos em
total quatro orbitais de um el�etron:

Cy1"j0 >= j1 ">;
Cy1#j0 >= j1 #>;
Cy2"j0 >= j2 ">;
Cy2#j0 >= j2 #>;

e seis estados de duas part��culas:

Cy1"C
y
2"j0 >= j1 "; 2 ">;

Cy1#C
y
2#j0 >= j1 #; 2 #>;

Cy1"C
y
1#j0 >= j1 "; 1 #>;

Cy2"C
y
2#j0 >= j2 "; 2 #>;

Cy1"C
y
2#j0 >= j1 "; 2 #>;

Cy1#C
y
2"j0 >= j1 #; 2 ">;

(24)

onde temos considerado o Princ��pio de Exclus~ao de Pauli. Os operadores de n�umero
se de�nem da maneira usual

ni� = Cyi�Ci� ; i = 1; 2; � ="; # :

O Hamiltoniano deste problema consta de três termos:

H = Hd +Hcin +Hint ;

que s~ao respectivamente o termo diagonal, o termo cin�etico e o termo da intera�c~ao
el�etron-el�etron. Estes s~ao dados por:

Hd = �
P

i;� Cyi�Ci� ;

Hcin = �t
P

i6=j;� Cyi�Cj� ;

Hint = U
P

i ni"ni# +
K

2

P
i6=j;�;� ni�nj�

(25)

onde t, U e K s~ao positivos. Este Hamiltoniano �e conhecido na literatura como
Modelo de Hubbard. O parâmetro t �e o hopping eletrônico (amplitude de probabil-
idade de que o el�etron pule de um s��tio para o outro), U �e a repuls~ao eletrônica
para um mesmo s��tio (intras��tio), e K �e a repuls~ao eletrônica entre s��tios vizinhos
(inters��tio).

(a) Mostre, usando identidades para o operador n�umero total, que o Hamiltoniano
acima (3) depende de apenas um parâmetro n~ao trivial que pode ser escrito
como

� =
U �K

t
:

Use que N = 2 =
P

i;� ni� e que N
2 = 4, para o n�umero total de el�etrons.
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(b) Diagonalize o Hamiltoniano para a base dos seis estados de duas part��culas
(24). Encontre o estado fundamental em fun�c~ao de �. Note que agora � pode
ser tanto positivo como negativo.

(c) De�nimos a fun�c~ao de correla�c~ao

�C = 1� 2
X
i=1;2

h ni"ni#i ; (26)

onde < ::: > �e a m�edia sobre um estado quântico. Ela �e de�nida de maneira
que �C = 0 para estados sem nenhuma correla�c~ao; �C > 0 se os el�etrons se
mant�em separados; e �C < 0 se os el�etrons se mant�em juntos. Calcule �C para
o estado fundamental em fun�c~ao de � e interprete �sicamente o resultado.

(d) As aproxima�c~oes mais comumente usadas para o problema incluem a de Or-
bitais Moleculares (MO) e a chamada de Heitler-London (HL). Para MO, a
fun�c~ao de onda �e dada por

jMO >=
1

2
(j1 "; 1 #> +j1 "; 2 #> +j2 "; 1 #> +j2 "; 2 #>) ; (27)

enquanto que os estados HL s~ao divididos em neutros

jHLN1 >= j1 "; 2 #>; jHLN2 >= j2 "; 1 #> ; (28)

e polares

jHLP1 >= j1 "; 1 #>; jHLP2 >= j2 "; 2 #> : (29)

Calcule a fun�c~ao de correla�c~ao �C para todos estes estados acima, compare
com o caso exato e comente sobre a validez das aproxima�c~oes. Fa�ca um gr�a�co
incluindo todos os casos. �
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