
FI-001 Mecânica Quântica I

Lista # 3

Prof. G. Cabrera

1 Part��cula de spin 1/2 em um campo magn�etico

Considere um el�etron de spin 1/2 na presen�ca de um campo magn�etico. Sabemos
que o Hamiltoniano do sistema �e dado por:

H = �
�
~B � ~S

�
= � (BxSx +BySy +BzSz) ;

onde
 =

e

mc

�e a raz~ao giromagn�etica e ~S �e o operador do spin. Na representa�c~ao que diagonaliza
Sz, as três componentes do spin têm matrizes:

Sx =
~

2

�
0 1
1 0

�
; Sy =

~

2

�
0 �i
i 0

�
; Sz =

~

2

�
1 0
0 �1

�
:

i) Calcule H2 e as energias poss��veis do sistema, para uma orienta�c~ao arbitr�aria
do campo magn�etico.

ii) Encontre explicitamente os autoestados de H na base que digonaliza Sz.

iii) Suponha agora que o sistema est�a inicialmente em um dos autoestados de Sz.
Encontre as probabilidades de medir as diferentes energias poss��veis (estude o
problema para as duas autofun�c~oes de Sz).

iv) Calcule a matriz do operador de evolu�c~ao temporal

U(t; 0)

na mesma base que diagonaliza Sz.

v) Suponha agora que no tempo t = 0, o sistema est�a em um autoestado de Sz,
com projec~ao do spin bem de�nida (� ="ou #). Encontre o estado do sistema
para um instante posterior t arbitr�ario, supondo que nenhuma medi�c~ao foi feita
sobre ele.
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vi) Usando os resultados do ponto anterior, determine as probabilidades de encon-
trar os distintos valores de Sz no tempo t. Quando �e que achamos os mesmos
valores para essas probabilidades em t e em 0 ?

�

2 Vers~ao de Dirac da MQ

Considere o caso em que o operador Hamiltoniano pode ser separado na forma

H = H0 + V ;

com
[H0; V ] 6= 0 :

De�nimos uma transforma�c~ao unit�aria por

UD (t) � exp

�
�
i

~
H0 t

�

que de�ne a chamada vers~ao de Dirac ou Representa�c~ao de Intera�c~ao da Mecânica
Quântica. Transformamos kets-estados e operadores dinâmicos a partir da vers~ao
de Schr�odinger por:

j�; t0; t >D= U
y
D (t) j�; t0; t >S

AD = U
y
D (t) � A

S � UD (t)

:

Encontre as equa�c~oes dinâmicas que s~ao satisfeitas por kets-estados e operadores na
vers~ao de Dirac.

�

3 Estados Coerentes do Oscilador Harmônico Simples (OHS).

Uma das maneiras poss��veis de de�nir um estado coerente do OHS �e como sendo
um autoestado do operador de destrui�c~ao:

a j�i = � j�i ;

onde � �e, em geral, um n�umero complexo.

i) Mostre que o estado

j�i = exp

 

�
j�j2

2

!

exp
�
�ay
�
j0i

�e um estado coerente normalizado.
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ii) Mostre que este estado minimiza a rela�c~ao de incerteza para todo tempo, isto
�e:

< (�x)2 >< (�px)
2
>=

~
2

4
:

O estado coerente �e portanto o estado do OHS que est�a mais pr�oximo do limite
cl�assico. O estado fundamental �e um caso particular de um estado coerente,
com � = 0.

iii) Escreva o estado como

j�i =
X

n

f(n) jni

e mostre que a distribui�c~ao jf(n)j2 como fun�c~ao do n�umero quântico n, �e de
tipo Poisson. Encontre o valor mais prov�avel de n e portanto da energia. Esse
valor da energia coincide com seu valor m�edio.

iv) Mostre que obtemos um estado coerente aplicando o operador de trasla�c~ao
espacial sobre o estado fundamental do oscilador harmônico. Mostre tamb�em
que o estado coerente mais geral �e obtido pela a�c~ao do operador deslocamento
dado abaixo:

D(�) = exp
�
�ay � ��a

�
:

v) Na vers~ao de Schr�odinger, mostre que o Teorema de Ehrenfest (onde as m�edias
s~ao tomadas para estados coerentes) fornece a equa�c~ao cl�assica de movimento.

vi) Um estado obtido como a combina�c~ao linear

j i = A (j�i+ j��i) ;

onde j�i �e um estado coerente, �e chamado de \Gato de Schr�odinger Par".
Calcule a constante de normaliza�c~ao A, notando que os estados coerentes acima
n~ao s~ao ortogonais. Calcule a m�edia do Operador N�umero e mostre que o Gato
apresenta oscila�c~oes na distribui�c~ao de n�umero, sendo nula a probabilidade de
observar um estado com um n�umero ��mpar de quanta (interferência destrutiva)
e que para um n�umero par temos interferência construtiva (dai o nome de Gato
Par). �

4 Oscilador Harmônico na representa�c~ao de momentum

Para o oscilador harmônico 1�dim, gere todas as fun�c~oes de onda na representa�c~ao
de momentum a partir da fun�c~ao de onda do estado fundamental. Proceda de
maneira an�aloga a como feito na representa�c~ao de coordenadas. �

5 Paradoxo

Para matrizes A e B de dimens~ao �nita, sabemos que Tr ([A;B]) = 0. Pareceria
ent~ao, que tomando o tra�co da rela�c~ao fundamental de comuta�c~ao

[x;p] = i~ ;
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deveriamos ter necessariamente que ~ = 0. Para discutir este paradoxo, use as
matrizes de dimens~ao in�nita de x e p no caso do oscilador harmônico. Calcule as
matrizes de xp e px e explique porque a conclus~ao de ~ = 0 n~ao �e v�alida (problema
6.3 do livro Quantum Mechanics de Leslie Ballentine). �

6 Livro do Sakurai

Problemas # 1-19 do Cap.2 do livro MQM do Sakurai, Revised Edition (ver anexo
abaixo).

�
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