
FI-001 Mecânica Quântica I
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1 Part��cula de Spin 1/2

Seja o espa�co de spin 1=2 de dimens~ao 2, com a base normalizada (j+ >; j� >) que
diagonaliza o observ�avel Sz do spin . A representa�c~ao espectral do operador �e:

Sz =
~
2
(j+ ih+j � j� ih�j) : (1)

a) Considere neste espa�co um par de estados

j +i = cos
�
�
2

�
j+i+ ei� sin

�
�
2

�
j�i ;

j �i = �e�i� sin
�
�
2

�
j+i+ cos

�
�
2

�
j�i : (2)

Veri�que que estes kets s~ao ortogonais e normalizados. Eles representam outra
base poss��vel do nosso espa�co. Encontre ent~ao a matriz da Transforma�c~ao
Unit�aria que da a mudan�ca da base. Isto �e, encontre U tal que

j +i = U j+i ;
j �i = U j�i : (3)

Suponha que o estado inicial foi preparado como sendo j +i . Qual �e a prob-
abilidade de medir �~=2 quando feita uma medi�c~ao de Sz ?

b) As equa�c~oes de autovalores

Sz j+i =
~
2
j+i ;

Sz j�i = �
~
2
j�i ;

(4)

podem ser convertidas em equa�c~oes de autovalores para (j + >; j � >), operando
com a transforma�c~ao U em (4). Veri�que ent~ao que os kets (j + >; j � >)
s~ao autoestados do operador Sn dado por

Sn = U � Sz � U y
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e encontre os autovalores. Encontre a representa�c~ao matricial de Sn na base
(j+ >; j� >) e dê uma interpreta�c~ao geom�etrica de Sn (Dica: represente a
matriz de Sn usando as matrizes de Pauli). Encontre Sn e seus autokets
(j + >; j � >), no caso particular de � = 0; � = �=2. �

2 Transla�c~oes em 1-dim

Considere uma transla�c~ao �nita x0 ! x0 + a, em 1-dim

T (a) = exp
�
� i
~
pa

�
;

onde p �e o momentum linear. Queremos calcular o efeito da transla�c~ao sobre o valor
m�edio do operador posi�c~ao x. A nota�c~ao de Dirac permite duas alternativas para o
c�alculo:

i) a transla�c~ao afeta o ket-estado j�i e n~ao o operador posi�c~ao

j�i ! fj�i = T (a) j�i ;
x! x ;

ii) o ket-estado �xo e a transla�c~ao operando sobre a posi�c~ao

j�i ! j�i ;
x! ex=T (a)yx T (a) :

Calcule hexi = hxie� usando as duas alternativas acima. �

FORMUL�ARIO

A. Matrizes de Pauli

�x =

�
0 1
1 0

�
; �y =

�
0 �i
i 0

�
; �z =

�
1 0
0 �1

�
B. Mudan�ca da base

Sejam dois conjuntos ortonormais completos:

fja0ig ; fjb0ig :

Sempre existe um operador unit�ario que transforma a base, isto �e um operador U
tal que ��b(j)� = U

��a(j)� ; j = 1; 2; :::; N:
Por constru�c~ao o operador abaixo faz a mudan�ca da base

U =
X
k

��b(k) ih a(k)�� :
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C. Identidade de Baker-Campbell-Haussdor�

Sejam A e B dois operadores. Temos a identidade

exp(A) B exp(�A) = B + [A;B] +
1

2!
[A; [A;B]] +

1

3!
[A; [A; [A;B]]] + :::

�
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