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Entrega: na mesma data.
Os problemas têm o mesmo peso.

1. Operador Densidade para um sistema de dois estados

Seja um sistema de dois estados, com auto-kets da energia (j1i ; j2i), com autovalores
~!1 e ~!2 respectivamente.

(a) Considere o ensemble misto no tempo t = 0, descrito por:

�(0)!

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

25% de mistura do estado
�� (1)� = 1p

2
(j1i+ j2i) ;

25% de mistura do estado
�� (2)� = 1p

2
(j1i � j2i) ;

50% de mistura do estado
�� (3)� = 1p

2
(j1i+ i j2i) :

(1)

Encontre a matriz do operador densidade �(0) em rela�c~ao �a base (j1i ; j2i):
(b) Seja um observ�avel A com a propriedade:

A j1i = j2i ; A j2i = j1i :

Encontre o valor m�edio [A] (t), dependente do tempo, do observ�avel A en
rela�c~ao ao ensemble descrito em (1). Indique claramente qu�e vers~ao estar�a
usando (Schr�odinger ou Heisenberg) no seu c�alculo.

(c) Encontre outra decomposi�c~ao diferente de �(0) como soma de ensembles puros.
Calcule a Entropia de von Neumann e mostre que n~ao depende do tempo.

Dica. Observe as propriedades gerais da equa�c~ao de autovalores em dim 2,
como polinômio caracter��stico da matriz. �
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2. Sistema de duas part��culas de spin 1/2

Seja um sistema de duas part��culas de spin 1=2 (s1 = s2 = 1=2). Neste caso, temos
duas possibilidades de escolha das bases: a base dos produtos

js1s2;m1;m2i � js1m1i js2m2i ;

e a base do spin total ~S = ~S1+~S2

js1s2;S;Mi :

(a) De�nimos o operador P12 por

P12 �
1

2

�
1 +

4

~2
�
~S1 � ~S2

��
: (2)

Operando na base dos produtos fjs1s2;m1;m2ig , mostre que P12 troca os
spins (por isso, recebe o nome de operador de troca).

(b) Considere os estados de duas part��culas:

j�i = 1p
2
(j"#i � j#"i) ;

j�i = 1p
2
(j"#i+ j#"i) :

(3)

Eles certamente s~ao autoestados da componente Sz = S1z + S2z do spin total,
com M = 0. Veri�que se os estados de (3) tamb�em s~ao autoestados de ~S2 =�
~S1 + ~S2

�2
, usando a identidade [obtida de (2)]:

~S2 = ~S21 +
~S22 + ~2 (P12 � 1=2) ;

ondeP12 �e o operador de permuta�c~ao dos spins. Classi�que os estados (j�i ; j�i)
com os n�umeros quânticos js1s2;S;Mi de momentum angular total.

(c) Mostre que o estado j�i �e invariante por rota�c~ao (por a�c~ao de uma rota�c~ao
arbitr�aria).

(d) Para j�i, considere uma rota�c~ao in�nitesimal de ângulo " em torno do eixo
x. Encontre, para o estado rodado, a probabilidade de permanecer no estado
original j�i, at�e segunda ordem em ".

(e) Suponha que o Hamiltoniano de intera�c~ao das part��culas �e dado por

H =
4�

~2
�
~S1 � ~S2

�
; (4)

com � > 0. Diagonalize o Hamiltoniano (4) e encontre os autoestados do
sistema. Qual base de estados �e mais conveniente nesse processo? Diga qual �e
o estado fundamental. �
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