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1. F�ermions numa rede \cristalina" unidimensional

Considere uma rede unidimensional de N s��tios, sendo a a constante da rede. O
tamanho do cristal �e L = Na e temos um mesmo orbital por s��tio (para simpli�car
as coisas, podemos pensar que se trata de um orbital s, esfericamente sim�etrico).
O operador de cria�c~ao Cyn cria um f�ermion sem spin no orbital do s��tio n (neste
problema desconsidere o spin do el�etron). Em uma realiza�c~ao f��sica, podemos
pensar que temos ��ons �xos nos s��tios da rede, com um orbital livre que poder�a ser
ocupado no m�aximo, por um el�etron (f�ermion).

Supomos condi�c~oes peri�odicas de contorno, isto �e:

CN+1 � C1 :

O Hamiltoniano do sistema �e dado por:

H = �t
NX
n=1

�
Cyn+1Cn + C

y
nCn+1

�
; (1)

que representa el�etrons saltando de um s��tio para seu vizinho, com amplitude (�t),
chamada amplitude de hopping.

(a) Seja um operador unit�ario T de transla�c~ao, de�nido por:

TCnT
y � Cn+1 :

Mostre que T comuta com o Hamiltoniano,

[T;H] = 0 :

O operador T �e a vers~ao discreta das transla�c~oes espaciais que, no caso cont��nuo,
têm o momentum linear como gerador in�nitesimal.
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(b) De�nimos novos operadores fermiônicos por uma expans~ao do tipo Fourier

Ck �
1p
N

NX
n=1

e�ikan Cn :

A nota�c~ao �e a seguinte, usamos ��ndice (l;m; n; :::) para os s��tios da rede e os
��ndices (k; q; :::) para vetores de onda. Os poss��veis valores de k s~ao obtidos
pelas condi�c~oes peri�odicas e s~ao dados por

ka =

�
2�

N

�
�; �N

2
� � < N

2
; (2)

onde � �e um n�umero inteiro (supondo N par). Sua varia�c~ao em (2) de�ne a
chamada 1a. Zona de Brillouin.

Mostre que os operadores Ck e C
y
k satisfazem as rela�c~oes de anti-comuta�c~ao de

f�ermions e que eles deixam o Hamiltoniano (1) na forma diagonal. Encontre os
autovalores da energia Ek = f(k), em fun�c~ao de k. Mostre que eles fatisfazem
f(�k) = f(k), ou seja que (k;�k) correspondem a um mesmo valor da energia
E.

(c) Mostre que os estados de uma part��cula de�nidos por

jk >� Cykj0 >

diagonalizam o operador T e encontre os autovalores (suponha que o v�acuo �e
�unico e use que T j0 >= j0 >). Os kets jk > s~ao chamados estados de Bloch.

(d) Considere o caso de meia banda cheia, isto �e de N=2 el�etrons (sem spin) na
rede unidimensional. No limite N >> 1, o espectro forma um quase-cont��nuo.
Nesta situa�c~ao, podemos aproximar somas sobre k por integrais, na formaX

k

! L

2�

Z
dk ! L

2�

Z
dE

2����dEdk
���� :

O fator
L

2�
vem das condi�c~oes peri�odicas de contorno e a �ultima integra�c~ao

�e sobre a energia, com densidade de estados D(E) = L=

�
�

����dEdk
�����. Temos

considerado com um fator 2, que os dois estados (k;�k) correspondem a um
mesmo valor da energia E. Esta �ultima express~ao �e v�alida em 1�dim. Encontre
kF (n�umero de onda de Fermi) e EF (energia de Fermi) do sistema. Sempre no
limite N >> 1, avalie a energia do estado fundamental de N=2 f�ermions, que
�e �nita e proporcional a N: �
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