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Formulações Lagrangiana e Hamiltoniana da Eletrodinâmica

I. LAGRANGIANAS DE CAMPOS CONTÍNUOS

A eletrodinâmica de Maxwell admite uma formulação Lagrangiana, assim como a mecânica newtoniana. Isso
não é apenas um exercício acadêmico porque a formulação Lagrangiana (ou Hamiltoniana) da Eletrodinâmica é
imprescindível para a sua quantização posterior.

Para apresentar a formulação Lagrangiana da eletrodinâmica, é preciso generalizar a Lagrangiana de pontos mate-
riais para campos contínuos. Esquematicamente, passaremos de um sistema com N graus de liberdade i = 1, 2, ..., N ,
para um sistema (contínuo) com infinitos graus de liberdade x ⌃ (�⇧,+⇧)

qi (t) (i = 1, 2, ..., N) =⌅ ⌅ (x, t) .

Note a analogia entre o índice discreto i e o “índice” contínuo x. Vamos recordar o caso discreto na sua formulação atra-
vés do princípio da mínima ação. Assume-se a existência de uma função Lagrangiana das coordenadas generalizadas
qi (t) e das velocidades generalizadas q̇i (t) (e possivelmente do tempo explicitamente)

L [qi (t) , q̇i (t) , t] ⇥ L (q, q̇, t)

donde se escreve a ação

S =

 t2

t1

L (q, q̇, t) dt

que é um funcional de qi (t) e q̇i (t), ou seja, é uma “função” cujo argumento é uma função (ou um conjunto delas)

S : [qi (t) , q̇i (t)] ⇤ R.

Se S tem um extremo (não necessariamente um mínimo) em uma dada trajetória q0i (t) e q̇0i (t), então a variação de
S em primeira ordem com respeito a pequenas variações de qi (t) e q̇i (t) em torno dessa trajetória é nula. Ou seja,
tomando-se

qi (t) = q0i (t) + �⇤i (t)

q̇i (t) = q̇0i (t) + �⇤̇i (t)

onde � é infinitesimal e ⇤i (t) é qualquer (na verdade, assume-se que não haja variação nas extremidades do intervalo,
ou seja, ⇤i (t1) = ⇤i (t2) = 0), então

⇥S = S [qi (t) , q̇i (t)]� S
�
q0i (t) , q̇

0
i (t)

⇥
= 0.

Assim

⇥S =

 t2

t1

N�

i=1

⌃
⇧L

⇧qi

⇤⇤⇤⇤
0

�⇤i (t) +
⇧L

⇧q̇i

⇤⇤⇤⇤
0

�⇤̇i (t)

⌥
dt

= �

 t2

t1

N�

i=1

⌃
⇧L

⇧qi

⇤⇤⇤⇤
0

� d

dt

⌅
⇧L

⇧q̇i

⇧⇤⇤⇤⇤
0

⌥
⇤i (t) dt,

onde integramos por partes o último termo e usamos que ⇤i (t) se anula em t1 e t2. Na notação acima, (�)|0 significa
que o termo é calculado na trajetória extremal, ou seja, faz-se qi (t) = q0i (t) e q̇i (t) = q̇0i (t). Como a variação tem
que se anular para qualquer ⇤i (t), segue que o termo entre chaves é nulo e obtém-se as equações de Euler-Lagrange

⇧L

⇧qi
� d

dt

⌅
⇧L

⇧q̇i

⇧
= 0.

A generalização do procedimento acima para o caso de campos contínuos é imediata. Suponhamos que temos apenas
um campo contínuo ⌅ (x, t) (a generalização para o caso de vários campos é trivial). Nesse caso, a Lagrangiana, que
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�̇ = �̇x̂

11

L = �mc
2

r
1� u2

c2
� e� (x, t) +

e

c
u ·A (x, t)

@L

@u
= p+

e

c
A (x, t) ⌘ ⇧

H = ⇧ · u� L = c

⇢h
⇧� e

c
A (x, t)

i2
+m

2
c
2

�1/2

+ e� (x, t)

H = ⇧ · u� L = c

rh
⇧� e

c
A (x, t)

i2
+m2c2 + e� (x, t)

qi (t) = q
0
i (t) + �qi (t)

q̇i (t) = q̇
0
i (t) + �q̇i (t)

�qi (t1) = �qi (t2) = 0

�S = S
⇥
q
0
i (t) + �qi (t) , q̇i (t) + �q̇i (t) , t

⇤
� S

⇥
q
0
i (t) , q̇

0
i (t) , t

⇤
= 0, para todo �qi (t)

R = x� r (⌧0)

R = |x� r (⌧0)|

n̂ =
R

R
=

x� r (⌧0)

|x� r (⌧0)|

dP (tr)

d⌦
=

e
2

4⇡c

1

(1� � · n̂)5
���n̂⇥

h
(n̂� �)⇥ �̇

i���
2
����
ret

P =
2

3

e
2

c
�
6

����̇
���
2

�
���� ⇥ �̇

���
2
�

� ? �̇

� = �ẑ
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Formulação Lagrangiana: Princípio de Hamilton

Aula passada
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Aula passada
Lagrangiana de uma partícula de massa m e carga e em campos 
eletromagnéticos dados (F,A)
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Formulação Lagrangiana para teorias
de campo
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L [qi (t) , q̇i (t) , t] ⇥ L (q, q̇, t)

donde se escreve a ação

S =

 t2

t1

L (q, q̇, t) dt

que é um funcional de qi (t) e q̇i (t), ou seja, é uma “função” cujo argumento é uma função (ou um conjunto delas)
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Se S tem um extremo (não necessariamente um mínimo) em uma dada trajetória q0i (t) e q̇0i (t), então a variação de
S em primeira ordem com respeito a pequenas variações de qi (t) e q̇i (t) em torno dessa trajetória é nula. Ou seja,
tomando-se
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onde integramos por partes o último termo e usamos que ⇤i (t) se anula em t1 e t2. Na notação acima, (�)|0 significa
que o termo é calculado na trajetória extremal, ou seja, faz-se qi (t) = q0i (t) e q̇i (t) = q̇0i (t). Como a variação tem
que se anular para qualquer ⇤i (t), segue que o termo entre chaves é nulo e obtém-se as equações de Euler-Lagrange

⇧L

⇧qi
� d

dt

⌅
⇧L

⇧q̇i

⇧
= 0.

A generalização do procedimento acima para o caso de campos contínuos é imediata. Suponhamos que temos apenas
um campo contínuo ⌅ (x, t) (a generalização para o caso de vários campos é trivial). Nesse caso, a Lagrangiana, que
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Para que S seja um escalar de Lorentz, L deve ser também um escalar.



Formulação Lagrangiana da 
eletrodiâmica

1. Fontes são dadas:
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3. L deve ser um escalar de Lorentz
4. Aµ = (F,A) são as variáveis dinâmicas: L[Aµ , ∂nAµ, Jµ]
5. Invariância sob transformações de calibre:
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Equações de Euler-Lagrange são as equações de Maxwell com fontes:
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Equações de Maxwell sem fontes são automaticamente satisfeitas
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