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Formulação Lagrangiana para teorias de campo (passagem
para o contínuo):
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Aula passada
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Eqs. de Euler-Lagrange: equações de Maxwell com fontes

Formulação Lagrangiana para a eletrodinâmica de Maxwell: Jµ(xa) dada
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Formulação em termos de Aa⇒ as eqs. de Maxwell sem fontes 
são automaticamente satisfeitas:
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Leis de conservação e simetrias
Toda lei de conservação tem origem numa simetria

• Simetria de translação temporal: conservação de energia
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�̇ = �̇x̂

36

• Simetria de translação espacial: conservação de momento linear
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• Simetria de rotação global: conservação de momento angular



Leis de conservação: discussão geral





Leis de conservação na eletrodinâmica
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Sx/c �Txx �Txy �Txz

Sy/c �Tyx �Tyy �Tyz

Sz/c �Tzx �Tzy �Tzz

�

�⌦ ,

onde

u =
1

8⇤

�
E2 +B2

⇥

S =
1

4⇤
E⇥B

Tij =
1

4⇤

⇧
EiEj +BiBj �

1

2
�ij
�
E2 +B2

⇥⌃
,

são os já conhecidos densidade de energia, vetor de Poynting e tensor das tensões de Maxwell (em unidades gaussianas).
As leis de conservação associadas são as leis de conservação de energia e momento linear já derivadas

d

dt

�
d3xu = �

�
dA · S

d

dt

�
d3x

1

c2
Si =

�
dA ·Ti,

onde Ti = (Txi, Tyi, Tzi) e lembrando que a densidade de momento linear g = 1
c2S.

Na presença de fontes, o tensor �µ⌅ não é mais conservado. Podemos, no entanto, calcular sua quadri-divergência

⌅µ�
µ⌅ =

1

4⇤

⇧
⌅�
�
F�⇤F

⇤⌅
⇥
+

1

4
⌅⌅
�
F�⇥F

�⇥
⇥⌃

=
1

4⇤

⇧
(⌅�F�⇤)F

⇤⌅ + F�⇤⌅
�F⇤⌅ +

1

2
F�⇥⌅

⌅F�⇥

⌃

=
1

c
J⇤F

⇤⌅ +
1

8⇤
F�⇤

⇤
⌅�F⇤⌅ + ⌅�F⇤⌅ + ⌅⌅F�⇤

⌅
,

6

Se escolhermos

V
µ⌫ =

1

4⇡
g
µ↵

F↵�@
�
A

⌫

é fácil ver que

@µV
µ⌫ =

1

4⇡
g
µ↵

⇥
(@µF↵�) @

�
A

⌫ + F↵�@µ@
�
A

⌫
⇤

=
1

4⇡

⇥
(@↵

F↵�) @
�
A

⌫ + F↵�@
↵
@
�
A

⌫
⇤

=
1

c
J�@

�
A

⌫
,

onde usamos as equações de Maxwell com fontes no primeiro termo e o segundo termo é nulo pela simetria de @
↵
@
�

e a anti-simetria de F↵�. Na ausência de fontes,

@µV
µ⌫ = 0.

O tensor que obtemos

⇥µ⌫ =
1

4⇡


g
µ↵

F↵�F
�⌫ +

1

4
g
µ⌫
F

↵�
F↵�

�
=

1

4⇡


F

µ
�F

�⌫ +
1

4
g
µ⌫
F

↵�
F↵�

�

é agora simétrico nos índices µ e ⌫ pois

g
⌫↵

F↵�F
�µ = F

⌫
�F

�µ = �F
⌫
�F

µ� = �F
µ�

F
⌫
� = �F

µ
�F

⌫� = F
µ
�F

�⌫ = g
µ↵

F↵�F
�⌫
.

Os componentes desse tensor são

⇥µ⌫
!

0

B@

u Sx/c Sy/c Sz/c

Sx/c �Txx �Txy �Txz

Sy/c �Tyx �Tyy �Tyz

Sz/c �Tzx �Tzy �Tzz

1

CA ,

onde

u =
1

8⇡

�
E

2 +B
2
�

S =
1

4⇡
E⇥B

Tij =
1

4⇡


EiEj +BiBj �

1

2
�ij

�
E

2 +B
2
��

,

são os já conhecidos densidade de energia, vetor de Poynting e tensor das tensões de Maxwell (em unidades gaussianas).
As leis de conservação associadas são as leis de conservação de energia e momento linear já derivadas

d

dt

Z
d
3
xu = �

Z
dA · S

d

dt

Z
d
3
x
1

c2
Si =

Z
dA ·Ti,

onde Ti = (Txi, Tyi, Tzi) e lembrando que a densidade de momento linear g = 1
c2S.

Na presença de fontes, o tensor ⇥µ⌫ não é mais conservado. Podemos, no entanto, calcular sua quadri-divergência

@µ⇥
µ⌫ =

1

4⇡


@
↵
�
F↵�F

�⌫
�
+

1

4
@
⌫
�
F↵�F

↵�
��

=
1

4⇡


(@↵

F↵�)F
�⌫ + F↵�@

↵
F

�⌫ +
1

2
F↵�@

⌫
F

↵�

�

=
1

c
J�F

�⌫ +
1

8⇡
F↵�

⇥
@
↵
F

�⌫ + @
↵
F

�⌫ + @
⌫
F

↵�
⇤
,

Tensor de tensões canônico





E na presença de cargas e correntes?



Ver tratamento Hamiltoniano da 
eletrodinâmica nas notas



Movimento de partículas em 
campos constantes e uniformes



Caso 1: B=0, E≠0

E=E0x

v0

x

y







Caso 2: E=0, B≠0

B=B0z

x

z

y






