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Equacoes de Maxwell



Equacoes de Maxwell

Maxwell, acrescentou o termo de v.oE_ "
corrente de deslocamento a lei de EOaB
Ampere, que garante a conservacao =~
da carga. — 0;
T+ ppen 2
— €
Ho Ho€0 =7 o
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Integrando num volume V-
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V
X d@ (V)
. 3 —_
/S(V)J AdS = —— (/ od ) —




Lei de conservacao (local) da carga

K
dt

Corrente através de S(V)

A carga em V so pode variar
se for transportada para fora
de V através da superficie:
conservacao local.

Valida sempre para equacgodes dessa . dp
forma: ver outros exemplos adiante. ot




Potenciais

V-B=0 <= B=VxA; continua valida

Mas, a lei de inducao de Faraday leva a:

OB OA OA HA
VXE__W__VXW — V X (E+§) —O<:>E_—V<I>—E.
B = V xA; As equacOes sem fontes permitem

E - VU JA | definir os potenciais vetor e escalar,
B Ot | mesmo em situacoes dinamicas.




Potenciais em termos das fontes

B =V xA: Levando agora nas outras
OA equacoes (com fontes):
E=-Vb—- —. p
ot V-E = —;
€0
_ OE
VxB = ,LL()J —I—M()EQE.
v.E-vw VA
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VxB=Vx(VxA)
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Potenciais em termos das fontes

1
Definindo: Mop€p = g
V29 4 O(V-A) — —ﬁ;
ot €0
1 O’A 1 0P
‘A — — . A A = —pupd.
v c? Ot? v [V c? (%} Ho




Transformacoes de calibre (“gauge”)

Como B = V x A; ainda tenho a liberdade de adicionar ao
potencial vetor A, um gradiente de um escalar qualquer.

A - A'=A+VA

Mas essa transformacdao muda o campo elétrico:

/
E — VP — 8;‘ Isso pode ser consertado, se
&i 9 (VA) impusermos que o potencial
E = V& — at}/escalar se transforme:
, d(VA) 0A 9(VA)
A - _ _ _
o o= N b=V = = T o

ot
E - _vo-22_g
ot



Transformacoes de calibre (“gauge”)

A - A=A+ VA

o — CID’:CID—a—A
ot

Pode-se mudar os potenciais dessa maneira, sem
alterar os campos E e B:

B=VxA=VxA"=B

HA HA
E=-Vd—— =V - =
Ve =V ot
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Calibre de Lorenz

Podemos explorar a liberdade de calibre para impor a
condicao:

1 0 i
V- A+—-—=0 (Condicao de Lorenz)
c? Ot
5 0(V-A) P,
v (I)+ ot N 607
2p _ LA AL L9
VA - 5 v[v At (%] = —pod.
2
Vi) — %%T;D — _2. | Nocalibre de Lorenz, as equacdes
i 2 A 0 dos potenciais adquirem uma
VA — 2 —toJ .| forma mais simples e unificada.




Calibre de Lorenz

2p . ~ 2 _ _P. 1 0P
vie c2 Ot? €0 V-A+—5—=0
L 2 A c? Ot
2
VA= Ggp =

O potencial escalar ® e cada componente do potencial
vetor A satisfazem a equacao de onda nao homogénea:
1 0%

Vi — 2 ar —f (x,¢)

Encontraremos mais adiante sua solucao geral.




O calibre de Lorenz é sempre possivel?

E sempre possivel usar a liberdade de calibre para impor o
calibre de Lorenz? Sim!
Suponhamos que A e @ nao satisfacam a condicao de Lorenz.

1 0P

V-A+ 5o =x(xt) onde yeéuma fungao qualquer.

Sejam A’ e @’, obtidos por uma transformacao de calibre:

A=A+ VA 1 OP’ 1 0d 1 92\

A+ — (V- A+ - 1VA- -2

/ oA\ v " c? Ot V * c? Ot v c? Ot?
QP =P — — 1 0%A
ot = X(x,1) + VA - 5 ——

c? Ot?



O calibre de Lorenz é sempre possivel?

. 1 0P’ 1 0%A
Assim: A = — 2A _ -2 °
v + c2 Ot X (x,1) + V7A c2 Ot?

Se acharmos A tal que:

1 92A 1 0P
VN - = He (V. AL 27
c? Ot? X (x,0) ( Tz (%)
os potenciais A’ e ®’satisfarao a condicao de Lorenz.
Ora, isso € sempre possivel se pudermos resolver a
equacao de onda nao homogénea, o que mostraremos

mais adiante, como queriamos demonstar.



Calibre de Lorenz

Notem que, mesmo que a condicao de Lorenz sera satisfeita:

ainda assim € possivel fazer uma tranformacao de calibre:

A'=A+ VA
OA
= —
ot
e continuar satisfazendo a condicao de Lorenz se:
2 ’ ~ ~ ° ° .
U2A _ 1o°A 0 Note que ha solugdes nao triviais

c? Ot? para essa equacgao: ondas!



Outros calibres: o calibre de Coulomb

O calibre de Lorenz nao é o unico que é util. Existem
outras escolhas, como o calibre de Coulomb (ou de
radiacao ou transversal). Nele, impomos:

V-A=0| (comonamagnetostatica)

- A
E% €0 €0
0’ A 0D
V2A_:u060 o2 -V [V‘A+M0€06t] = —uod,
1 52A 1 _0d
24 _
={V-A 2 912 ILLQJ—F 2V8t




Calibre de Coulomb

vip = L

€0

b (x,t) =

1 / p(xst)
drey Jr. g |X — X/|

>z’

Note que o potencial é determinado pela densidade
instantanea, como se violasse a relatividade restrita... (?)

1 0?A 1 _0d
VA — = = —upJ =V
c? Ot? Ho c Ot
1 1 !
lVa—q) = — Op(x,1)/ atd%’ (conservacao carga)
¢ Ot Adrey  Jrp o |x— X
SN R v v .J(X’t)d?’af’EMon
Am = Jpop X=X
1 V' -J(xt
J=—-V (/ )dgl‘/ VXJZZO
Am = Jpp  |x—X|




Calibre de Coulomb

Qualquer distribuicao de correntes J pode ser escrita

como a soma de uma parte com rotacional nulo
(longitudinal) e outra com divergente nulo (transversal).

J: +J;

1 J(xt) 5,
EVX[VX/T‘E.|X_X/‘CZ£C]:>V'Jt:O (Verprova

4

1 ! nas notas
___Vlv./ J<X’t>d3x’]:>V><Jl:O )
T

E. |X — X"

A parte longitudinal acima é exatamente a mesma
que obtivemos antes.



Calibre de Coulomb

1 't
J, = —"V V/ J (X )d3:1:’
dm 7B X —X|

V/ J(X7t/)d3x/ — / V [J(X7t/)] d3$/
T B X —X| T.E. x — x|

1
:/ J(X’,t)-V( />d3x’
T.E. x — x/|

V. J(X7tl)d3x/ _ V .J(X/’t)dgl',
r.E X —X| e |x—X|
1 o < gue é a mesma
-J (X, 1 ~
J=——V ( )d?’a:’ expressao que

47 B |X—X|

tinhamos antes.




Calibre de Coulomb

Assim, a equacao para o potencial vetor fica:

1 0%A
VA — = —pod + ued; = —pod
62 atQ o Hod | Hod¢
Apenas a parte transversal da corrente aparece na equacao.
Isso € consistente com a escolha de calibre pois, se

tomarmos o divergente da equacao acima:

1 6°V - A
VIVAA—S—r—=0=—uV -3, =0

E importante salientar que, embora o potencial escalar seja
instantaneamente propagado, apenas os campos E e B sao fisicos e eles
satisfazem a relatividade restrita com a propagacao de informacao com

velocidade finita.



Solucao da equacao de onda nao
homogénea

Queremos resolver uma EDP nao homogénea, dada f(x,?):

10
V%D—ga—;b:—f(xat)

Vamos usar o método das funcoes de Green:
1 0°G(x —x,t—1t)
c2 ot?

VG (x—x,t—t) - = 0P (x—x)o(t—1)

Da invariancia translacional, s6 precisamos resolver:

1 0°G (x,t) 3
2 —0' (x) 0 ()

V3G (x,t) —



Solucao da eq. de onda nao-homogénea
1 0°G (x,t

c2 Ot?

V3G (x,t) —

) _ 50 (x)8 (1)

Usando transformadas de Fourier:

3
G (x,1) = /‘““Z‘” D) G ()

(3%) /5($) =/ ;if_e
s = / ngfe“k"““”. o

O
(e f)eefen
— /d3kdw< 1) gillox- wﬂ\( 2) G(kyw)=-1

(2m)*




Solucao da eq. de onda nao-homogénea

Phdw qer o 1
G(x,t) = / (2%)46( )kQ—WQ/CQ

Fazendo a integracao em Kk, usando coordenadas esféricas:

3
: 1
G (x,t) = / Cé;jf gilkex—wt) Ry (— coordenadas esféricas para k)
dw ., [ k*sin0dkdfdo ... ..o 1 B ,
= [ 5-¢ / 2y e Ry (— p = cosb; sinfdf = —du)

do . [ Kdk 1 v
— - w d IRT W
/ o’ /0 (2m)? k? — w?/c? /1 e
- dw —iwt OO kdk 1 ikr —ikr
B / omir /0 (2m)* k% — w?/c? (¢ )

_ dw iy [ kdk 1 ikr —ikr
N /47?2'7“6 /Oo (2m)* k% — w?/c? (¢ )

* kdk I . . .
I (w) —/OO miG_o ro) | Aintegral diverge em *a/c.




Solucao da eq. de onda nao-homogénea

A
: , Im(k)
Precisamos de um procedimento para
“evitar” os polos simples. Cada
procedimento corresponde a uma certa .
condicao de contorno. w/c Hn N
Uma possibilidade é fazer: a)/c.-in Re(k)
w—w+im, n— 0"
) © Ldk eikr
Il ((U) — ; w ; w ;
oo 2mi (kK — < —in) (k+ < 4 in)
< kdk —ikr
[2(‘|‘) (CU) — / . . ‘6 . .
oo 2T (k— = —7,77) (k+z+zn)

Essa escolha, leva a estrutura de polos, no plano de k£ complexo, da
figura acima.



Solucao da eq. de onda nao-homogénea

> kdk etkr
7 ) /
N A e e

Lema de Jordan(1): \ | @eHn

Se f(z) é analitica exceto em alguns w/c -in Re(k)

pontos do semi-plano superior e o
f(z) =0, se |z| = o0, arg(z) € (0, )

entdo /(R — co) = lim e f(2)dz =0, a >0

R—o0 CR

onde Cj é o semi-circulo no plano superior da figura.

Portanto, a integral na linha k(-2 +0) é igual a integral sobre o
contorno fechado azul completo C da figura acima.



Solucao da eq. de onda nao-homogénea

kdk etkr
7 (L) — yg
(@) o 2mi (k— < —in) (k+ < +in)

Usando o teorema dos residuos:

1 keikr

Im(k)’

]{Jr) (w) = 2772'2

res

2mi (k — < —in) (k+ < +in)
keikr

(k+%+7)77)

k=% +in

cWT
e'c

DO | —

co/c.-in

Re(k)

w—wt+in, n— 0"




Solugao da eq. de onda nao-homogeénea

o Im(k)
I (w) = / kdl? 5 .6 o ‘ n
oo 2T (k—z—ln) (k’—l—;—i—m) w—w+in, n—0
w/c +in
Lema de Jordan (2): — < :
. . w/c -in Re(
Se f(z) é analitica exceto em alguns
pontos do semi-plano inferior e
f(z) =0, se |z| = o0, arg(z) € (m,27)

entao J (R — o0) = ]%im e f (2)dz =0, a <0
=0 J& .

onde C é o semi-circulo no plano inferior da figura.

Portanto, a menos a integral na linha k€(-% ,+) é igual a integral
sobre o contorno fechado azul completo C da figura acima.



Solucao da eq. de onda nao- homogenea

Im(k)’

kdk e~ tkr
7 (L) — _yg
2 (W) o 2mi (k—% —in) (k+ < +in)

w—wtin, n— 0"

w/c +in

/\

Usando o teorema dos residuos:

ke—ikr
T8 () — o 1
2 (W) mrzes: [27?2' (k—<—in) (k+ < +in)
- ke—ikr
(k=%—m)|_ .,




vdt

(I)ext(x)

o




Im(k)

w/c +17

° >
w/C -in Re(k)




oo/c.—in

Re(k)

Im(k)

w/c +177




oo/c.—in

Re(k)

A
Im(k)

w/C +177




