Alguns modelos simples

(06/03/98)

A solucao direta do Hamiltoniano de um sélido é impossivel por se tratar de sistemas de grande complexi-
dade.Usualmente, portanto, utiliza-se um misto de intuigao fisica e analise de dados experimentais até que se possa
escrever um modelo simplificado que capte a esséncia do comportamento do sistema de interesse sem, no entanto,
incluir todos os detalhes que possam fazer a descrigao mais realista mas que nao envolvam aspectos essenciais da
fisica. E desnecessario dizer que uma boa dose de arte estda envolvida nesse tipo de empreitada. Vamos portanto ver
alguns modelos tradicionais tratados pelas técnicas da teoria de muitos corpos. Muitos desses modelos formam a base
de todo o estudo de uma determinada area de investigagdo. O objetivo aqui é dar uma introdugio rdapida a esses
modelos.

I. GAS UNIFORME DE ELETRONS ("JELLIUM MODEL”)

Suponha que tenhamos um sistema de elétrons que interagem entre si através da repulsao coulombiana e que se
movem sobre uma matriz uniforme carregada positivamente de forma a manter a neutralidade global do sistema. Essa
é obviamente uma simplificacdo cujo objetivo é langar luz sobre o comportamento do gas de elétrons de um metal,
onde a matriz uniforme, na verdade, é substituida pelos ions positivamente carregados da rede. Devido & natureza de
longo alcance da interagao coulombiana é preciso tomar cuidado ao tomarmos o limite termodinamico (essa dificuldade
é encontrada, por exemplo, no cilculo da constante de Madelung em cristais i6nicos, onde a construgao de Ewald
¢é usualmente empregada; cf., p. ex., Solid State Physics, Ashcroft & Mermin, pgs. 402-408). Para contornar esse
problema, empregaremos o truque de supor uma interagao do tipo Yukawa
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onde a constante de comprlmento cdefine um alcance finito para a interagao. Ao tomarmos o limite termodinamico

(N — 00,V — 00 ou L — 00, onde V = L?), manteremos sempre g finito de formar a evitar as divergencias
caracteristicas da interagao coulombiana e sé ao final faremogy — 0. O Hamiltoniano em forma primeiro-quantizada
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O prlmelro termo acima representa a energia cinética dos elétrons, o segundo a interagao coulomblana entre eles, o
terceiro é a auto-interagio coulombiana da matriz positiva uniforme (cuja densidade de carga é e&- v~ para neutralizar
a carga dos elétrons, sendo N o nimero de elétrons e V' o volume total) e o iiltimo termo representa a interagao entre
a matriz positiva e os elétrons. Fazendo 7= # — ¥’ e trocando varidveis para ¥ e & no terceiro termo temos
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0 ltimo termo pode também ser manipulado fazendo a troca de variaveis para ¥ = ¥ — 7;
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Os dois 1iltimos termos nos dao apenas uma constante igual a
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Resta-nos analisar agora os dois primeiros termos que sao puramente eletronicos. Vamos agora escreve-los na forma

segundo-quantizada. Para isso usaremos a base de auto-estados do momento linear. Ela é apropriada devido a
invariancia translacional do sistema
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onde o denota a projecao do spin ao longo de um eixo de quantizacao apropriado. Nesse caso
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(Estamos tomando h = 1) Portanto
T= Z 2m kcr ke

Para calcularmos o termo de interagao coulombiana precisamos do elemento de matriz (faremos ¥ = 7 —75; § = ko — k)
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O primeiro termo em N2/V cancela exatamente o termo constante devido & interagao com a matrix uniforme obtido
anteriormente. O segundo termo se anula no limite termodinamico pois ele é proporcional a N/V e se refere 4 energia
de interagao total, que deve depender extensivamente de N ou V. Portanto, podemos agora tomar o limite g — co e
o Hamiltoniano final fica
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Vejamos semi-quantitativamente algumas caracteristicas gerais desse modelo. O parametro mais importante na analise
da fisica desse sistema-modelo é a densidade de elétrons N/V. Se imaginarmos que o volume especifico (o volume por
elétron) é distribuido em uma esfera ficticia de raio r,a,, onde a, é o raio de Bohr podemos relacionar a densidade
ao parametro adimensional r,
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Como os outros parametros sao constantes universais, queremos saber qual é o comportamento do sistema como fungao
do parametro r,. Suponhamos primeiramente o caso ndo-interagente. Nesse caso, sabemos que o estado fundamental
do sistema corresponde ao preenchimento de todos os niveis de energia até um momento limite kp (momento de
Fermi), que define uma esfera no espago reciproco de raio kp. A relagao entre kp e a densidade é
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A energia do estado fundamental nao-interagente é
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onde Fp é a energia de Fermi. Em termos de r;
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onde Ryd = 13.6 eV. Vamos estimar o tipo de dependéncia advinda do termo de interacao através de teoria de

perturbacao de primeira ordem, supondo que a interagdo ndo modifique essencialmente o estado fundamental do
sistema (veremos mais adiante que essa suposigdo nem sempre sera valida).
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Oisiato = alido - (Vo Mol : Soc. 8.2)
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