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Resumo

A curiosidade humana nos leva a descobrir muitas maneiras de contornar
dificuldades e resolver problemas. Neste experimento veremos a metodologia utilizada
por Aristarco de Samos ha mais de 2000 anos para obter uma primeira explicacdo de
algumas caracteristicas do sistema Solar e estimar distancias entre a Terra e
determinados astros. Aqui utilizaremos conceitos basicos de trigonometria € 0 movimento

da Lua para explicar como se determinou o primeiro valor da distancia da Terra ao Sol.

Introducéo

Este trabalho tem como ponto chave as origens do conhecimento astronémico que
teve seu inicio como ciéncia na época dos gregos antigos. Entre outros feitos, eles
conseguiam realizar medidas importantes e estimar distancias entre alguns astros
utilizando equipamentos rusticos, matematica béasica e a observagdo do céu. Hoje temos
técnicas avancadas para medir essas distancias e sabemos com uma maior precisdo a
maioria das medidas aqui colocadas.

Contudo nesta ocasido preservaremos a origem dessa ciéncia que se ampara no
dominio do pensamento analitico e utilizaremos suas metodologias para reproduzir essas

observacdes e tentar entender o pensamento cientifico da época.

Idéia do Experimento

Nossa proposta foi elaborar e construir uma miniatura do Sistema TERRA-SOL-LUA
tendo como destaque a dinamica de formacao dos angulos entre os trés astros (Sol, Lua
e Terra) e suas distancias relativas. Nao serdo considerados, no entanto, os diametros
relativos, as érbitas elipticas e os movimentos de rotacdo e translacédo da Terra.

Com essa amostra teremos a visualizagdo do triangulo retangulo formado pelo
sistema quando a Lua se encontra nas fases quarto-crescente e quarto-minguante.
Nessas fases 0 vértice da Lua, no nosso triangulo imaginario, possui um angulo de 90°

sendo esse fato de extrema importancia para a elaboracdo do método de Aristarco.

Metodologia

O procedimento sera medir no modelo a distancia relativa Terra-Lua com uma régua
e 0 angulo no veértice da Terra com um transferidor.

A medida da distancia Terra-Lua sera simples, apenas aproxima-se uma régua da
base da maquete onde se encontra a Terra e a Lua e mede-se qual a separacéo entre o
centro da Terra e o centro da Lua. Um pouco mais complicado é obter o valor do angulo



no vértice da Terra. Isso se faz manipulando o braco de rotacdo da Lua e observando
gual o momento em que o elastico que esta preso ao eixo da Lua esta exatamente sobre
a marcacao em sua base o que indica que ha 90° nesse vértice. Nesta posi¢do coleta-se
o valor indicado no transferidor que indica o angulo no vértice da Terra.
Possuindo um valor de cateto e doi s val ores de ©Ongul-ses ( 9

calcular a distancia Terra-Sol como obtida ha mais de 2000 anos atras.

Importancia didatica do trabalho

A importancia deste experimento € mostrar ao publico como se calculou a distancia
Terra-Sol utilizando algumas facilidades proporcionadas pela configuracdo do sistema
quando no quarto-crescente ou quarto-minguante da Lua. Como ndo necessita de
célculos avancados, ele é de facil aplicacdo e viabiliza sua execucdo até em séries do
ensino médio.

Fica inviavel para nossos objetivos esperar fazer a dindmica do sistema Solar para
gue pudéssemos acompanhar a metodologia de Aristarco. Portanto, esse modelo
manipulavel deve alcancar a descricdo de alguns pontos cruciais como se estiveéssemos
observando os fendbmenos de fora do sistema. A idéia da maquete é improvisar um
sistema Solar manipulavel visualizando a geometria e trigonometria do sistema e fazendo
entender o porqué de podermos obter as grandezas descritas.

Através desse projeto espera-se despertar o interesse das pessoas pela astronomia
e estimular a busca pelo conhecimento, ensinar algumas relagdes trigonométricas em
triangulos retangulos, aplica-las, mostrar e ensinar as fases da Lua como consequéncia

da mudanca na configuracdo do sistema Terra-Sol-Lua.

Originalidade

Esse carater de pensar extrapolando os limites do céu foi idealizado pelo astrdbnomo
grego Aristarco de Samos (310 a.C. - 230 a.C.), um dos primeiros a propor um sistema
heliocéntrico e o pioneiro em elaborar os calculos para se estimar o valor da distancia até
o Sol. Esta grande inovacdo para a época foi arquitetada e executada por ele, que
realizou as medidas e chegou a um valor para a distancia Terra-Sol em termos da
distancia Terra-Lua.

Deste modo este experimento ndo é inédito sendo utilizado como referéncia em
muitos livros e sites na internet. No entanto, a diferenca aqui € que elaboramos uma
maquete fundamentada no que se observaria de fora do sistema assim como foi

imaginado por Aristarco e confirmado nos dias de hoje.



Lista de materiais
Utilizou-se para a montagem:
x Bolas de isopor,
x Tabua de madeira,
x Elastico de tecido,
x Tinta de tecido (azul, verde, branca,
preta),
x Pincel;
x Serra,
x Régua,
x Cilindros de metal de 0,5 cm de diametro;
x Arame;

x Barbante,

Montagem

x Furadeira,

x Porca;

x Transferidor,

x Tabelas informativas,
x Calculadora cientifica,
x Massa acrilica;

x Morsa de bancada;

x Luminaria;

x Palito de madeira;

Para fazer a montagem experimental utilizou-se um cilindro de aco com diametro de

aproximadamente 0,5 cm que comporta porcas. Fez-se a base de madeira com

dimensdes 18x18 cm? e finalizou-se as imperfeicdes do suporte com massa acrilica. As

esferas de isopor foram pintadas com tinta de tecido para que se identificasse facilmente

a Lua e a Terra. Pintou-se algumas pecas auxiliares de preto para minimizar a reflexado da

luz.

Fez-se um furo no centro da tadbua de modo que encaixasse o cilindro. Neste em sua

parte superior encontra-se a esfera de maior diametro que sustenta o arame no qual se

localiza a esfera menor.

“Terra’

Elastico

\ Barbante
Transferidor

_Luminaria

Figura 1 - Esquema para montagem

experimental.




Perfurou-se uma régua de plastico e um transferidor para que fossem acoplados ao
sistema e marcou-se uma indicacdo na régua para facilitar a determinagcéo do angulo reto
entreoplanoqueseparao | ado escur o dollaade o$ umainasiodeda

Foi escolhida uma proporcdo de 8 centimetros para a distancia Terra-Lua (Dy) e
uma distancia de 2 metros para a luminaria (Dts). Como a distancia D+s calculada por
Aristarco foi de aproximadamente 20 Dy, esta escala é suficiente para alcancar os
objetivos propostos. Por isso a maquete deve ser pequena para nao fugir muito da escala
de distancias. Aqui ndo houve preocupacdo em mostrar propor¢cdes de diametro porque
ndo é a finalidade do experimento.

Testou-se diferentes intensidades de luz para ver qual a que da a melhor
visualizacdo das sombras na Lua. Ela ndo pode ser muito forte, pois por reflexdes todos
os lados da Lua ficam iluminados e ndo se tem a imagem desejada. E por outro lado, se
for muito fraca, a iluminagéo é insuficiente. Escolheu-se uma lampada fluorescente de 5 w
gue foi a menor poténcia encontrada que é equivalente a uma lampada incandescente de
25 w. A opcao por lampada fluorescente foi feita pelo fato dela ndo aquecer com tanta

rapidez em relacdo as incandescentes-

_/..-'Terra
'i Lado
\\\ eSCuro
oposto a
Babante Luminaria
T—Reégua
Transferidor
r‘-
Elastico g\" "Lua'
.
| g Marcag#o para
identificar o . . . .
angulo de 90° Figura 27 Imagem vista de cima da montagem.

Nesta montagem é possivel ver as fases da Lua em um ambiente escuro e explorar
0 movimento de translacdo da Lua em torno da Terra. Pode-se medir a distancia Terra-
Lua, e o angulo no vértice da Terra ao longo do movimento. Portanto ja se pode calcular a

distancia Terra-Sol baseada na metodologia de Aristarco.



Dificuldades
Percebeu-se certa dificuldade em medir o angulo no vértice da Terra com preciséo,
pois a indicagdo do momento exato da fase quarto-crescente/minguante € feita por meio
de comparacdo, sob o critério do observador, entre uma marcagdo e a posicdo do
elastico. Este método exige que o elastico encubra t ot al ment e a marca d
de - r bilLtaa® quedraalmente acontece, mas ha diferencas entre os valores de
angulo encontrados pelo fato de algumas pecas estarem folgadas na montagem e

modificarem sutilmente a configuragéo inicial.

Elastico ~
. Elastico

b .

N\ \

» \ Figura 3 - Esquema de funcionamento da
Marcagao Marcagao marcacao dos 90° no vértice da Lua.

E relevante notar também que a marcac&o do angulo é feita por um barbante que
tem didametro equivalente a 2° do transferidor, isto €, ele mede um intervalo entre 2
valores de angulo como mostrado na figura 4 tendo uma consideravel imprecisao da

medida que deve ser levada em conta nos calculos.

N

N Figura 4 - Imprecisdo na medida do angulo.

E ainda necessario disponibilizar um ambiente escuro para a visualizacéo das fases

da Lua, o que é de muita importancia para este experimento e que na pratica é de dificil

visualizacao.



Fotos do experimento




Teoria do projeto

Introdugdo a Astronomia Antiga
A astronomia é considerada a mais antiga dentre as ciéncias por apontar sinais de
seu desenvolvimento que datam de 3000 a.C. como, por exemplo, o0s monumentos de

Newgrange e Stonehenge.

Figura 5 - Em Newgrange (a esquerda e ao centro) no Solsticio de inverno (dia mais curto do

ano) o Sol ilumina o corredor e a camara central. Ja em Stonehenge (a direita) no dia mais longo do
verdo (Solsticio) a avenida principal que sai do centro do monumento coincide com a diregdo onde o

Sol nasce.

A maior parte da astronomia antiga foi desenvolvida na Grécia entre 600 a.C. a
400 d.C. s0 superada no século XVI pela ciéncia produzida por: Copérnico, Tycho Brahe,
Johannes Kepler e Galileu Galilei que ndo serdo abordados aqui.

Os gregos herdaram muitos conhecimentos astronémicos de povos como O0sS
chineses, babil6nios, assirios e egipcios e a partir disso foram desenvolvendo seu proprio
conhecimento. Vejamos alguns importantes nomes da astronomia classica e seus feitos:

Pitdgoras de Samos (~572 - 497 a.C.) acreditava na esfericidade da Terra e da
Lua. Achava que todos os astros ficavam em esferas celestes separadas e que giravam
em torno da Terra. Foi o primeiro a chamar o céu de cosmos.

Esfera celeste € uma esfera imaginaria que envolve a Terra e onde se acreditava
gque se encontravam as estrelas e os astros incrustados. Imaginava-se que ela girava em

torno de um eixo cujos pontos extremos eram chamados de pélos celestes.



Figura 6 - Imagem mostrando o movimento das

estrelas em torno de um polo celeste.

Figura 7 - Esfera Celeste imaginada pelos gregos

antigos.

Aristételes de Estagira (384-322 a.C.) explicou que as fases da Lua dependem da
guantidade da face iluminada da Lua que estd voltada para a Terra. Explicou que um
eclipse do Sol ocorre quando a Lua passa entre a Terra e 0 Sol e gue um eclipse da Lua
ocorre quando a Lua entra na sombra da Terra. Aristoteles argumentou a favor da
esfericidade da Terra, ja que a sombra da Terra na Lua durante um eclipse lunar é
sempre arredondada. Afirmava que o Universo é esférico e finito.

Heréaclides de Pontus (388-315 a.C.) propds que a Terra gira diariamente sobre
seu préprio eixo e que Vénus e Mercurio orbitam o Sol.

Aristarco de Samos (310-230 a.C.) foi o primeiro a propor a Terra se movia em
volta do Sol, antecipando Copérnico em quase 2000 anos. Entre outras coisas,
desenvolveu um método para determinar as distancias relativas do Sol e da Lua a Terra e
mediu os tamanhos relativos da Terra, do Sol e da Lua.

Eratéstenes de Cirénia (276-194 a.C.), bibliotecario e diretor da Biblioteca
Alexandrina de 240 a.C. a 194 a.C., foi o primeiro a medir o didmetro da Terra.

Hiparco de Nicéia (160 - 125 a.C.), considerado o maior astrbnomo da era pré-
cristd. Hiparco deduziu corretamente a direcdo dos polos celestes, o valor de 8/3 para a

razao entre o tamanho da sombra da Terra e o tamanho da Lua e que a Lua estava a 59
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vezes o raio da Terra de distancia quando o valor correto € 60. Ele determinou a duracao
do ano com uma margem de erro de 6 minutos.

Ptolomeu (85d.C. - 165d.C.) (Claudius Ptolemaeus) foi o udltimo astrébnomo
importante da antigliidade. Nao se sabe se ele era egipcio ou romano. Ele fez uma série
de treze volumes sobre astronomia, o Almagesto, que é a maior fonte de conhecimento
sobre a astronomia na Grécia. A maior contribuicdo de Ptolomeu foi uma representacao
geométrica do sistema geocéntrico que permitia predizer o movimento dos planetas com
consideravel precisao e que foi usado até o século XVI.

O grego mais importante para nosso estudo é, sem duvida, Aristarco de Samos em
guem nos baseamos para a elaboracdo do projeto e do experimento. Quando se fala de
medida de distancias entre os astros celestes e a Terra, € notavel encontrar em
referéncias pela internet e livros o nome deste grego que trataremos mais em detalhes ao

longo deste trabalho.

Quem foi Aristarco de Samos

Aristarco viveu entre 310 a.C. e 230 a.C. no reinado dos trés primeiros Ptolomeus,
foi aluno de Strato de Lampsacus, que liderava o Liceu Aristotélico, passou a maior parte
da vida em Alexandria onde foi professor no Museu e ali publicou suas obras.
Revolucionou tanto a astronomia que uma cratera lunar recebeu seu nome.

Aristarco foi o primeiro a acreditar no sistema heliocéntrico e a explorar a dindmica
dos movi mentos dos astros a partir de sSbhae
os tamanhos e distancias entre o Sol e a Luag que trata da geometria e dos célculos dos
didametros do Sol (Ds) e da Lua (D,) estimados em funcao de diametros terrestres (D7), e
a distancia da Terra ao Sol (D1s) em fungéo da distancia Terra-Lua (Dt.) que ele também

mediu.

Figura 8 - Estatua de Aristarco na Universidade Aristételes de Saldnica /

Grécia.

11
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Antes de entrarmos em detalhes sobre a metodologia de Aristarco vejamos 0s
artificios utilizados para a determinacdo de algumas constantes e a familiarizacédo de
conceitos importantes empregados por ele.

Forma e posicao da Terra

Apesar dos astrobnomos da época terem colocado a Terra no centro do universo em
seus modelos, Aristarco acreditava que o Sol € que estava no centro e todos 0s outros
astros giravam em torno dessa estrela em Orbitas circulares. A obra que contém a
descricdo desse movimento heliocéntrico foi perdida. Restam-nos apenas referéncias

desta obra em escritos deCoAtadgrulé aned @as.0 Emcgewe

fAristarco de Samos publicou um livro que consistia em algumas hipéteses cujas
premissas conduzem ao resultado de que o Universo é muitas vezes maior do que
aquilo a que agora se da esse nome. As suas hipdteses sdo que as estrelas fixas
e 0 Sol se mantém imoveis, que a Terra gira em torno do Sol na circunferéncia de
um circulo, com o Sol situado no meio da 6rbita, e que a esfera das estrelas fixas,
situada aproximadamente com o mesmo centro que o Sol é tdo grande que o
circulo em que ele supfe que a Terra gira esta para a distancia das estrelas fixas

na mesma proporcao que o centro da esfera esta para a superficie.d

Segundo Arquimedes, os astrdnomos contemporaneos de Aristarco tinham hipoteses
gue refutavam a teoria heliocéntrica, acreditavam que a Terra era o elemento mais pesado
do Universo e por isso estava no centro. Ptolomeu partilhava do pensamento geocéntrico
e descreveu sua af i r ma- «x0 apresentando o0 seguinte ar(
possui uma forca centrifuga tanto mais intensa quanto maior for a velocidade; se a Terra
girasse em 24 horas como alguns tinham proposto, os pontos de seu equador girariam a
uma velocidade fantastica e os seres, as casas, as pedras, as aguas seriam lancadas nos
ares; o proprio Solo s al t ar i a é.rfambé&ntseé apheasentava @ argumento de
gue, se ocorresse 0 movimento de translacdo da Terra, haveria o fendmeno de paralaxe,
0 que nao era observado na ocasido. Aristarco explica tal auséncia tomando a esfera
celeste como tendo um raio tdo grande que ndo era possivel captar esse efeito.
Atualmente se sabe que a imprecisdo dos instrumentos ndo permitia a realizacdo dessa
medida que € muito sutil e que ndo se aplica a qualquer estrela.

Outra razéo para duvidar do heliocentrismo é a imposicao da igreja que, baseada na
Biblia, argumentava pelo Salmo 104:5 do Antigo Testamento que diz: Deus colocou a
Terra em suas fundagdes, para que nunca se mova.

Apesar de ser contrariado, Aristarco se manteve confiante em suas hipoteses e

12



continuou seu estudo sob essa perspectiva.

Figura 9 - Esquema do Universo suposto pelos antigos.

Passados séculos, Kepler descobriu que as orbitas ndo sdo circulares, mas sim
elipticas com o Sol em um de seus focos. Como se pode ver na figura 10, algumas orbitas
tém excentricidade pequena e por isso podem ser convenientemente aproximadas por

uma circunferéncia para efeito de célculo.

Figura 10 i Esquema do Sistema Solar

como conhecido hoje.

Outro conceito utilizado por Aristarco foi o de que a Terra é esférica. Esta proposta
vem da escola pitagérica por volta do séc. 6 a.C. e também Aristételes afirma que a Terra
assim o é devido a sombra circular projetada na Lua, durante eclipses lunares. Ptolomeu
refuta a hipétese dea Terras er pl ana e x pleriafosse glaoa de €5t8 a oeste,
as estrelas nasceriam simultaneamente para os ocidentais e para 0s orientais, o que é
falso. Além disso, se a Terra fosse plana de norte para sul e vice-versa, as estrelas
visiveis para qualquer pessoa continuariam a sé-lo qualquer que fosse o local para onde
essa pessoa se deslocasse, o que é falso. Mas parece plana para a visdo humana porque

® muito !extensabo
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Foi necessario esperar varios séculos para que a esfericidade da Terra fosse aceita
e, sO em 1686, Newton mostrou matematicamente que a Terra ndo era uma esfera, pois
tinha um achatamento nos polos. Esse achatamento € pequeno, correspondendo a um
desvio de 0,3% da forma esférica.

Conhecemos presentemente que a forma da Terra tem uma complexidade maior
para descrevé-la matematicamente como, por exemplo: um esferdide achatado ou uma
elipsoide achatada, utilizando harménicos esféricos ou aproximacdes locais em termos de
elipsdides de referéncias. No entanto tais termos ndo serdo apropriados neste trabalho
podendo-se, portanto, aproximar a Terra a uma esfera sem grandes perdas.

Figura 11 - Foto da Terra vista do espaco.

Determinando o diametro da Terra

O didmetro da Terra ja era conhecido na época, pois Eratéstenes (275-195) o havia
calculado. Este outro grego fascinou o mundo antigo com seu procedimento para o
célculo do diametro da Terra na mesma simplicidade com que Aristarco desenvolvia suas

idéias.

S N AR e RS

Alexandna

Figura 127 Visualizagao do esquema de ErastOstenes.

Eratostenes valeu-se de seus conhecimentos em geometria e sabia que em
determinado dia do ano, no Solsticio de verdo, ao meio-dia, os raios do Sol entravam
verticalmente em um poco bem fundo em Siena, que fica na linha do Trépico de Cancer.

Simultaneamente em Alexandria observava-se que os raios faziam um angulo 6 com uma

14



coluna vertical. Tendo como conhecida a distancia S entre Alexandria e Siena (cerca de
785 km), que uma volta completa na Terra tem 360° o angulo 6 = 7,2° e sabendo o

comprimento da circunferéncia 2” R, se tem:

3600 ———x Xx=785x360/7,2
7,2° 785 km X = 39250 km de circunferéncia.
39250 km=2"R R = 39250/2° R = 6.247 km.

/

/ Raios

Solares /
/

— Figura 13 - Visualizagdo da formacéo dos triangulos.

Erros cometidos por Eratéstenes
A primeira vista temos os erros de compatibilidade como: a distancia entre

Alexandria e Siena € de 729 km e ndo 800 km; a diferenca angular 6 € de 7,08° e nédo 7,2°
e as duas cidades ndo estdo no mesmo meridiano.
Estatisticamente o erro associado ao calculo do raio da Terra é dado pela

equacgao?*:

_5-A0+6-AS
(62 —a67)

AR = 0,303.R = 0,303 x 6247 = 1.893 km.

Esta equagéo leva em conta o erro da medida do angulo, da distancia e a relagéo:
R = S /0. Para mais detalhes da demonstracdo deste calculo ver [22].

Ent&o o valor do raio da Terra considerando o erro associado as medidas é:

R = 6.247 + 1.893 km.

O valor do raio da Terra adotado atualmente € de 6378 km que estd na faixa de
valores encontrados acima. Este calculo tem um erro de mais de 30% sobre o valor

calculado, o que implica que as medicbes de Eratostenes foram quantitativamente ruins,
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porém sua metodologia e analise qualitativa sdo excelentes estando de acordo com 0s
objetivos propostos pelo trabalho.

Nao entraremos muito em detalhes sobre a metodologia de Eratostenes e seus
erros, pois ndo é a intencdo deste relatorio. Apenas introduzimos seu feito para
contextualizar como se desenvolveu este conhecimento e mostrar que apesar de hoje
sabermos de seus erros, em seu tempo eram valores extremamente importantes e

inéditos.

Distancia e diametro da Lua
Outra constante fundamental para Aristarco é a distancia da Terra a Lua (D). O
método por ele utilizado consiste em primeiramente determinar o diametro da Lua (D).

Fez-se isso a partir do tamanho angular que ela apresenta vista por um observador na

Terra.

Figura 14 i a) Tamanho

angular da Lua vista da

Terra. b) Desenho de um

arco de circunferéncia.

Sendo esse angulo = 0,5° por regra de trés tira-se:

0,5° —x

1800 ——~ x ="1/360 (rad).

Utilizando o método do calculo de comprimento do arco de uma circunferéncia
obtemos:

S=RXxA0,D,=Dq xA0" Dy =D/ A6 =360.D,/ .

Dr. =114,6.D,
Observou-se que, durante o eclipse, a Lua avancava o equivalente ao seu diametro
a cada hora e que a duracdo de um eclipse é de no maximo 3,5 horas, portanto a Lua
anda o equivalente a 3,5 D durante o eclipse. Olhando para a figura 15, pode-se

encontrar duas retas paralelas que saem da Terra e que simbolizam a projecdo de sua
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sombra. Podemos entdo dizer que o trajeto que a Lua percorre dentro da sombra é

aproximadamente o diametro da Terra.

Sel

Figura 15 - Esquema

idealizado para o célculo do

Regite

chnnincReglaesh o digmetro da Lua.
ide penumbra.

Conclui-se entdo que o diametro da Terra € 3,5 vezes maior que o da Lua:

D, =D+;/3,5 D.=2x6247/ 3,5 D, = 3.569 km,
e utilizando esse valor calcula-se:
DTL = 114,6 D|_’ DTL = 114,6 X 3569, DT|_ = 409.089 km,

Os quais tém a mesma ordem de grandeza dos valores encontrados na literatura.
Para o valor da distancia Terra-Lua temos 384.400km e para o diametro da Lua temos
3.476 km.

A Lua e suas fases

A Lua é o satélite natural da Terra, isto €, o0 astro que orbita nosso planeta. Ao
contrario dos satélites artificiais, supfe-se pela teoria do Big Splash que a Lua é o
resultado de uma colisdo da Terra primitiva com um planeta do tamanho de Marte
chamado Theia. Por efeito Theia teria sido destruido e forgcado a expulsdo de um pedaco
de rocha liguida da Terra do qual se formou a Lua. A Lua também é conhecida como
Luna pelos romanos, Selene e Artemis pelos gregos.

Figura 16 - Formacé&o da Lua segundo o Big Splash.

A Lua possui um lado oculto que nunca se mostra para a Terra. Isso se explica pela
rotacéo da Lua estar em fase com seu movimento de translacdo, de modo que 0 mesmo
lado esta sempre voltado para a Terra, como se vé na figura 17. O lado oculto da Lua era
completamente desconhecido até ter sido fotografado pela sonda soviética Luna3 em
1959.
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Vista da Terra, a Lua apresenta variacdo de luminosidade, o que chamamos de
fases. Ja se sabia desde Aristételes (384 - 322 a.C.) que as fases da Lua sdo os
resultados das reflex6es da luz Solar pela superficie lunar sendo a Lua um corpo nao
luminoso. Esta luz incide em sua superficie e é refletida pela face iluminada cujo plano é
perpendicular a reta que liga o centro do Sol ao centro da Lua. Portanto a face iluminada
da Lua é aquela que esta voltada para o Sol. As fases da Lua representam o quanto

dessa face iluminada esta voltado para a Terra.

Luz do Sol
—_—

: , ¢

Lado escuro
Lado oculto

2 3 4 5 6 7 8
( ' . . . ' ) Figura 17 - Fases da Lua e lado oculto.

As figuras 17 e 18 mostram uma visualizacdo das fases da Lua que consideram o0s
raios Solares paralelos, ou seja, como se 0 Sol estivesse a uma distancia infinita da Terra.
No entanto se vera ao longo deste trabalho que, o Sol ndo esta no infinito e as principais
fases da Lua ndo estdo, como é mostrado nessas figuras, geometricamente separadas de
exatos 90°. Quando voltarmos a essas propriedades na secéo fiCalculando a distancia da
Terra ao Solocomentaremos mais sobre isso.

As fases da Lua tém um periodo de repeticdo de 29,5 dias denominado més
sinddico, ou lunacéo, ou periodo sinddico da Lua, que € o tempo médio entre duas Luas
Novas sucessivas. Durante esse tempo ha 4 fases principais: a crescente (2,3,4), a

minguante (6,7,8), a cheia (5) e a nova (1). Veja as indica¢cdes numeéricas na figura 17.

Lua Nova

Quando a Lua esta nessa fase, ela e 0 Sol estdo na mesma direcdo, portanto ndo ha
face iluminada voltada para a Terra. A Lua nasce aproximadamente as 6 horas e se pde
as 18 horas, ficando no céu durante o dia. Conforme passam os dias, ela fica cada vez
mais a leste do Sol sendo crescentemente mais iluminada, chegando a fase Quarto-

Crescente em uma semana.
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Lua Quarto-Crescente

Nesta fase a Lua esta 50% iluminada do lado oeste e est4 a leste do Sol. Ela nasce
ao meio-dia e se pde a meia-noite. Apresenta uma forma semicircular e a Terra e o Sol,
vistos da Lua, estdo separados de exatos 90°. A fase crescente da Lua pode ser
facilmente identificada do Hemisfério Sul pela forma aparente da Letra "C", enquanto que
para o Hemisfério Norte sua forma lembra um "D". Depois de alguns dias a, luminosidade

aumenta até a fase Cheia.

Crescenle

i T
. S
Quaro [ 2
Crescente 'k*-\
LY

\'.

S0L N (=
] Clmi:i\_ ./ *x“f““
Quarto ﬁ -\f,r /
Minguanie oy ;
~ -
= 4
uizto da Terra
\5_______ % ___/ Figura 18 - PosicOes relativas da Terra,
- Lua e Sol.
Lua Cheia

Aqui temos o oposto da Lua Nova. A Lua Cheia tem sua face completamente
iluminada e vista da Terra, ela e 0 Sol estdo separados de 180°. A Lua nasce as 18h e se
pde as 6h do dia seguinte.

Depois da fase cheia, a luz refletida pela Lua vai diminuindo sua intensidade e

ficando mais escura até a proxima fase, o Quarto-Minguante.

Lua Quarto-Minguante
Com 50% da face iluminada, a Lua estd a oeste do Sol e tem a forma de um
semicirculo. Oposto a fase guarto-crescente, a Lua nasce a meia-noite e se pée ao meio-

dia. Da mesma forma, nessa fase a Terra e 0 Sol sdo vistos da Lua separados de 90°.
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Nos dias subsequentes a luminosidade aparente da Lua diminui até chegar a Lua Nova
onde reinicia o seu ciclo.

Chama-se a atencdo para as fases quarto-crescente e quarto-minguante, pois Sao
elas as observadas por Aristarco para o célculo da distancia Terra-Sol. Outro valor que se
utiliza € o periodo sideral da Lua que tem 27,32 dias em que a Lua faz uma volta

completa em torno da Terra, em relacdo as estrelas.

Nova

Terra Lua

Sol
Cheia

Lua

Sel

Lua Quarto Crescente ou Minguante

' 900

Sol

Terra Figura 19 - Outra visualizagédo das

Fases da Lua.

Trigonometria

A palavra trigonometria vem do grego t r i g @Wridrmguo" + metron "medida” e é a
area da matematica que estuda os triangulos e as relacdes entre seus lados e angulos.
Sua origem é incerta, mas sua necessidade se deu por problemas da Astronomia,
Agrimensura e Navegacdes por volta do século IV ou V a.C. com os egipcios e babilénios.
Hiparco de Nicéia, entre 180 a 125 a.C., foi denominado "o pai da Trigonometria" pois
escreveu doze livros em que apresentou a primeira tabela trigonométrica, herdando a
idéia de Hipsicles (180 a.C.) e os conceitos dos babilénios (140 a.C.) de que a divisdo do
circulo se faz em 360 graus, com cada grau valendo sessenta minutos e cada minuto

sessenta seg undos.
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-~ Eixo dos Senos
— T

/ P
[ SRR

0 Cos o JEixn dos Cossenos

Figura 20 - Circulo Trigonomeétrico.

As funcbes trigonométricas sao obtidas a partir de triangulos retangulos (que
possuem um angulo de 90° = angulo reto) e as mais conhecidas séo seno (sen), cosseno
(cos) e tangente (tg). A representacdo geométrica dessas relacdes pode ser vista no

circulo trigonométrico que por definicao tem raio 1.

Seno
Seno é a projecdo do segmento de reta OP, que parte do centro do circulo
trigonométrico e vai até a circunferéncia, no eixo vertical (eixo dos senos) representado na
figura 20 pela cor vermelha. Tem valores entre -1 e 1, ou seja, o intervalo fechado [ 1
Em um triangulo retangulo, o seno de um angulo agudo € a razao entre a medida do
cateto oposto e a medida da hipotenusa.

cateto oposto

sin A = —
hipotenusa

Cosseno

Cosseno é a projecdo do segmento OP no eixo horizontal (eixo dos cossenos)
representado na figura 20 pela cor azul e também variade -lalou|[ 1 .Q ¢ods¢no
de um angulo agudo em um triangulo retangulo é a razdo entre a medida do cateto
adjacente e a hipotenusa.
cateto adjacente

cos A = ,
hipotenusa

Essas relacdes foram muito importantes para a determinacdo numeérica alcancada

por Aristarco ha mais de 2000 anos.
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Calculando a distancia da Terra ao Sol

Ja ciente dos conhecimentos mostrados até aqui, Aristarco esquematizou uma
maneira de se calcular a distancia Terra-Sol (D1s) a partir de algumas hip6teses que
foram:
* O Sol ndo esta no infinito;
* ALua recebe a sua luz do Sol;
* A Terra esta no centro da orbita circular da Lua;
* Quando a Lua esta na fase Quarto-Crescente ou Minguante, a reta Terra-Lua €
paralela ao plano que divide a Lua nas partes brilhante e escura;

Com isso, Aristarco foi capaz de montar um triangulo retangulo com angulo reto no

vérticedaluacomo na figura 21 e T@nmdarhisso jbsesabia yu®r t i c e

adistancia Terra-Sol® f inita e que U3 | 900.

\

\ Figura 21 - Triangularizagdo para o calculo de
Aristarco.

No entanto havia o desafio de medir o
direta dever-se-ia observar a separacéo angular entre a Lua e o Sol durante o dia. Como
a observacdo do Sol é dificultada pela forte radiacdo que emite e pelo perigo que isso
causa aos olhos, elaborou-se um método indireto para estimar o tal valor.

Na figura 22 se vé a verdadeira configuracdo das posicOes relativas das fases
guarto-crescente e quarto-minguante que nao estdo separadas de 180°, que difere das

descritas nas figuras 16 e 17 e que permite a deducdo do valord e U
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Quarto Crescente

Figura 22 - Esquema

"Quarto Minguante para se obter o

©ngul o U.

Aristarco genialmente utilizou o movimento da Lua ao redor da Terra para chegar ao
resultado desejado. Como na figura acima, ele reservou 2 instantes de posi¢ao da Lua:
uma em guarto-crescente e outra em quarto-minguante. Em ambos ha um angulo de 90°
no vértice da Lua que € de facil reconhecimento visual.

Como se utilizam intervalos de tempo entre fases lunares, o periodo de rotacao
corresponde ao més sinddico lunar que vale 29,53 dias. Considerou-se aqui que ndo héa
movimento de translacéo da Terra ao redor do Sol.

Observando as mudancas de fase da Lua, mediu-se o tempo entre a fase quarto-
minguante e a seguinte quarto-crescente. Hoje podemos calcular tal valor consultando
calendarios que possuam a hora exata da entrada da Lua em cada fase ou em tabelas

gue se encontram na internet como a mostrada a seguir.

Tabela 1 - Horarios das fases da Lua.

Fases Lunares para o Ano de 2008

| Quarto-Minguante | Quarto- Crescente

Dia | Més | Hora | Dia | Més Hora

15 | Jan | 19:45h | 30 | Jan | 05:02 h
14 | Fev | 03:33h | 29 | Fev | 02:19 h
14 | Mar | 10:45h | 29 | Mar | 21:48 h
12 | Abr | 18:31 h | 28 | Abr | 14:13 h
12 | Mai | 03:46h | 28 | Mai | 02:57 h
10 | Jun | 15:02h | 26 | Jun | 12:10 h
10 | Jul [ 04:34h | 25 | Jul | 18:42h
08 | Ago | 20:20h | 23 | Ago | 23:50 h
07 | Set | 14:04h | 22 | Set | 05:05 h
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07 | Out | 09:05h | 21 | Out | 11:56 h
06 | Nov | 04:03h | 19 | Nov | 21:32 h
05 | Dez | 21:25h | 19 | Dez | 10:30 h
Horéarios em T.U. (Tempo Universal).
Hora de Brasilia = T.U. T 3.

Escolhendo-se um par qualquer de datas dessas fases consecutivas, obtém-se o
intervalo de tempo entre elas. Aqui se escolheu a Lua quarto-minguante do dia 07 de
Setembro e a quarto-crescente do dia 22 de Setembro.

22 Set 05:05h 1 07 Set 14:04 h = 14d 15h 1min = 14,63 dias.

Com esse valor tem-se quantoaluaandou ao equi val ente a
valor angular por regra de trés temos:

360° 29,53

X 14,63 X = 178,35° X = 2UU =89, 18U.

Aristarco quando o calculou chegou a um valor de 87°, pois ndo tinha a precisao
para determinar o momento exato das mudancas e fase da Lua. H4 também grandes
variacdes entre os intervalos de tempo para os diferentes dias escolhidos. O valor que
temos para o periodo sinédico € médio e ndo exato, o que cria variagdo nos calculos.

Olhando a figura 22 vé-se que para encontrar o valor de D+s é preciso usar a relacao
trigopnomeétrica do cosseno que é igual a distancia Terra-Lua dividida pela distancia Terra-
Sol. Ent&o:

cos WBDxs D Dis= Dn/ cos U&os89,18°=0,0143.

Para facilitar os célculos, coloca-se D+s em funcéo de Dy (atual 384.400 km),

Drs= Dn/ ¢ os D§=69,87Dr ou

D1s = 69,87 x 384400 = 26.858.028 km.

Este valor € 0 que conseguimos utilizando a tabela 1 vejamos agora como ficam os
célcuosc o m o Afiktardoe

Dis= D/ co09$ DgZEWRILID.

Ele conhecia a distancia Terra-Lua obtida com o raio da Terra de Eratostenes:

D+s = 19,11 x 409089 = 7.817.690 km.

Este valor & proximo de 8 milhdes de quildbmetros, uma distancia incomum e enorme
para os padrdes da época.

Comparando os valores pela razao temos:

Drs (aristarco) ! Drs (calculada) = 0,29

Apesar de encontrarmos um valor cerca de 30% maior que o de Aristarco, ainda é
incorreto. Sabemos que o valor real de Drs € 389 Dy ou 149.597.870 kme U deve

89,85°. Essa diferenca pode ser explicada pelas consideracdes que tomamos no inicio do
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célculo. A comecar: a Orbita da Lua ndo é circular nem plana o que leva a um falso
posicionamento dela no plano estabelecido. A distancia Terra-Lua ndo é constante pois a
oOrbita é eliptica e inclinada. A Terra possui movimento de translagcdo em torno do Sol, o
que faz variar a posicdo relativa de recebimento da luz. Utilizam-se também valores

médios para o0s calculos junto a valores exatos, o que gera imprecisdo. Vendo a tabela

abaixo,vé-se que wuma m2ni ma varia-«o0 do angulo

em 1/ cosU.
Tabela 2 - Comparacéao da sensibilidade da distancia com o angulo.
U (( 1/ cosg

87,00 19,11
87,50 22,93
88,00 28,65
88,50 38,20
89,00 57,30

89,50 114,59
89,85 381,97
89,86 409,26

Apesar da grande diferenca entre o valor calculado por Aristarco (que é menor que
100 vezes a distancia Terra-Lua) e o valor conhecido hoje (que é da ordem de 400 vezes)
, para os objetivos desse trabalho este fato ndo apresenta muita relevancia. O importante
aqui é considerar que Aristarco foi o primeiro, de que se tem relatos, a tentar elaborar uma
nova astronomia de medicdo e que sua engenhosidade ao aplicar seus conhecimentos
para construir uma estratégia inédita de modo a reSolver problemas considerados
impossiveis para a época foi surpreendente. Levando em conta que o experimento tenta
reproduzir as condigdes imprecisas em que eram realizadas essas medidas, embora
incorretos, os valores encontrados demonstravam para a época que as distancias entre

0s astros eram muito grandes mas nao infinitas.

Aristarco e o sistema heliocéntrico
A Lua e o0 Sol possuem o mesmo diametro angular visto da Terra, ou seja, um

observador que V€ os dois astros da Terra percebe que eles tém aparentemente o0 mesmo
tamanhono ¢ ®u. Esse di ©metro angular vale 0,

para a Lua e na figura abaixo.
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—p— Figura 23- Diametro angular da Lua e do Sol.

Figura 24- Esquema para equacionar o
Teorema de Tales.

Podemos por teorema de Tales equacionar:
Ds _ DTS
DL DTL
Substituindo-se os valores médios encontrados nos itens anteriores:
Ds=71.380 km =5,6 Dt

Aristarco encontrou que o Sol deveria ter um diametro maior do que 5 diametros

terrestres (atualmente se sabe que sdo 109 vezes esse diametro) e com iSSo mostrou que
0 Sol € maior do que a Terra 0 que ndo se sabia na época. Acha-se que, por essa razao,
Aristarco comecou a considerar o heliocentrismo jA que 0 corpo menor € que gira em

torno do maior.

A Atividade

Em uma sala escura ou qualquer outro local protegido da luz externa coloca-se uma
fonte de luz ndo muito intensa, de preferéncia uma luminaria de mesa, apontando para a
magquete.

Na maquete véem-se as faces escuras e as faces iluminadas da Lua e da Terra e,

pode-se movimentar a Lua em torno da Terra permitindo a visualizagcdo de eclipses
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solares e lunares para fins didaticos. No entanto para este experimento deve-se encontrar
o angulo no vértice da Terra no momento em que a Lua estiver com 90° em seu vértice.
Para isso basta olhar para o elastico que prende a Lua a luminaria. A dire¢cdo do
el 8stico deve coincidir com a naa c@eivdicad ei t a
angulo de 90° em seu vértice. No momento em que isso acontece mede-se o valor do
angulo marcado pelo barbante que liga a Terra a Luminaria o qual esta sobre o

transferidor.

Elastico

Figura25i Medi ndo o ©ngul o U.

Pode-se medir com uma régua a distancia da Terra a Lua D_ e calcular a distancia

da Terra ao Sol Ds.

Resultados

Mani pul ando o A Luaobservdlese a solirépdsiadd entteao elastico e
a marcac&o. Olhando no transferidor, o barbante marcouos valoresde U entre 86U
Medindo-se com uma régua obteve-se o valor de 8 cm para a distancia entre a Terra e a

Lua.

Analise dos Resultados
Para o calculo da distancia da Terra ao Sol do nosso modelo é preciso utilizar a
seguinte relagéo:
D+s = Dy / cos U
a qual ® deduzida na teoria deste reficat -ric

facil encontrar Drs.
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D+1s min= 8/ cos 86°= 114,68 cm.
D+1s max =8/ cos 88° = 229,23 cm.
D1smed = 171,95 cm.
O erro associado a distancia Terra-Sol dado pelo método de propagacéo de erros é:

(AD =552 (AD, P+(52) (A

5Dy, S

AD, )2 Drs_senot_Ao()Z

(AD,)=(=) +(

=
Cos X Cos ™

onde ADr,=0,5cmeAa="/180 r ad,
ADts =51,79 cm.
Drs = 171,95 £ 51,79 cm.

O valor de Dys foi medido com uma trena e obteve-se que a distancia real entre a
Terra e o Sol do modelo é 2 metros que esta dentro da faixa de valores calculada.

No entanto vemos que 0 erro associado equivale a 30,11% do valor médio que é
considerado alto para os padrdes estatisticos.

Esse erro pode ser explicado pela limitacdo experimental ocasionada pelo largo
diametro do barbante e também pelas oscilacdes provocadas por algumas pecas que na
montagem estdo com folgas o que gera variacdes nas medidas.

No caso da observacédo real de Aristarco a discrepancia € semelhante assim como
gueriamos mostrar ainda maior, pois foge ao nosso controle minimizar os erros de
medicdod o © n gpark gue $é aproxime o maximo do valor real. também n&o se tem a
visualizacdo de fora do sistema como na maquete tendo que utilizar métodos indiretos

para o c8lculo do ©ngul o U.

Conclusbes

Apesar dos valores encontrados estarem com erro bem maior que 5% alcangou-se o
objetivo principal do trabalho. Se analisarmos os objetivos deste trabalho encontraremos a
proposta de explorar as metodologias envolvidas nos célculos e acompanhar o
desenvolvimento dessas técnicas pioneiras sem considerar com muita énfase os erros
tedricos e os de medicdo. Com essa idéia foi elaborada uma maquete didatica que
cumpre com 0s objetivos estabelecidos e permite o calculo da distancia da Terra ao Sol,
assim como idealizado por Aristarco, a partir dos dados tirados dela. Percebeu-se que
agui vemos o sistema de fora encontrando o angulo de forma direta, mas Aristarco com
outra técnica encontrou teoricamente o valor do angulo necessario para a realizacdo dos

calculos.
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Dadas as dificuldades em obter precisdo nas medidas, ao longo do trabalho

obter a melhor aproximacéo para o angulo e resolver problemas de origem experimental.

adquiriu-se a habilidade de desenvolver maneiras de se aperfeigcoar a maquete a fim de

Finalmente espera-se despertar o interesse das pessoas pela astronomia e que se

gue vivemos.
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16 http://ecalculo.if. usp.br/historia/historia_trigonometria.htm 21/09/2008;
17 http://pt.wikipedia.org/wiki/Trigonometria 21/09/2008;

4. Forma da Terra, sua posicao e o sistema heliocéntrico:
Importantes para entender as hipoteses de Aristarco.
18 http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%93rbita 21/08/2008;
19 http://pt.wikipedia.org/wiki/Forma_da_Terra 21/08/2008;
20 http://pt.wikipedia.org/wiki/Terra_plana  21/08/2008;
21 http://pt.wikipedia.org/wiki/Heliocentrismo 21/09/2008.

5. EratOstenes e a determinacdo do diametro da Terra:

O diametro da Terra foi importante para se determinar a distancia Terra-Lua.
22 http://www.ifi.unicamp.br/%7Elunazzi/F530_F590 F690 F809 F895/F809/F809 s
em2_2002/940298 AndreVinagre Eratostenes .pdf 29/10/2008;
23 http://www.mat.uc.pt/~me0604/aulas/Trab/Eratéstenes .pdf 19/09/2008;

6. Astronomia Antiga:
Conceitos conhecidos antes da época de Aristarco.
24 http://www.ccvalg.pt/astronomia/historia/antiguidade. htm 25/10/2008;
25 http://pt.wikipedia.org/wiki/Tales_de_Mileto 25/10/2008;
26 http://astro.if.ufrgs.br/movplan2/movplan2.htm 25/10/2008;
27 http://astro.if.ufrgs.br/antiga/antiga. htm 25/10/2008;

Apéndice
Algumas das referéncias utilizadas:
Aristarco (320 a.C - 250 a.C) nasceu em Samos, na Grécia. Talvez por ser um astrénomo, néo tenha

tido tanto destaque quanto mereceu na histéria da Matematica até os tempos atuais. Por exemplo, Thomas
Heath comecou o0 segundo volume de sua histéria dos matematicos gregos com as seguintes palavras:
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A Histodria dos matematicos tem como regra dar pouca atengdo a Aristarco de Samos. A razao, sem
davida, é que ele foi um astrbnomo, e portanto pode-se supor que seu trabalho ndo teria interesse suficiente
para a Matem8tica. Os gregos o conheceram mel hor

Certamente, Aristarco foi tanto um matematico quanto astrénomo, sendo bastante celebrado como o
primeiro a propor um universo centrado no Sol. Também é famoso por sua tentativa pioneira de determinar
os tamanhos e as distancias do Sol e da Lua. Foi aluno de Strato de Lampsacus, que liderava o Liceu
Aristotélico. Considerado por muitos o Copérnico da Epoca Classica, este astrdbnomo revolucionou tanto a
astronomia que seu nome foi atribuido a uma cratera lunar.

Suas conclusdes sobre a organizacdo do Sistema Solar, mesmo que simples, sdo admiradas até hoje
pela coeréncia que apresentam. Até entdo, as concep¢des mais avangadas eram as de Pitagoras e de
Her&clides. Eles diziam que as estrelas eram imdveis; que a Terra estaria no centro do universo, mas
apresentaria rotacao; e que ao menos os planetas de Mercurio e Vénus girariam em torno do Sol.

Aristarco foi além, afirmando que os movimentos de todos esses corpos poderiam ser mais facilmente
descritos caso se admitisse que todos os planetas, incluindo a Terra, giravam em torno do Sol. Esse modelo
heliocéntrico do universo foi, no entanto, considerado ousado demais e seu autor chegou a ser acusado de
insulto religioso. Mesmo assim, a reacao contra ele ndo chegou a ser tdo agressiva quanto a que
atemorizaria, quase 2000 anos mais tarde, Copérnico, Kepler e Galileu.

Os escritos de Aristarco sobre esse tema se perderam e s6 pudemos conhecer suas idéias porque
foram mencionadas por Arquimedes. Porém, tivemos acesso a outros trabalhos de sua autoria. Em sua
obra sobre os tamanhos e as distancias do Sol e da Lua, Aristarco procurou determinar a distancia Terra-
Lua em relacdo a distancia Terra-Sol, considerando o triangulo formado por esses trés astros no inicio do
guarto crescente.

Aristarco concluiu que o Sol estaria 20 vezes mais distante da Terra que da Lua. Embora a proporgéo
verdadeira seja cerca de 400 vezes, o procedimento utilizado estava correto. Os instrumentos de medi¢do
de angulos entéo disponiveis é que nao permitiam obter valores mais precisos.

Aristarco também procurou calcular o didametro da Lua em relacdo ao da Terra, baseando-se na
sombra projetada pelo nosso planeta durante um eclipse lunar. Concluiu que a Lua tinha um didmetro trés
vezes menor que o da Terra (o valor correto € 3,7). Com esse dado, deduziu que o didmetro solar era 20
vezes maior que o da Lua e cerca de 7 vezes maior que o da Terra.

Aperfeicoando as medi¢des ao longo dos ultimos séculos, sabemos hoje que o diametro terrestre nao
alcanca um centésimo do solar. Embora os seus resultados tivessem erros de uma ordem de grandeza, o
problema residia mais na falta de preciséo dos seus instrumentos do que no seu método de trabalho, que
era adequado. Além disso Aristarco também calculou, com mais precisdo do que a dos antigos sabios, a
duracédo de um ano solar. As imprecisdes de Aristarco assumem pouca importancia frente a seu bom senso.
Para ele, seria mais natural supor que o astro menor girasse em torno do maior, e ndo o contrario.

http://fisicomaluco.com/experimentos/aristarco-de-samos/

Figura da Terra

Ecetin's Gravity Figld Anemebos (aragat)
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Representacéo grafica das ondulacfes do Gedide

A expresséo figura da Terra tem variados sentidos em geodesia de acordo com o sentido em que for
usado e com a precisdo com que o tamanho e forma da terra devem ser definidos. A superficie topografica
actual é mais aparente com a sua variedade de formas de terra e areas de agua. Isto €, de facto, a
superficie sobre a qual sdo efectuadas as medi¢cdes da Terra. Nao é pratico, de facto, para calculos
matematicos exactos, pois as formulas que seriam necesséarias para tomar em conta todas as
irregularidades teriam tantas varidveis que necessitariam de uma quantidade proibitiva de calculos. A
superficie topografica € geralmente um assunto de topégrafos e hidrografos.

O conceito pitagorico de uma Terra esférica oferece uma superficie simples matematicamente facil de
lidar. Muitos célculos astronémicos e de navegacdo usam esta superficie para representar a Terra.
Enquanto que a esfera € uma aproximacao préxima da verdadeira figura da Terra e satisfatoria para muitas
funcbes, para o geodesista interessado na medicdo de grandes distancias & abrangendo continentes e
oceanos 0 € necessaria uma figura mais exacta. Aproximagdes mais precisas vao desde a modelacao da
forma de toda a Terra como um esferdide achatado ou um elips6ide achatado, até ao uso de harmoénicos
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esféricas ou aproximacgdes locais em termos de elipséides de referéncias locais. A ideia de uma superficie
planar ou chata para a Terra, mais do que a curvatura, € ainda aceitavel para levantamentos de pequenas
areas como topografia local. Levantamentos de tabelas de planos sédo feitos para areas relativamente
pequenas, ndo tendo em conta a curvatura da Terra. O levantamento de uma cidade pode ser muito bem
calculada como se a Terra fosse um plano do tamanho da cidade. Para areas tdo pequenas, 0
posicionamento exacto de um ponto pode ser determinado relativamente a outro sem necessidade de se
considerar o tamanho ou a forma total da Terra.

Em meados do século XX, pesquisas nas geociéncias contribuiram para melhoramentos drasticos na
precisdo da figura da Terra. A utlidade primaria (e a motivacdo para o seu financiamento e
desenvolvimento, principalmente dos militares) desta precisdo melhorada era fornecer dados geograficos e
gravitacionais para os sistemas de navegacao inercial dos misseis balisticos. Este financiamento também
permitiu a expansdo de disciplinas geocientificas, permitindo a criagdo e crescimento dos variados
departamentos de geociéncias em muitas universidades.™

Elipstide de Rewvolugédo

Como a Terra é de facto ligeiramente achatada nos pélos e alargada no equador, a figura geométrica
usada na geodesia que mais se aproxima da figura da Terra € o elipsoéide de revolugdo. O elipsdide de
revolucdo é uma figura que se pode obter pela rotacdo de uma elipse pelo sei semi-eixo menor. Um
elipsoide de revolugao que descreva a figura da Terra é chamado de elipséide de referéncia.

Um elipsoide de revolugéo é definido apenas pela especificagdo de duas dimensdes. Os geodesistas,
por convencdao, usam 0 semi-eixo maior e o achatamento. O tamanho é representado pelo raio equatorial 6
0 semi-eixo maior & € designado pela letra a. A forma do elipsoéide € dada pelo achatamento f, que indica o
guanto o elipsoéide se aproxima da forma esférica. A diferenca entre o elipsoide de referéncia representando
a Terra e a esfera € muito pequena, apenas uma parte em 300 aproximadamente.

Parg um tal achatamento do elipsoéide, o raio polar da curvatura é maior que o equatorial.

a2

apesar de a superficie da Terra estar mais proxima do seu centro nos pdlos do que no equador. Em
conversédo, a vertical do equador do raio de curvatura € menor que o polar

b?

L
Esta circunstancia tem servido como base para tentar para determinar o achatamento do elipsoide
médio da Terra pelas chamadas medi¢des de graduacéo.

Elipséides histéricos da Terra

Nome do elips6ide de Raio Equatorial Raio Polar (m) Achatamento Onde e
referéncia (m) inverso usado
Everest Modificado (Malasia) | ¢ 377 304 063 | 6,356,103.038993 | 300.801699969

Revisto por Kertau

Timbalai 6,377,298.56 6,356,097.55 300.801639166

Esferéide Everest 6,377,301.243  6,356,100.228 300.801694993

Maupertuis (1738) 6,397,300 6,363,806.283 191 Franca
Everest (1830) 6,377,276.345  6,356,075.413 300.801697979 india

Airy (1830) 6,377,563.396  6,356,256.909 299.3249646 Gra-Bretanha
Bessel (1841) 6,377,397.155 | 6,356,078.963 299.1528128 E:;‘gﬂa'
Clarke (1866) 6,378,206.4 6,356,583.8 294.9786982 Qg‘rfgca do
Clarke (1880) 6,378,249.145  6,356,514.870 293.465 Franca, Africa
Helmert (1906) 6,378,200 6,356,818.17 208.3

Hayford (1910) 6,378,388 6,356,911.946 297 Estados
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Unidos

Internacional (1924) 6,378,388 6,356,911.946 297 Europa

NAD 27 6,378,206.4 6,356,583.800 | 294.978698208 Qg‘f’gca do
Krassovsky (1940) 6,378,245 6,356,863.019 298.3 Russia
WGS66 (1966) 6,378,145 6,356,759.769 298.25 EUA/DoD
Australian National (1966) 6,378,160 6,356,774.719 298.25 Australia
Novo Internacional (1967) 6,378,157.5 6,356,772.2 298.24961539

GRS-67 (1967) 6,378,160 6,356,774.516 298.247167427

SAD-69 (1969) 6,378,160 6,356,774.719 298.25 éme”ca L9
WGS-72 (1972) 6,378,135 6,356,750.52 298.26 EUA/DoD
Datum 73 Hayford-Gauss Portugal
Militar |GeoE S 2 (Exército)
GRS-80 (1979) 6,378,137 6,356,752.3141 | 298.257222101

NAD 83 6,378,137 6,356,752.3 298.257024899 Qg”rfgca £
WGS-84 (1984) 6,378,137 6,356,752.3142 | 298.257223563

IERS (1989) 6,378,136 6,356,751.302 298.257

Funcdes Gerais 6,378,135 6,356,750 208.25274725275  Global

Figuras mais complicadas

A hipétese de que o equador da Terra seja uma elipse em vez de um circulo e assim que o elipséide
seja triaxial tem sido uma matéria de controvérsia cientifica durante muitos anos. Os desenvolvimentos
técnicos modernos tém fornecido novos e mais répidos métodos de recolha de dados e desde o langamento
do primeiro Sputnik soviético, os dados orbitais tém sido usados para investigar a teoria da elipticidade.

Uma segunda teoria, mais complicada que a triaxialidade, proposta que observou longas variacdes
periddicas dos primeiros satélites artificiais da Terra, indicam uma depressdo adicional no polo sul
acompanhado de um "inchago" da mesma magnitude no polo norte. Também se descobriu que as latitudes
médias do hemisfério norte eram ligeiramente achatados e que as latitudes médias do hemisfério sul
"inchavam” na mesma raz&o. Este conceito sugeriu que a Terra tinha ligeiramente a forma de péra e foi
assunto de grande discussédo publica. A geodesia moderna tende a manter o elipso6ide de revolugéo e a
tratar a triaxialidade e a forma de péra como parte da figura do gedide: elas sdo representadas pelos
coeficientes harmonicos esféricos C,S,, € Cs, respectivamente, correspondendo ao grau e ndmeros de
ordem 2,2 para a triaxialidade e 3,0 para a forma de péra.

Geoide

Existe outra superficie envolvida na medicdo geodésica: o gedide. Num levantamento geodésico, o
célculo das coordenadas geodésicas dos pontos é frequentemente efectuada sobre um elipséide de
referéncia como uma aproximacdo do tamanho e forma da Terra na area a ser levantada. As medi¢cfes
actuais feitas na superficie da Terra com instrumentos especificos sdo no entanto referidos ao getide. O
elipséide é uma superficie regular matematicamente definida com dimensdes especificas. No entanto, o
gedide coincide com a superficie onde os oceanos estariam sobre todo o planeta Terra se estivesse livre
para ajustar o efeito combinado da atrac¢do de massas (gravidade) e a forca centrifuga da rotacdo da
Terra. Como resultado desta distribuicao desigual das massas da Terra, a superficie do Gedide é irregular,
e como o elipsdide é uma superficie regular, a separacdo das duas, referidas como ondulagdo do gedide,
alturas do geoide ou separacédo do gedide, também séo irregulares.

O geodide é uma superficie ao longo do qual o potencial da gravidade é em qualquer ponto constante
e para o qual a direccao da gravidade é sempre perpendicular. Este Ultimo é particularmente importante
pois os instrumentos oOpticos que contém os dispositivos de nivelamento sdo frequentemente usados para
fazer medi¢cbes geodésicas. Quando devidamente ajustadas, o eixo vertical do instrumento coincide com a
direccdo da gravidade, e assim, perpendicular com o gedide. O angulo entre o fio-de-prumo que é
perpendicular ao gedide (as vezes chamado de "vertical") e a perpendicular ao elipséide (as vezes chamado
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de "normal do elipsdide") é definido como desvio da vertical. Tem duas componentes: uma este-oeste e
uma norte-sul.

Correlacédo para Geofisica e Geologia

Rotacéo da Terra e Interior da Terra

A determinacédo da figura exacta da Terra ndo é apenas uma operacao geodésica ou uma tarefa da
geometria, mas também esta relacionada com a geofisica. Se ndo se tiver em conta o interior da Terra,
podemos declarar uma "densidade constante” de 5.515g/cm® e, de acordo com argumentos tedricos (ver
Leonhard Euler, A. Wangerin, etc.), um tal corpo a rodar como a Terra teria um achatamento de 1/230.

De facto o achatamento medido é de 1/298.25, o que é mais semelhante a uma esfera e um forte
argumento de que o nicleo da Terra é muito compacto. Assim a densidade tem de ser uma fungéo da
profundidade, tendo 2.7g/cm® & superficie (densidade das rochas de granito, arenito, etc. 8 ver geologia
regional) a até cerca de 15g/cm® no ndcleo interno. A sismologia moderna da um valor de 16g/cm? (ferro ou
hidrogénio) no centro da Terra)

Campo Gravitico Regional e Global

Outra implicacao da exploracao fisica do interior da Terra € o campo gravitico que pode ser medido
com grande precisdo a superficie e por satélites. A vertical verdadeira ndo corresponde a um vertical teérico
(de facto tem um desvio entre 2" e 50") devido a que a topografia e as massas geoldgicas estao a perturbar
ligeiramente o campo gravitico. Assim, 0 grosso da estrutura da crosta terrestre e manto pode ser
determinada por modelos geodésicos-geofisicos do subsolo.

http://pt.wikipedia.org/wiki/Forma_da_terra

Um pouco da Histoéria da Trigonometria

A origem da trigonometria € incerta. Entretanto, pode-se dizer que o inicio do desenvolvimento da
trigonometria se deu principalmente devido aos problemas gerados pela Astronomia, Agrimensura e
Navegac6es, por wolta do século IV ou V a.C., com os egipcios e babilénios. E possivel encontrar
problemas envolvendo a cotangente no Papiro Rhind e também uma notavel tabua de secantes na tabua
cuneiforme babilénica Plimpton 322.

Certo nimero de papiros egipcios de algum modo resistiu ao desgaste do tempo por mais de trés
milénios e meio. O mais extenso dos de natureza matematica € um rolo de papiro com cerca de 0,30 m de
altura e 5 m de comprimento, que esta agora no British Museum, exceto uns poucos fragmentos que estdo
no Brooklin Museum. Foi comprado em 1858 numa cidade a beira do Nilo, por um antiquario escocés,
Henry Rhind, que |he emprestou o nome. As vezes, é chamado Papiro Ahmes em honra ao escriba que o
copiou por volta de 1650 a.C. O escriba conta que o material provém de um protétipo do Reino do Meio, de
cerca de 2000 a 1800 a.C., e é possivel que parte desse conhecimento tenha provindo de Imhotep, o quase
lendario arquiteto e médico do Farad Zoser, que superintendeu a construgéo de sua piramide ha cerca de
5000 anos. De qualquer modo, a matematica egipcia parece ter ficado estagnada por cerca de 2000 anos,
apoés um inicio bastante auspicioso. (in Boyer, C.B. Histdria da Matemética, Editora Bliicher, Sdo Paulo, SP,
1974.))

Talvez a mais notavel das tabuas matematicas babilénias ja analisadas. O nome indica tratar-se da
tabula da colecdo G. A. Plimpton da universidade de Colimbia, catalogada sob o nimero 322. A tabula foi
escrita no periodo Babilénico Antigo - aproximadamente entre 1900 e 1600 a.C. - e os primeiros a descrever
seu contetdo foram Neugebauer e Sacs em 1945. (in Eves, H.: Introducdo a Histéria da Matematica,
Editora da UNICAMP, Campinas, SP, 1997.)

A palavra trigonometria significa medida das partes de um tringulo. Ndo se sabe ao certo se o
conceito da medida de angulo surgiu com os gregos ou se eles, por contato com a civilizacdo babil6nica,
adotaram suas frages sexagesimais. Mas o0s gregos fizeram um estudo sistematico das relagBes entre
angulos - ou arcos - numa circunferéncia e os comprimentos de suas cordas.
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Papiro Rhind, Museu de Londres.

O astrébnomo Hiparco de Nicéia, por volta de 180 a 125 a.C., ganhou o direito de ser chamado "o pai
da Trigonometria" pois, na segunda metade do século Il a.C., fez um tratado em doze liwvos em que se
ocupou da construcdo do que deve ter sido a primeira tabela trigonométrica, incluindo uma tabua de cordas.
Evidentemente, Hiparco fez esses célculos para usa-los em seus estudos de Astronomia. Hiparco foi uma
figura de transicdo entre a astronomia babilénica e a obra de Ptolomeu. As principais contribuicdes a
Astronomia, atribuidas a Hiparco se constituiram na organizacdo de dados empiricos derivados dos
babilénios, bem como na elaboragéo de um catélogo estrelar, melhoramentos em constantes astrondémicas
importantes - duracdo do més e do ano, o tamanho da Lua, o angulo de inclinagcdo da ecliptica - e,
finalmente, a descoberta da precesséo dos equindcios.

A "Trigonometria" era entdo baseada no estudo da relagédo entre um arco arbitrario e sua corda.
Hiparco escreve a respeito do calculo de comprimentos das cordas. Apesar da corda de um arco nao ser o
seno, uma vez conhecido o valor do seu comprimento, pode-se calcular o seno da metade do arco, pois a
metade do comprimento da corda dividido pelo comprimento do raio do circulo é justamente esse valor, ou

2. sen(—J
seja, para um circulo de raio unitario, o comprimento da corda subtendida por um angulo x é ,
conforme figura:

A
AOB = x
OB=r
2 Zr
B

A palavra cosseno surgiu somente no século XVII, como sendo o seno do complemento de um angulo. Os
conceitos de seno e cosseno foram originados pelos problemas relativos a Astronomia, enquanto que o
conceito de tangente, ao que parece, surgiu da necessidade de calcular alturas e distancias.

Outro matematico grego, Menelau de Alexandria, por wvolta de 100 d.C., produziu um tratado sobre
cordas num circulo, em seis livros, porém varios deles se perderam. Felizmente o seu tratado Sphaerica ,
em trés livros, se preservou numa versdo arabe e é o trabalho mais antigo conhecido sobre trigonometria
esférica.

Esféricos

Entretanto, a mais influente e significativa obra trigonométrica da Antiglidade foi a Syntaxis
mathematica, obra escrita por Ptolomeu de Alexandria que contém 13 livros. Este tratado é famoso por sua
compacidade e elegancia, e para distingui-lo de outros foi associado a ele o superlativo magiste ou "o
maior". Mais tarde na Arabia o chamaram de Almajesto, e a partir de entdo a obra é conhecida por esse
nome.
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Sintaxe Matemaética
Mostrando a mesma influéncia babilénica apresentada por Hiparco, Ptolomeu dividiu a circunferéncia

317

em 360 partes e o diametro em 120 partes. Usou 120 como aproximacao para o nimero ~ . Embora nédo
fizesse uso dos termos seno e cosseno, mas das cordas, utilizou o que pode ser considerado o prendncio

z 2
da conhecida relagio fundamental S€M° X +C05° X =1 gemelhantemente, em termos de cordas,
Ptolomeu conhecia as propriedades que, em linguagem atual, séo:

Senlx +y = Senx Cosy+Seny - Cosx

Senlx —yli=5enx Cosy—Seny - Cosx

Cos{x +y)1=Cosx - Cosy—Seny - Senx

Cos(x —y1=Cosx Cosy+5eny - Senx
a b C

Sen A SenB o SenC

De posse do equivalente dessas formulas, Ptolomeu construiu uma tabela de cordas de uma
circunferéncia, para angulos que variam de meio em meio grau, entre 0° e 180°. Calculou comprimentos de
cordas, inscrevendo poligonos regulares de 3, 4, 5, 6 e 10 lados num circulo. Isso lhe possibilitou encontrar
a corda subtendida por angulos de 36°, 60°, 72° 90° e 120°. Descobriu entdo, um método para encontrar a
corda subtendida pela metade do arco de uma corda conhecida. Esse fato que, em nossa simbologia, é o

a 1-cosa
sen|—|= . |—
mesmo que 2 2 , juntamente com interpolagdo, permitiu-lhe calcular cordas com um

bom grau de preciséo.

Posteriormente, surgiu a necessidade de uma nova unidade de medida para os angulos. Foi quando
surgiu o radiano, denominado radian, pois os estudiosos discutiam uma "expressdo” do angulo em termos
de ", que primeiramente foi chamada "” -medida”, "circular" ou "medida arcual". Nenhum autor explica por
que fizeram uso dessa unidade, mas o seu uso simplificou varias férmulas matematicas e fisicas.

Durante seis séculos, O Almajesto, representou a mais importante fonte de consulta para os
astronomos de todo o mundo. Porém no século VIII é que os cientistas voltariam a sua atengdo para as
obras trigonométricas de um povo, que sempre surpreendera o0 mundo com sua Matematica original e
criativa, os Hindus.

A mais antiga tabua de senos foi descoberta na india, onde essas tabuas sem davida se originaram.
Seus inventores, desconhecidos, conheciam as idéias matematicas gregas e babil6nias transmitidas como
subprodutos de um florescente comércio romano com o sul da india, via Mar Vermelho e Oceano indico. O
Surya Siddhanta, cujo significado é sistemas de Astronomia, era um conjunto de textos matematicos e
regras enigmaticas de Astronomia, redigido em versos, em sanscrito, com poucas explicagdes e nenhuma
prova. Foi composto no século IV ou V d.C., mas a versao que resta foi revista tantas vezes que é dificil
dizer que partes estdo em sua forma original.

O primeiro aparecimento real do seno de um angulo se deu no trabalho dos hindus. Aryabhata, por
volta do ano 500, elaborou tabelas envolvendo metade de cordas que agora realmente sdo tabelas de
senos e usou jiva no lugar de seno. Esta mesma tabela foi reproduzida no trabalho de Brahmagupta, em
628, e um método detalhado para construir uma tabela de senos para qualquer angulo foi dado por
Bhaskara em 1150.

Durante algum tempo os matematicos arabes oscilaram entre o Almajesto e a Trigonometria de jiva -
de origem hindu - o conflito chegou ao final quando, entre 850 e 929, o matematico arabe al-Battani adotou
a Trigonometria hindu, introduzindo uma preciosa inovacao - o circulo de raio unitario - surgiu 0 nome da
funcéo seno.

Os érabes trabalharam com senos e cossenos e, em 980, Abul - Wafa sabia que

sen 2= 2senx. COSK, embora isso pudesse facilmente ter sido deduzido pela férmula de Ptolomeu
Senfx +4 ) =5enx . COSY + 58Ny - COS5X fazendo x = y

A palavra hindu jiva - meia corda, dada ao seno foi traduzida para o arabe que chamou o seno de
jiba, uma palawra que tem o mesmo som que jiva. Dali, jiba se tornou jaib nos escritos arabes. A palavra
arabe adequada que deveria ter sido traduzida seria jiba, que significa a corda de um arco, em vez de jaib,
pois foi o estudo das cordas de arcos numa circunferéncia que originou o seno.

O nome seno vem do latim sinus que significa seio, volta, curva, cavidade. Muitas pessoas acreditam
gue este nome se deve ao fato de o grafico da funcédo correspondente ser bastante sinuoso. Mas, na
verdade, sinus é a traducdo latina da palawa arabe jaib, que significa dobra, bolso ou prega de uma
vestimenta que ndo tem nada a ver com o conceito matematico de seno. Trata-se de uma tradugéo
defeituosa que dura até hoje. Quando os autores europeus traduziram as palawras matematicas arabes em
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latim, eles traduziram jaib na palavra sinus. Em particular, o uso de Fibonacci do termo sinus rectus arcus
rapidamente encorajou 0 uso universal de seno.

Seno do arco reto

Uma justificativa para esse erro de traducao seria o fato de que em arabe, como em hebraico, é
freqliente escrever-se apenas as consoantes das palawras, cabendo ao leitor a colocacao das vogais. Além
de jiba e jaib terem as mesmas consoantes, a primeira dessas palavras era pouco comum, pois tinha sido
trazida da india e pertencia ao idioma sanscrito.

Os capitulos do livo de Copérnico, mostrando toda a importancia da Trigonometria para a
Astronomia, foram publicados em 1542 por Rheticus. Este também produziu tabelas importantes de senos e
cossenos que foram publicadas apés a sua morte.

O termo seno certamente ndo foi aceito imediatamente como a notagdo padrdo por todos os autores
em tempos, quando a notagdo matematica era por si mesma uma nova idéia, muitos usaram a sua propria
notacdo. Edmund Gunter foi o primeiro a usar a abreviagcdo sen em 1624 em um desenho. O primeiro uso
de sen em um livro foi em 1634 pelo matematico francés Hérigone, enquanto Cavalieri usava Si e Oughtred
S.

Por sua vez, o cosseno seguiu um curso semelhante no que diz respeito ao desenvolvimento da
notagdo. Viéte usou o termo sinus residuae para o cosseno, Gunter em 1620, sugeriu co-sinus. A notagao
Si.2 foi usada por Cavalieri, s co arc por Oughtred e S por Wallis.

Residuos do seno

Viete conhecia as formulas para sen nx em termos de sen x e cos x. Ele deu explicitamente as
férmulas relativas ao seno e ao cosseno do arco triplo

A funcédo tangente era a antiga fungéo sombra, que tinha idéias associadas a sombras projetadas por
uma vara colocada na horizontal. A variagdo na elevagéo do Sol causava uma variagdo no angulo que os
raios solares formavam com a vara e, portanto modificava o tamanho da sombra.

7T

o vara

N sombra

Assim, a tangente e a cotangente vieram por um caminho diferente daquele das cordas que geraram
0 seno. Foram conceitos desenvolvidos juntos e ndo foram primeiramente associados a angulos, sendo
importantes para calcular o comprimento da sombra que € produzida por um objeto. O comprimento das
sombras foi também de importancia no relégio de sol. Tales usou os comprimentos das sombras para
calcular as alturas das piramides através da semelhanca de tridngulos.

As primeiras tabelas de sombras conhecidas foram produzidas pelos arabes por volta de 860. O
nome tangente foi primeiro usado por Thomas Fincke, em 1583. O termo cotangente foi primeiro usado por
Edmund Gunter, em 1620.

As notagOes para a tangente e a cotangente seguiram um desenvolvimento semelhante aquele do
sen e cos. Cavalieri usou Ta e Ta.2, Oughtred usou t arc e co arc, enquanto Wallis usou T e t. A abreviacdo
comum usada hoje é tan (ou tg) sendo que a primeira ocorréncia desta abreviagéo é devida a Albert Girard
em 1626, com tan escrito por cima do angulo; cot foi primeiro usada por Jonas Moore em 1674.

A secante e a cossecante ndo foram usadas pelos antigos astrébnomos ou agrimensores. Estas
surgiram quando os navegadores por volta do século XV comegcaram a preparar tabelas. Copérnico sabia

COS5eCx 1
e oot = ——

da secante que ele chamou a hipotenusa. Viéte conhecia os resultados 52t * tanx e
1 COSX

cosceck  cotx

=5enx
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As abreviagBes usadas por varios autores foram semelhantes para as fungdes trigonométricas ja
discutidas. Cavalieri usou Se e Se.2, Oughtred usou se arc e sec co arc, enquanto Wallis usou s e U. Albert
Girard usou sec, escrito por cima do angulo como ele fez para a tan.

O século XVIII viu as fungdes trigonométricas de uma variavel complexa sendo estudadas. Johann

-1
Bernoulli achou a relacdo entre ==/ "Ze log z em 1702. De Moivre publicou seu famoso teorema

[COSXH'SGHKT = COSTHEAT.S8N T o 1722, enquanto Euler, em 1748, forneceu a formula

o™ = coSX+isenx
http://ecalculo.if.usp.br/historia/historia_trigopnometria.htm

Astronomia

Os sabios alexandrinos, devido a proximidade instituida por Alexandre com a civilizagao babilbnica,
puderam utilizar os conhecimentos da astronomia babilénica. Contudo, esta constituia mais um somatério
de confirmagdes do que propriamente uma ciéncia, na verdadeira acep¢ao da palavra.

Pelo contrario, os gregos desde cedo se interessaram pela explicagcdo racional dos fenémenos
astrondmicos. A questéo central prendia-se com a forma e a localiza¢ao da Terra no Universo.

Quanto a localizagédo do planeta, praticamente, todos os astrdnomos situavam a Terra no centro do
Universo com excecdo de Aristarco de Samos. Digamos que 0 geocentrismo esteve presente em toda a
astronomia antiga.

Quanto a forma da Terra para a qual teriam sido avangadas diversas solugdes, a escola pitagoérica
por volta do século VI a.C., tentara ja resolver o problema. E ai, por razdes mais matematicas (ou mesmo
misticas) do que fisicas, que pela primeira vez foi avancada a hipétese da esfericidade da Terra. E também
na escola pitagoérica que se estabelece a existéncia do movimento diurno da Terra em tomo do seu eixo, e
do movimento anual da translag&o da Terra em torno do Sol.

De entre os varios sabios que passaram pelo Museu e se dedicaram a esta area, destacam-se os
seguintes nomes: Aristarco, Hiparco e Ptolomeu.

Aristarco

Aristarco de Samos (310 - 230 a.C.) viveu no reinado dos trés primeiros Ptolomeus. Passou a maior
parte da sua vida em Alexandria, foi professor no Museu e foi ai que publicou a maior parte das suas obras.
Aristarco propbs para a explicacdo do universo um sistema heliocéntrico. Como relata Arquimedes em O
Contador de Areias:

"Aristarco de Samos publicou um livvo que consistia em algumas
hipéteses cujas premissas conduzem ao resultado de que o Universo é
muitas vezes maior do que aquilo a que agora se da esse nome. As
suas hipéteses sdo que as estrelas fixas e 0 Sol se mantém imdveis,
gue a Terra gira em torno do Sol na circunferéncia de um circulo, com
0 Sol situado no meio da o6rbita, e que a esfera das estrelas fixas,
situada aproximadamente com o mesmo centro que o Sol, é tdo grande
que o circulo em que ele sup8e que a Terra gira esta para a distancia
das estrelas fixas na mesma proporcéo que o centro da esfera esta
para a superficie."

Cit. in Sagan (1980: 193)

Esta idéia ja tinha sido esbogada, ainda que rudimentarmente, por um peripatético chamado
Heraclides de Ponto (séc. IV a. C.). No entanto, de acordo ainda com Arquimedes, a maioria dos
astronomos contemporaneos de Aristarco té-la-4 rejeitado. A hipétese era contraria a nova fisica
aristotélica, segundo a qual o elemento mais pesado (neste caso, a Terra) sO podia ocupar a posicdo
central, contradizia a sensibilidade religiosa, segundo a qual a morada dos seres humanos tinha de coincidir
com o centro do universo e contrastava com a doutrina astrolégica aceite que se baseava numa referéncia
geocéntrica.

Para além destes argumentos de ordem filoséfica e religiosa (como podemos ler em Plutarco:
"Cleantes, o estbico, considerava que Aristarco deveria ser acusado por ter proposto, por uma profanacéo
sacrilega, deslocar o foco do Mundo", cit. in Couderc (1981: 24)) havia também fortes argumentos de ordem
cientifica contra a sua hipétese. Tais argumentos podem ser encontrados em Aristoteles bem como num
astronomo tdo eminente como Ptolomeu, que rejeita a rotagdo com um argumento de bom senso um pouco
mais elaborado:

"Uma roda que roda possui uma for¢ga centrifuga tanto mais
intensa quanto maior for a velocidade; se a Terra girasse em 24 horas
como alguns tinham proposto, os pontos de seu equador girariam a
uma velocidade fantastica e os seres, as casas, as pedras, as aguas
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seriam langadas nos ares; o préprio solo saltaria em estilhagos."
Citin Couderc (1981: 23)

Outro argumento contrario a rotacao da Terra a volta do Sol tinha por base o fenémeno da paralaxe
das estrelas. Assim, o fato de a Terra se mover de um ponto para outro (por exemplo, do afélio para o
periélio) implicaria uma mudangca das posicdes relativas das estrelas, o que ndo era facilmente
verificavel. Para contornar esta dificuldade, Aristarco assume que a esfera celeste tem um raio tdo grande
gue, em comparagao, a Orbita da Terra podia ser considerada um simples ponto.

A obra monumental em que Aristarco descreveu o seu sistema heliocéntrico perdeu-se. Resta apenas
Da Grandeza e da Distancia do Sol e da Lua, obra na qual, a partir de certas hip6teses derivadas da
observacao, Aristarco deduz as seguintes proposicoes:

1. A Terra esta no centro da orbita lunar.

2. Quando a Lua apresenta exatamente uma metade iluminada, a sua distdncia ao Sol ndo é de um
guadrante, mas de 29/30 de quadrante (87°)

3. A distancia da Terra ao Sol é mais de 18 vezes mas menos de 20 vezes a distancia da Terra a
Lua.

4. A razéo do diametro do Sol com o didmetro da Terra € maior que 19/3 e menor que 43/6.

Aristarco teve o mérito de conceber um sistema solar com o centro ocupado pelo Sol e no qual a
Terra percorria uma orbita circular, como os outros planetas. Sabemos que ndo conseguiu convencer 0s
astrbnomos seus contemporaneos que ndo possuiam instrumentos capazes de determinar as paralaxes
estrelares. E que, se a Terra se move, a posicdo das estrelas nas diferentes estacdes tinha de relevar
alguma variagdo. Ninguém supunha, entdo, que o fenbmeno pudesse ser imperceptivel devido a enorme
distancia a que se encontravam as estrelas.

Hiparco

Hiparco

Um dos sabios que refutou a teoria de Aristarco foi Hiparco de Nicéia (190 - 125 a.C.). Hiparco foi ao
mesmo tempo astrénomo, matematico (a ele devemos a diviséo da circunferéncia em 360° e sobretudo o
estudo das primeiras fungfes trigonométricas) e um habil construtor de instrumentos (construiu a diopta,
chamada também posteriormente "Bastdo de Tiago", que consiste numa régua graduada, com uma guia e
um cursor para a medicdo de angulos. Também se lhe atribui a invengao do astrolabio esférico ou esfera
armilar).

Enquanto astrénomo, a ele se devem a descoberta da precessdo dos equinécios, a determinagao da
hora noturna, a definicdo de ano sideral e do ano tropico, a determinacao das dimensdes e distancias da
Lua e do Sol (paralaxe quinze vezes superior & autentica, s6 melhorada mais tarde por Kepler). Por volta de
128A.C., comparando as suas observa¢fes com as anteriores de Timocarides por volta de 295 A.C. verifica
que as posicdes estelares ndo sao fixas. Durante o tempo decorrido, verificou que Spica se tinha deslocado
cerca de 2° de longitude. esta observacao permite a Hipdcrates afirmar que os equindcios se deslocavam
sobre a ecliptica, fixar essa velocidade de deslocacdo em 1/100 de grau por ano e estabelecer que o
movimento tenha lugar em volta dos pdlos da ecliptica.

O Catélogo das Estrelas Fixas foi a sua Ultima obra. Nela descreveu a forma das constelagdes e
enumerou cerca de 850 estrelas, indicando a sua grandeza e o valor de cada uma das suas coordenadas
eclipticas, uma das quais a longitude, que variava devido ao fendbmeno da precisdo dos equindcios. Pela
idéia de comparar as posicOes estelares em diferentes épocas, Hiparco é considerado o iniciador de um
método cujos principios continuaram a ser validos pelo menos durante os dois mil anos seguintes.

Dedicou o resto da sua vida ao estudo da Lua e conseguiu elaborar a previsdo de eclipses para os
seiscentos anos seguintes.

Ptolomeu
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Outro grande sabio que trabalhou em Alexandria foi Claudio Ptolomeu(85 - 165 d.C.). O seu nome
deriva, provavelmente, ndo de quaisquer lagos de parentesco com a familia real, mas da cidade onde se
julga ter nascido, Ptolemaida, no Egito.

Ptolomeu foi astronomo, gedgrafo e matematico. Escreveu varias obras, nomeadamente, As
Hipoteses planetarias, em que apresenta um calendario que registra a hora do aparecimento e do ocaso de
véarias estrelas no firmamento; a Tetrabiblia, onde desenwolveu a mais completa doutrina astrolégica da
antiguidade, consolidando as regras basicas para a composi¢do de hordscopos (originarios da Babilonia); a
Geografia, obra composta por oito livros e 27 mapas, onde faz a descricdo e a medicédo da Terra. Ptolomeu
tem o mérito de sistematizar os métodos e as descobertas anteriores e colocar a geometria ao servigo da
geografia.

"Em geografia, deve meditar-se na extensdo de toda a Terra
bem como na sua forma e no seu posicionamento nos céus, de modo a
conseguir-se enunciar corretamente quais sdo as peculiaridades e
proporcBes da parte com que se esta a trabalhar (...). 0 mostrar todas
estas coisas a inteligéncia humana é a grande e requintada conquista
da Matemética."

Ptolomeu, cit. in Osserman (1995: 29)

A forma esférica da Terra € também aceite como um fato estabelecido. Ptolomeu, justifica este fato
da seguinte maneira:

"Se a Terra fosse plana de este a oeste, as estrelas nasceriam
simultaneamente para os ocidentais e para os orientais, o que é falso.
Além disso, se a Terra fosse plana de norte para sul e vice-versa, as
estrelas visiveis para qualquer pessoa continuariam a sé-lo qualquer
gue fosse o local para onde essa pessoa se deslocasse, 0 que é falso.
Mas parece plana para a visdo humana porgue € muito extensa."

Cit. in Osserman (1995: 30)

No entanto, também cometeu alguns erros. Errou o célculo da circunferéncia da Terra, tendo feito
uma estimativa que correspondia a um valor 20 % mais baixo do que o real. Além de subestimar o tamanho
da Terra, Ptolomeu sobrevalorizou imenso o tamanho da Asia.

Mapa Mundi de Ptolomeu

Ptolomeu fez ainda importantes estudos de 6ptica. Assim, na obra em cinco volumes - Optica -
verificou que os raios luminosos sdo desviados quando passam de um meio para o outro e formulou a regra
da proporcionalidade nos angulos de incidéncia e refracdo (quase verdadeira para angulos pequenos). Com
esta descoberta, Ptolomeu, apesar de nao ter no¢bes exatas da composicao da atmosfera terrestre, intuiu
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gue a luz das estrelas devia ser desviada quando atravessava a camada de ar terrestre, de tal modo que as
estrelas pareciam estar mais proximas do Zénite do que estavam na realidade.

O artificio de Ptolomeu para dar conta das errancias dos planetas resultou numa complicada
combinacdo de movimentos. O planeta Q desloca-se em torno de P na circunferéncia de um circulo (linha
ponteada), enquanto P se move na circunferéncia de outro circulo de centro C. A linha a cheio com as
acadas é a trajetoria de Q resultante do movimento combinado.

Mas a sua obra mais famosa foi o célebre trabalho, escrito em 13 volumes, Almagesto. A obra teve
varios nomes, mas o mais conhecido € o que lhe foi dado pelos gregos: Megale mathematike sytaxis (ou
seja a Grande Sintese Matematica) ou, no superlativo latino magiste syntaxis, expressao transformada
pelos arabes (acrescentando-lhe o artigo) em al-magiste donde decorre Almagesto.

Nesta obra, em que Ptolomeu compilou grande parte dos conhecimentos astrondmicos da
Antiguidade, é apresentado o sistema geocéntrico que influenciou durante 1400 anos a cultura cientifica.

Sistema Ptolomaico

Ao contrario do sistema das esferas homocéntricas de Euddxio e Aristételes, o sistema ptolomaico
tinha enorme complexidade.

Vejamos apenas umas das invengdes capitais de Ptolomeu para explicar o movimento dos planetas:
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