F689
Aula 12

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima

Revisao de Mecanica Classica: Leis de Newton

Apéndice Ill do livro texto

1) Dinamica de uma particula pontual

- d>7
F=ma=m—
dt?
Se o problema é um sistema de n particulas, vale
R 427,
Fi =m dt2 ,

1=1,..n

Se todas as forcas puderem ser derivadas de um potencial, a equacao fica

d*7;

a2~ ViV

m
onde

V= ZVi(ﬂ-) + ) Viy(7 =) = V(7))

1<J

Em coordenadas cartesianas, o movimento do sistema é descrito por 3n

equacoes diferenciais

d*z; OV

mz CétZ o 8:{:1

. d°y; _ 0V
i=1,2.n q m; G4 = — 5y
d?z; 9V

me dt2 o (92:1'
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Revisao de Mecanica Classica: Lagrangeana e Hamiltoniana

2) Monta-se uma Lagrangeana. Como? De forma que ela produza as equacgoes

de Newton corretas:

£ = £(qi, ¢, t)

d0¢ 0%
dt 0g;  0g;

=  Equacoes de Lagrange.

'

Se o problema é um sistema de uma particula (vale para n particulas também),
sob acao de uma forga derivada de uma energia potencial V' (7;), a forma da

Langrangeana é:
£=T-V = En {lfrm%’-2 —V(r)}
- - Z 2 7 (]

Esta Lagrangeana gera as equacoes de Lagrange

dog _og Lz dV(7)
dt axz B 8:1:1 m dt2 - dil?z ’

equivalentes as (como esperado) equacoes de Newton do sistema.

)
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Momento conjugado da coordenada generalizada
3) Define-se o momento conjugado da coordenada generalizada ¢; por

o og
pz—aq.ia

onde p; e ¢; sao varidveis dindmicas fundamentais (coordenadas canonicas).

Para o caso do slide anterior, o momento canonico ¢ dado por: p,, = mz;.

As coordenadas canonicas viram operadores na Mecanica Quantica.

Nem sempre £ =T —V

Se o problema é de uma particula que esta sob a acao de uma forca de Lorentz
F = q[E(7,t) + 7 x B(7,1)],
a Lagrangeana que fornece a equacao de Newton para esta forca é

: 1 . .o
S(F, 7 t) = §m772 + g A(F,t) — qU (7, 1),

onde A(7,t) é um potencial vetor — B(7,t) = V x A(F,t)
— — a —
e U(7,t) é um potencial escalar — E(7,t) = —VU(7,t) — EA(F’ t).

Ambos os potenciais ff(f’, t) e U(7,t) podem depender explicitamente de t. Para

esta Lagrangeana, encontramos o momento canonico:

7 =mr+ qA(7, t)
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F689 Principio de Minima Agao
Aydla”|2 4) O principio de minima agao pode ser escrito como:

“De todos os caminhos (A) possiveis no espago-tempo conectando (qq,tq)

com (qp,tp), 0 caminho que realmente € sequido, € aquele para o qual a

acao € minima’.

A acao é definida por: "

ty
Sy = / dt £(ga (1), da(0); 1),

e qa

Lagrangeana

I

I

I

1

ta tb

onde, o integrando depende apenas de t. Para escrever a acao, € preciso
conhecer a dependéncia temporal de ga(t) e ¢a(t) e coloca-los na expressao

da Lagrangeana. O par ga(t) e ¢a(t) define uma trajetoria A da particula.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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e
Qoo . , . . ~ , . . .
Q0o trajetoria correta, a variacao 05)=3Sa—Sa € nula, em primeira N

— (]
MAPLima Ordem. u::i:, 4
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Em outras palavras, se escolhermos A’ infinitesimalmente proxima de A, a
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As equacgoes de Lagrange nascem do Principio de Minima Agao

Vamos ver como as equacoes de Lagrange podem ser deduzidas do principio
de minima acao. Suponha A’ um caminho infinitesimalmente diferente de A.
Para construir A’ é preciso manter fixos os pontos g, (t,) € qy(tp).

¢ (t) = q(t) + dq(t) — mas, com dq(t,) = dq(tp) =0 1o

. dg'(t) _ dq(t)  diq(t)
Com isso = pn ou
déq(t) ..  dog(t) o

./ .
q'(t) =q(t) + o — 04 o

A variacao da acao com a mudanca de A para A’ pode ser calculada, pois:

ty b 9¢ oL b 9 oL d
58 = dtog = dt[==8q + ==84] = dt[=-=8g + == —§q| =
S /t “ /t [aq 1" 54 4l /t [8q T i dt d

a a

b 9g d oL d 0L d 0%

—/ dt|——bq+ — (=59 )—(——)5]—6—26 \t” +/tbdt5 [8—2——(—)}
— ) g% @ VoY T Var ag ! T 9g M Waq ~ dt' d¢
0f d 0%

dq dt<8_q'>

é a equacao de Lagrange. Fiz para ¢, mas poderia ter feito para g;.

a a

= (0 para qualquer variacao arbitraria de 0q. S6 se =0
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A Hamiltoniana

5) Define-se a Hamiltoniana: |H = Z p; - ¥ — £ Em seguida, reescreve-se a
i

Hamiltoniana em fungao das coordenadas canodnicas, isto é: H = H(7;, pi; t).

Na Mecanica Quantica, a Hamiltoniana, escrita desta forma, em funcao das

coordenadas canonicas, define o operador de evolucao temporal. Exemplos:

1 .
a)Se £ =T —V = 2{5777,73-2 —V(®))

Pi = mr;

temos

H=S A0 + V(i)
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Equacoes de Hamilton-Jacobi

6) Novas equagoes, equivalentes as de Lagrange, e conhecidas por equagoes

de Hamilton-Jacobi sao definidas, a partir da Hamiltoniana.

dg; _ OH

dt api
Mesmo problema, novas equacoes:

dpi _ _ OH

dt qu ’

Para demonstrar a equivaléncia, construa e compare os diferenciais de H,

pela sua definicao 'H = Zpiqi — £ e pela exigéncia de H = H(q;, pi, t).

1

dH =) . dpi¢; + ), pidg; — dL — da definicao acima
Assim, temos:
dH = Zz dng—;f + Zz dng—;’: + %—t[ — de 'H = H(qi,pi;t)
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Equagoes de Hamilton-Jacobi
Assim, dH = Z dp;q; + Z p;dg;, — d =

= Z dpiq; + szdqz dq@ T Z dqz o

82 0L
- d 141 'Ld (2 d (] ’Ld 1 -
quJer G; — q+2p G+ 5] =
82 82
= Z dpiq; — dqz — 5 due por comparacao com
B Z g .07-[ OH n OH
a - b Op; dqg; Ot
1\ OH 0L
1)8_611 o 8(]1
fornece as equacoes ¢ 2) g;f = q; (primeira equagao)
oM _ 8¢
\S)W - ot
- - 0L -
Das equacoes de Lagrange, da definicao de p; = YR e equacao 1, temos
q;
d 0L 0L dp; OH
a _ N i d o). W
T o 9a. (segunda equagao) %\‘ %.
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Descricao classica e expectativas da descrigao quantica
A descrigao cldssica pode ser resumida da sequinte forma:

qi(to)
O estado classico do sistema para um certo instante o é definido por ¢ p; (o)
=1,....N
No instante £y, qualquer grandeza fisica pode ser determinada e sua medida
prevista, se estas IN coordenadas q; e N coordenadas p; forem conhecidas

neste instante.

Com H, o futuro é conhecido. Basta resolver as equacoes de Hamilton-Jacobi:
(T (f
Se soubermos 4:(to) saberemos de forma tnica %:(1)
pi(to) pi(t)

Para a descricao quantica tentaremos responder as sequintes questoes:

Como é a descricao matematica do estado de um sistema quantico em um dado
instante?

Dado esse estado, como podemos prever o resultado de medidas de quantidades
fisicas interessantes?

Como o estado evolui com o tempo?

Roteiro: (1) Postulados; (2) Interpretacao fisica; (3) Consequéncias. | %a®:
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Fess - Os Postulados da Mecanica Quantica
Aula 12 ¢ 1°Postulado:

Em um dado instante ty o estado de um sistema fisico € definido por um ket

11 (tg)) pertencente ao espaco E.

Comentario(s):

o No inicio do curso o estado era ¥ (7) € §. Depois introduzimos os kets [1)) € Ez,
onde 1 (7) = (r|1p) era apenas a representagao de |1) no espago das coordenadas.
£ é o espaco & estendido para descrever qualquer problema de interesse (com
spin, de muitos corpos, etc.)

o Vale o principio da superposicao: uma combinacao linear de vetores estados é

um vetor estado.

e 2°Postulado:
Toda quantidade fisica mensurdvel A € descrita por um operador A que age em

E; Este operador € uma observdvel.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

Comentario(s):
%35 o Um bom exemplo é a quantidade fisica energia (Hamiltoniana), H,

MAPLima descrita pelo operador H (a Hamiltoniana do sistema). ¥ 10
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Os Postulados: medidas e resultados possiveis.
Comentarios (continuagao):

o O operador Hamiltoniana do sistema, H, é escrito em termos dos operadores

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima ©

R e P. Por exemplo, a Hamiltoniana classica de uma particula sujeita a um
-2

potencial V(7) é dada por H = 5— + V(¥), e na Mecanica Quantica vira o
m

operador

—

J22 y
H=-—+V(R).

2m
Os operadores R e P, descrevem quantidades fisicas mensuraveis, relacionadas

as coordenadas canonicas, posicao e momento, respectivamente.
Outros operadores, como os de momento angular orbital e momento angular

intrinseco (quantidade fisica chamada spin), serao apresentados brevemente.

32Postulado:
O nico resultado possivel da medida de uma quantidade fisica A € um dos

autovalores da observdvel correspondente A.

Comentarios: .

A medida de A é sempre um ndmero real, pois A é Hermiteano. ¥ |11
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F639 Os Postulados: medidas e resultados possiveis.
Aula 12 . SR
Comentarios (continuacao):

o Se o espectro de A ¢é discreto, os resultados que podem ser obtidos medindo

A sdao quantizados.

Principio da Decomposicao espectral.

Pode-se dizer que isso seria a generalizacao do problema de fétons polarizados.
Considere o sistema no estado [1), tal que (])) = 1. O resultado da medida
de A associado a A (observavel) é um dos autovalores e aché-lo, como no caso

de fotons polarizados, tem sentido probabilistico. Para o caso discreto,

Alun) = ap|uy,) com Z [un)(uy,| = 1 — A é observavel. Podemos escrever

[¢) = |yp) = Z [tn ) (un [90) = ch!un>- Defina: P(an) = |cnl? = [(un|th)|”.

e 4°Postulado (espectro discreto nao degenerado):

Quando A € medida em um sistema em um estado normalizado |v¥), a

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

probabilidade P(ay) de obter o autovalor ndo degenerado a, da observdvel

d”°§o;° correspondente A € P(ay) = |(u,|¥)|?, onde |u,) é o autovetor S

MAPLima normalizado de A com autovalor a,,. ¥ |12
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F639 Os Postulados: medidas e resultados possiveis.

Aula 12 ..
Comentarios:

o Se o espectro de A é discreto e degenerado, poderiamos escrever

gn
Alul) = an|ul) comi=1,...,g, e ZZ wiNui|=1e ..

n =1
gn

) = 1 |y) = ZZ |ul Y (ul 1p) = ZZC%’U%) Neste caso, defina:
n o i=1 n o i=1

dn . dn .
= Z Il |? = Z | (ul |4)|* e rescreva o postulado.
i i

e 4°Postulado (espectro discreto):
Quando A € medida em um sistema em um estado normalizado 1), a

probabilidade P(ay) de obter o autovalor a,, com degenerescéncia g,, da

: i
g observdavel correspondente A € P(ay,) E [(u® |))?, onde o conjunto {|u’)}
:
s ~ : :
25 s compoe o subespaco &, (de dimensao gy,) de autovetores normalizados de A
0, E=l
il
¥ 'S com autovalor a,,.
I35
Qoo \", AN

¥ 13
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F639 Os Postulados: medidas e resultados possiveis.
Adla 12 comentsrios:

gn
o E natural que P(a,) Z Il |? = Z |(u® |4)|* ndo dependa da base escolhida

em &, . Para perceber isso, lembre que [¢) = 1|y) = Z Z ul ) (u” |) e que

os ¢, que aparecem em P(a,) SA0 08 MeSMOos que aparecem nessa expansao.

Assim, poderiamos escrever |i,,) = Z u Y (u’ 1) como sendo o pedaco de |))
em &,. Isso permite definir um projetor em &,, dado por P, = Z ul ) (u® | de

tal forma que |¢,) = P,|v). Note que (1, |1,) Z c"|? = P(a,), ou seja, a

probabilidade de encontrar a,, é o quadrado da norma de |¢,,) = P,|v). Note

que a norma de um ket independe da representacao. Podemos ainda escrever

P(ay) = (W|PIP,|4) e isso fornece P(ay) = (1| P,|1)). Para fazer uma mudanca

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

dn
992 de base, usaremos 1" = E E |t7 ) (] | nesta expressdo. e, O
MAPLima n g =¥ | 14
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F639 Os Postulados: medidas e resultados possiveis.
Aula 12 L SN
Comentérios (continuacao):

dn
Com 1) = Z Z t7)(t? |, podemos escrever
— =

J
an’’

gn gn’ . . gn . .
P = 1O (S ) (il V1O = S0 e (D i) ) 30D ek ek
7 n’  J 1 n' k

Como os kets |u?), |[t?,) e |tF,) sdo autokets do mesmo operador, sabemos que

sao ortogonais a menos que n”’ = n’ = n. Isso permite escrever

gn . ) gn ) . gn gn ) n T n gn . )
Po= S 1 (Y il ) S ey ek = ST 1) s Sk | = N ) (1]
j i k — j

ijk
d;r € S bloco diagonal

o No caso de um espectro continuo, teriamos Alv,) = alv,) e 1 = /da Vo) (Ve |-

% I[sso permite escrever W):/ da c(a)|vy) com c(a)=(v,|Y). Com isso, define-se
4 probabilidade de encontrar um valor incluido entre a e a+da,
os;(’g dP(a)=p(a)da 5 5 : .
C%'%)o yIE onde p(a)=|c(a)|*=|{(v|¥)|* é a densidade de probabilidade.
3% N o

“a¥ |15
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Os Postulados: medidas e resultados possiveis.

e 4°Postulado (espectro continuo nao-degenerado):

Quando a quantidade fisica A € medida em um sistema que estd em um estado

normalizado |Y), a probabilidade dP(«) de obter um resultado entre a e a+do
é igual a dP(a)=p(a)da=|{v,|)|?da, onde |vy) é um autovetor correspondendo

ao autovalor o da observdvel A associada com A.

Comentarios sobre as 3 versoes do postulado 4:

o Quanto vale ZP(an)‘? e /dP(a) = /doz pla)?

o Como P(an) Z!%P Z\ up, [9) [ Z(Mu )(ug 1), temos

> Plan) = (] ZZ\U ul ) [ib) = (]1L[es) = (gblep) = 1

Isso esta de acordo com nossas expectativas: uma medida de A fornece
necessariamente um dos autovalores de A. Portanto, a soma das probabilidades
de encontrar um deles ¢é igual a 1. Repita o procedimento e mostre que

[ dP(@) = [ da pla) = twlv) =1 n o

¥ 16
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Os Postulados: medidas e resultados possiveis.
Comentarios sobre as 3 versoes do postulado 4 (continuagao):

Como ZP(an) = /dP(oz) = (Y|¢)), para garantir que a soma sobre todo o

AP ()= gy (valv)da

(V|
espectro seja 1, basta redefinir = vale V (¢|1))
Plan) = i S0 [ )]
Sempre consideraremos |1)) como uma combinacao de autovetores de A, . é

essencial que A seja uma observavel.

Note que poderiamos ter feito casos mais gerais misturando espectros discretos
e continuos.

Tenho dito sistematicamente que constantes multiplicativas nao modificam a
informacao fisica contida no ket. O postulado 4 permite entender melhor esta

afirmagao. Primeiro considere dois kets |1) e |¢’) igualmente normalizados, mas

diferindo por uma fase [¢)') = €*?|+)), onde § é um nimero real. Primeiro note

(W'|y') = (Wle™ey) = (Ply)

que e conclua que P(a,) d4 o mesmo
[{wil")? = [(uile®|¥)]? = [(uily)]?

resultado para |¢) e [¢). Isso vale também para [¢)") = c|i)). A

% 17
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F639 Os Postulados: medidas e resultados possiveis.
Adla 12 Comentérios sobre as 3 versdes do postulado 4 (continuagao):

o Assim, dois estados que diferem por um fator complexo representam o mesmo
estado fisico. Seja cuidadoso com esse conceito, pois |10) = A1|1h1) + Az|s) e
) = A1t ]1)1) + Aaet?2|1hy) sdo distintos, a menos que 6 = 6 + 27n, com n

inteiro, pois nesse caso |[¢) = €'%1|¢). Conclui-se que:

Um fator de fase global nao afeta as previsoes fisicas, mas as fases relativas

dos coeficientes de uma expansao sao significativas.

e Reducao do pacote de onda devido a uma medida
o Caso espectro discreto (inspirados nos experimentos de 6tica):
Suponha que o sistema esteja em um estado qualquer |¢), quando se faz uma

medida da quantidade fisica A e um dos autovalores a,, da observavel A é

g obtido. Representamos isso por:
Z
| > 0) @) fun)
53, O% sabiamos so l a medida gerou
O
d’? B antes ¢ probabilidades depois { um “colapso”. Esse
0% o , 1 A
de obter um dos a,,. é o novo estado. &
¥ 18
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F639 Os Postulados: medidas e resultados possiveis.
Aula 12 Comentérios: preparacao para o postulado 5:

o A figura do slide anterior representa o 50. postulado. De fato, a situacao que
desejamos estudar é um pouco mais complexa e poderia ser representada por:
| > [1(0)) > [¥(to)) @) |up) — [¢'(1))

7 .
l a medida gerou um

Sistema comeca em
antes { |¢(0)) e evolui até |1(tg)). depois <
O que comanda essa evolucgao?

“colapso”. |uy,) é

o0 novo estado. Nova

L evolugao até |1/ (1)).
o Caso fizéssemos outra medida imediatamente apods ty (sem dar tempo do estado

evoluir), encontrariamos a,,.

gn
o Se a, fosse degenerado, escreva o estado por |¢) = g g crut ).
n o1

) (an) Zcmu;) normalizado para NS arE Zcﬂuﬁl)

7 1

gn
o Note que Zcmum = |¢n) € a projecao de |¢) sobre &, (subespago dos

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

335 z P —
autovetores com autovalor a,,. Resumindo: |¢)) (an) nl¥) Y
MAPLima <¢’pn‘¢> =¥ 19
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F689 A medida gerando um colapso.
Aula 12§ 5opostulado:

Se a medida de uma quantidade fisica A sobre o sistema em um estado 1)) dd

o resultado a,, o estado do sistema imediatamente apds a medida é a projecao
Pl)
V(W[ Palt)

normalizada, de |1)) sobre o subespaco associado com a,.

Comentarios

o Note que apds a medida, o novo estado é um autoestado de A com autovalor a,,.

o Nao é qualquer estado. E a projecio de 1) em &,.

o Considere g, = 1.

Cn

Apés a medida, terfamos 1w, ) = €8 |u,,) — mesmo que |uy,).

cn

§ Estamos prontos para estudar a evolucao temporal do sistema.
g Conforme esperado a Hamiltoniana terd papel especial. A partir
* % da proxima aula, estudaremos
0&()@ p(0) (k) @) fun) |0 (2)
3% RN
=¥ 20
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