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Evolucao temporal do valor médio de uma observavel

e Aprendemos que o valor médio de A para um sistema preparado em |i)) é

(A) = (Dl AlY)

Mas isso em que instante? Talvez fosse melhor colocar a dependéncia temporal
(A) () = (L (8)[Alp (1))
[1(t))

Para ser rigoroso a dependéncia temporal pode ser em < () (%)

ou até em A(t)

e FFormula Geral

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima

d d d d
£<A>(t):a<¢(t)|Aw(t)>:[£<¢(t)”Alw(t)>+< (OIA] () [+ ()\ lw( )
Fazendo uso da equagao de Schrodinger zh \w( )= (t)\w(t», a equagao fica:
CLAYE) = (WO T AR (E)) + (6(0) AT ) + <>\ Lu(0)
ou ainda, %<A>(t)=%W(t)IAH—HAIw(t» + (¥ ()! \w( )
d 1 OA

para finalmente obter

— (A= —(|A,H —
Z(A) = (A H) + ()
O wvalor médio de A ¢ um numero que depende apenas de t.

R

Se [A,H| =0 e 0A/0t =0 Vt, (A) ndo depende do tempo. =¥ ]
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Evolucao temporal do valor médio de uma observavel
e Na mecanica classica A é uma quantidade fisica que depende explicitamente

e implicitamente de t através de 7(t) e p(t). Segundo as regras de quantizagao,

temos
A(7, 7, t) — A(R,P,t)
(R e P nao
r(t) e p(t
L. (t) e plt) o dependem de t.
no A cléssico ¢ dependem de t, no A quantico < o
, A dependéncia
assim como A. )
Lestd em |Y(t)).
L OR oP
o Os operadores quanticos R e P sao tais que B = 0e B = 0.
o A dependéncia explicita no tempo é tratada da mesma maneira para A(7, p,t)

~~

- =

e A(R, P,t). Na representagao {|7)}, podemos escrever (A), da seguinte forma:

— —

(A) = (V)| AR, P,t)[o(t)) = <¢(t)!(/ d*r |[P)(F) A(R, P, )|y (1))

h -
que com cuidado pode ser escrito por (A) :/ d>r * (7 1) A(7, ;V, t)(r,t).

o Apés integragao (A) = (A)(t) — depende sé de t. N
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Evolugao temporal do valor medio de uma observavel

e (Casos especiais: observaveis Re P = Teorema de Ehrenfest.

Suponha um particula sem spin sujeita a um potencial escalar. A Hamiltoniana

2 P2 .
cléssica é dada por: H = L V() = a quantica é H = — + V(R)
2m 2m

o Quanto vale (R)(t) sabendo que o sistema evolui de acordo com [t(¢))?

Aplicagao direta da férmula geral (caixa azul do slide 1) nos leva a:

4(R) = (R, H])) = L(R, L))

’ 2m
seguintes equacoes

Os comutadores dao < it ihi

= muito parecidas com as equacoes classicas!
resultando em ¢

—

(P)=—(VV(R))

dt
\\ -~ 4
lei de Newton? RN o
¥ | 3

Precisamos entender melhor o que significa isso.

UUUUUUU



F689 Teorema de Ehrenfest e o limite classico
Aula 15 ¢ Suponha que (7, t) seja um pacote de ondas, como por exemplo, uma mistura

de ondas planas, conforme discutimos nas primeiras aulas.

((1) (R) tem 3 componentes (X), (Y) e (Z).

Noteque<()< )(t) é o centro do pacote de ondas no instante

(3) o conjunto de todos os pontos (R)(t) descrevem a

\ trajetoria seguida pelo centro do pacote de ondas.

Se a extensao do pacote for muito menor que as outras distancias do problema,
podemos aproximar o pacote pelo seu centro. Neste caso, a mecanica quantica

se aproxima da mecanica cldssica

Sera que o movimento do centro do pacote de ondas obedece as leis da mecanica

classica? O teorema de Ehrenfest responderd isso.
(

< ﬁ} (P) N velocidade do centro do pacote é a média
Vi ) m do momento linear dividido pela massa.
imos que
dt ez \'t
e o lado direito? = Fijgesica = —VV(R)|5_ ()
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o lado esquerdo é im%<ﬁ> = mj—fz( )
(

By SV () {

Infelizmente, em geral — (VV(R)) # —VV (R )]§:<§> é}l”é
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Teorema de Ehrenfest e o limite classico

o Comentarios sobre esse ultimo resultado

Considere V(z) = Az" = V(X) = AX"
~(VV(R)) = = (%) = nMX" )
e compare as expressoes
_VV(R>|1§:<§> — %|X:(X> = nA(X)" !
Em geral (X" 1) #£ (X)"!. Veja, por exemplo, caso n = 3. Quando calculamos

o desvio quadrético da média, vimos que (X?) # (X)?.

Tem situacoes interessantes, onde vale a igualdade.
(n = 0 — particula livre — 4¥ =0, pois (0) = 0.

por exemplo ¢ n =1 — campo uniforme — 42 = —\, pois (XY) = (X)°
|7 =2 — campo do oscilador — % =—AX, pois (X1 = (X)1

Embora, em geral — (VV(R)) # —VV (R)| A= §>,quando um pacote de ondas for

suficientemente localizado, as diferencas sao despreziveis (regiao semi-classica).

Para adquirir um pouco de intuicao sobre o assunto, calcularemos W
AV, :

essa diferenca na representacao das coordenadas.
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F689 Teorema de Ehrenfest e o limite classico

Aula |5
" e Quanto vale — (VV(R)) # —VV(R)| fi—(f# Dha representagao das coordenadas?

Tome (VY () = (WIFV(@)4) = @ATVB0) com 1= [dr (7
e obtenha (VV(R)) = /d% b (7, ) [VV (7))o (7, t) = /d% (7, 1) |2V V (7).

e Se |1(7,t)|* for suficientemente localizado VV (7) ndo varia muito na regifo

em que [1)(7,t)|* contribui e pode ser tratado por vv(ﬁ)|ﬁ:<ﬁ> e retirado da

integral. Assim 1

7\

[ 10 OPIVE) = [ 10 0PIV O gy = IV gy [ 10050,

ou seja, se o pacote de ondas for pequeno e ao redor do valor médio de X,

: (VV(B)) = VV ()l gz
%o No limite macroscopico (Ade Broglie << 1), ou seja quando Age Broglie ¢ MENOT
% que outras dimensoes, tais como as distancias onde o potencial varia, os

52, g - : : . : Y

o O & pacotes sao suficientemente localizados e a equagao acima ¢ satisfeita.

C%’o(,o Nestas condi¢oes (maioria dos sistemas macroscopicos), a equagao de\\")’ p
-

"4.\‘ 6

IIIIIIII

MAPLima | Schrodinger fornece os mesmos resultados que as equacoes classicas.
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Particula livre R

- : ¥ 7
Para ver as animagoes, visite: http://www.embd.be/quantummechanics/ UNICAMP
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Particula prisioneira na caixa Az
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Particula carregada em um campo magnético constante g
)

H . ~ . . ' '.
MAPLima Para ver as animagdes, visite: http://www.embd.be/quantummechanics/ u::imn ?
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Particula carregada na caixa em um campo magnético constante AWz,
=¥ 10

Para ver as animagoes, visite: http://www.embd.be/quantummechanics/ UNICAMP



F689
Aula |5

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima

Cuidados especiais com nossas interpretagoes
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Sistemas conservativos

Os sistemas cujas Hamiltonianas podem ser descritas com potenciais e nao

dependem explicitamente do tempo, isto é, H(ﬁ, P, t) = H(ﬁ, ﬁ), sao ditos

conservativos. Na mecanica classica a situacao é descrita de forma semelhante

por H(7,p,t) = H(7,p) e significa que a energia do sistema se conserva ao

longo do tempo e é uma constante de movimento.

Solucao da equacao de Schrodinger. Considere

Por simplicidade, considere um espectro discreto e 7 representando os

H“Pn,7> = En|90n,7>

indices necessarios para que |¢, ) seja um unico vetor (de um CCOC).

H é uma observavel (o conjunto {|p, )} forma uma base) e se H nao

depende do tempo F,, e

¢n.r) também nao dependem do tempo.

[P(t)) = Z Cn,T(t)|<10n,7'>'

n,T

A base nao muda com o tempo e a dependéncia temporal estd em ¢, -(t),

onde, ¢, +(t) = (Yn.r

b(t)).

d
Sabemos que "/hEW(t» = H|¢(t)). Multiplique pela esquerda por (p, | e

obtenha a equacao

d

th {@nr[U(t)) = (onr[H[Y(D))

¥ 12
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F689 Sistemas conservativos
AT, A equagao da caixa azul do slide anterior pode virar uma equacao para ¢, ().

Cn,r (t):<§0n,7' W(t»

Para tanto use as relacoes

H |1 (t))=(@nr | En|t(t))=En(onz|1(t))=Encns

d .
¢ obtenha ih%Cn,T (t) = Encn s (t) — Cn,T(t) — Cn,T(tO)e_ZEn(t_tO)/h

<90n,7'

e Esse resultado pode ser usado em todos os ¢, -(t) da expressao da caixa lilas

do slide anterior e, com isso, obter uma férmula geral de evolucao temporal

de |¢(t)), dada por

[P(t)) = Z Cn,T(tO)e_iEn(t_tO)/h‘SOn,T>a

n,T

que informa que em t =ty = |Y(ty)) = Z cn.r(to)|en.r)

mn,T
§o Esse resultado pode ser obtido para o caso continuo. Neste situacao
8 _iE(t—
() = Y [ 4B er(Bto)e U Mgy ),
3 T
?)é)oo %0 Como evolui no tempo um autoestado de H? Para pegar um caso geral,

%355 podemos supor ane [6(10)) = 3 e (10)onr) € & subespico de . gty g
MAPLima T - 13
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F689 Sistemas conservativos
Aula 15 e Aplicacao direta do resultado da caixa laranja do slide anterior, fornece

|¢<t)> — Z Cn,rt (tO)e_iEn(t_tO)/h|(Pn,T> — e_iEn (t=to)/R Z Cn,r(t0)|90n,7'>'

ou seja [1h(t)) = e EnE=to) /P (¢0)). TIsso significa que [1(t)) e | (to)) diferem

por um fator de fase global. Eles contém a mesma informacao fisica. Esses

As propriedades de um sistema em
estados sao fisicamente indistinguiveis < um autoestado de H nao variam com

o tempo — estados estaciondrios.

e Se houvesse uma soma em n na descrigao de [ (t)) em t = ty, isso nao seria
verdade. A fase nao seria global. Teriamos fases parciais multiplicando seus

estados estacionarios correspondentes.

e Neste ultimo caso, nao saberiamos dizer qual é a energia do sistema. Pode ser
qualquer uma das energias F,, da mistura de n’s. Entretanto, apds a primeira

medida, o sistema colapsa para o estado estacionario correspondente. A partir

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

SO de curio, » cuer
0%%.? de entao, a energia se conserva.
3%

: . 14 * 2 O
Q0o Estamos prontos para discutir “constantes de movimento @7,4 A

, A A o
MAPLima da mecanica quantica | e 14
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Constantes de Movimento

=0
Uma observavel A, é uma constante de movimento se
[A,H] =0
Para um sistema conservativo, H é uma constante de movimento,
%—If = 0 — por definicao de sistema conservativo.

pois
|H,H] = 0 — todo operador comuta com ele mesmo.

A constante de movimento respeita a seguinte relacao

d d 1
A = 2 WOIAW(R)) = = W(O)][A, H|[$(1)) + (& ()\ W( )) =

\/
0 0

O valor médio de uma constante de movimento nao muda com o tempo.

Sejam A e H, tais que [A, H] = 0, observéveis com espectros discretos (por

Hlpnpr) = Enlenpr)
simplicidade) e respeitando as equagoes

A n,p,7, — n,p,T .
|90 Py > a’p|90 P > \\"’} y

T — autovalores de operadores que junto com A e H — um CCOC. g
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F689 o A, H]=0 (continuacao) Constantes de Movimento
i A o Ja vimos que |¢y, p.r) s@o estados estacionarios (H(t) = H).

Se, inicialmente |¢)) for um deles, permanecera neste estado para sempre.

o Quando A é uma constante de movimento, se |1) for um dos {|¢n p.r)},
que também é autoestado de A, esse permanecera o mesmo (a menos de
uma fase global) indefinidamente e com o mesmo autovalor a,. Por esta
razao os autovalores de A sao ditos “bons nimeros quanticos”.

o Se, entretanto, [¢(t)) for uma mistura arbitraria dos estados {|¢n p.+)},
o que ¢ possivel dizer sobre a probabilidade de encontrar a, em uma

medida de A? Para ver isso, considere, inicialmente
9 (to)) ZZZ%W to)|@n.p.r)

Qual a chance de medir A e obter a,? P(ay,to) Z Z [cn.p.r(to)]

E em t? Quanto vale |1)(t))?

= S: S: S: Cn.,p,7 (tO)eiEn <t_t0)/h|90n,p,7'>
3509

d?f Qual a chance de obter a,? P(ay,t) Z Z [Crpr(to)e iEn (t—to /h|2

%o RN
MAPLima | P(ap,t) = P(ap,tp) — a probabilidade nao muda com o tempo! “%* 16
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F689 Frequéncias de Bohr de um sistema e regras de selecao
Aula 15 ¢ Seja B uma observavel que pode niao comutar com H,isto é [B, H] #0.

Sabemos que:

CB) = S0 BRA)) = - (6(1)| [B, H] [9(1)) + ((2) ia—z ()

£ 0 0

o Para um sistema conservativo, vimos que:
() = Z Z Cn,T(tO)e_iEn(t_to)/h‘Son,T>
mn T

Substituicao direta permite calcular explicitamente (B), isto é

()(t)| Bl (t)) = Z Z<¢n,7T,‘C;,’TleiEn/(t—to)/thn,TeiEn(t—to)/h‘gpn,7>

n’, 7’ n,T
((t)|Blw(t)) = Z Zcz,ﬁ,cnﬂ_@pn,ﬂ_l|B|90n’7_>€z’En/(t—to)/he—z’En(t—to)/h
n’, 7' n,T
£o Como assumimos B(t) = B, (¢n +|B|en ) sao constantes.
o Assim, o valor médio de B pode ser escrito da seguinte forma:

<B>(t) - Z ZC;’,T’Cnﬁ«pn’ﬁ’|B’¢n,7>ei(En’_En)(t_tO)/h

n’, v’ n,T

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

dfg%o O futuro de (B)(t) é governado pela combinacdo de termos RO

MAPLima (n' 77| Blpn.+) ponderados pelas fases parciais e (En —En)(t—to)/h | ¥ (7
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Frequéncias de Bohr de um sistema e regras de selecao
w . |En/ —En| . ‘En/ —En‘

27 2mh h ’
frequéncias de oscilacao das fases. Estas frequéncias sao conhecidas por

Note que podemos definir v, = como

frequéncias de Bohr. As frequéncias independem de B e do estado inicial.

Embora v,,, independa da observavel B, os coeficientes que multiplicam

as exponenciais dependem.

O termo (¢ +/|B|en ) diz quanto importante sera v,,,. Em particular,
se por alguma razao (@, ,/|B|en ) for zero, a freqiiéncia v, ficard

ausente. Isso ¢ a origem das chamadas Regras de Selecao.

Se |1(tg)) for um estado estaciondrio (um tnico n, suponha igual a k),

temos que vi, = 0 e (B) nao depende de t.

B,H| =0

Se B é uma constante de movimento {[(,)B’ _]0 = (pn' +/|Blpn.+)=0
ot

para n # n’ e como vy, = 0, temos que (B)(t) = (B)(to), conforme W

y , : i
ja haviamos visto. e



