F689

Sistema de dois niveis

Aula 19 ¢ Fstudo geral de sistema de dois niveis.
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e Em teoria de perturbacao, disciplina F789, veremos que a estratégia de “reduzir’

( . . . . . ~
Existem intimeros casos onde, em primeira aproximacao, um

um sistema complexo pode ser tratado como um sistema de

Motivacao ¢ dois niveis. Em Fisica, onde aproximacoes sao quase sempre

inevitaveis, vale a pena explorar o assunto. E atraente o fato

| que, em geral, o sistema de dois niveis tem solucao exata.

Y

um sistema de muitos niveis para um de apenas dois niveis é razoavel, em

|E1 — B3| << |E1(ou Es) — E,| comn >3
situagoes, onde { e/ou (se W for um pedago do acoplamento sem solugao exata)
‘<E1’W’E2>‘ > > ’<E1(Ou EQ)’W‘En> com n > 3.

e Notacao e roteiro do problema.

H =F

o Suponha conhecido oler) =Erfer) com (p;|pj)=0;; e (1,j=1,2).
Holp2) = Ezlip2)
H =F

o (Queremos resolver V+) +¥+) com H = Hy+ W, onde
Hlp_)=E_|¢_)

W € uma perturbagao, que inicialmente foi negligenciada. N Jpr—
interna ou externa ¥ | ]
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Sistema de dois niveis
Na base (na representagao) £ = {|p1), |p2)}, W pode escrito na forma matricial:

L Wi Wia N [ {e1lW]er)  (o1|W]e2) W11 e Way sao reais,
W = — onde .
War Wa (P2l Wlp1) (w2l Wlp2) W19 =W, (complexos).
Onde usamos que se Hy e H sao Hermiteanos, W também é Hermiteano.

Se W =0e [¢p) é um dos |¢'s), o sistema fica para sempre neste estado.

A idéia é ver o que acontece quando W é ligado com [Hy, W|#£0 e [Hy, W]=0.

Consequéncias do acoplamento (W # 0) :

FE e E5 nao sao mais as energias possiveis do sistema. Agora sao F, e FE_.
1D possivel calcular £, e E_ como funcao de E7, Fo, W11, Was e Wis.
[(0)) = 1), mas
?
(1)) = alp1) + Blez).

Isso motiva a questao: qual é o efeito de W sobre os estados estacionarios?

1) e |p2) podem nao ser mais estados estaciondrios {

Lembre que a expansao em autokets de H nos ajuda a ver o futuro do sistema.

Uma das razoes de comegar esse capitulo com o problema de spin 1/2 foi porque
os problemas de 2 niveis podem ser reduzidos ao de spin 1/2. S
)

UUUUUUU



F689
Aula 19

©)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima

Sistema de dois niveis
Aspecto estatico (ligue W subitamente): efeitos do acoplamento sobre estados

estacionarios do sistema. Como obter os autoestados e autovalores de H=Hy+ W?
Resolva a equagao de autovalor H |¢¥) = E|y), ou melhor, escreva a matriz que

representa H e a diagonalize.

H:Ho—l—Wi(El 0 )+(W11 W12):<E1+W11 Wi )

0 FE» War Was Wa1 Eo + Was
O complemento By do livro texto tem esse exercicio resolvido.
1 1
Ei = §(E1 + Wi1 + By + Waa) + 5\/(E1 + Wi — By — Wa2)? + 4|Wis)?
1 1
E_ = §(E1 + Wi1 + Ey + Way) — 5\/(E1 + Wi — By — Wa2)? 4+ 4|{Wio|?

Eq

1 1
Note que se W =0, FEy = —-(E1+ Ey) £ -(E1 —E») =
2 2 Es

[4) = 4 cos0/2e74/2|p1) + sin 0 /2eT%/2|p,)

O com lemento ensina ue . .
P b {¢> — —sin6/2e7%/2|p1) + cos 0/2eT/2| py)

_ | tan = g2l [94) =1p1)
onde 6 e ¢ sao definidos por 1+ n-ohemte o Wi9=0
Wa1 = |Wayle'? 1Y) =|p2)
Tudo que € interessante parece estar em Wio=W3, #0. E W11 e Wos? RN
¥ 3
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[9-)=lpa)

g EL=1(Ey + Wi+ Ex+ Was) + 2/ (E1 + Wii — By — Wae)2=Ey + Wiy
E_=3(E1 + Wi1 + Ey 4+ Wag) — 51/ (E1 + Wiy — Ea — Wag)?=FE5 4+ Way

¢ P1 .. )
Se Wia= { +> | > = 0s mesmo estados estaciondarios, mas com energias

Os termos Wi1 e Wao, na auséncia de Wiy (caso, onde [Hy, W), causam apenas
um deslocamento na energia. Isso sugere que podemos considerar Wi; =Wsy =0,

sem perder efeitos fisicos interessantes.

Ey = (E1 + Es) £ 31/ (E1 — E2)? + 4|Wpo|?
Nestas condicoes, temos < tan = E|W1b3| com(0<O6<m
War = |Waqe'?

Em — %(El + E2)

notamOS ue apenas
A= L(E - B) due ap

Fazendo uma troca de variaveis {

E_ depende de F,, (ponto médio entre E, e E_). As varidveis 6 e ¢ nao

d de s6 de W-
dependem de FE,,. De fato P Aepende so det . 144+ ) nao dependem de F,,
0 depende de A e W15

Nossa intencao agora é estudar os efeitos do acoplamento W sobre as energias

E, e E_, em funcao dos valores de F; e F5. Assumiremos Wi fixo. W A
4.\' 4
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F689 Sistema de dois niveis
Aula 19 o para Wis fixo, a figura mostra nas curvas cheias a dependéncia de £+ com A
E,=F A2 + |[Wqsl?
isto é + m + \/ Wiz
E_=E, — /A2 + [W,]2

e nas curvas tracejadas a dependéncia de

FEi=F,, +A
E{ e F5 com A : + = Lembre que isso é obtido para Wiy — 0.
Ey=F, — A
Observacoes
' m‘Energies o |[EL —E_|>|E, — B

(os niveis se repelem!)
e Se |A|>>|Wia| e A>0,
E | se aproxima de FEj,

E_ se aproxima de Fj,

W1a?
e ambos com .
< — A 2A
# | M o Se |A| ~ 0 (degenerado)

EL =FE,, £+ |Wq|

(linear em W1s)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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o Para perceber a forma como E, e E_ se aproximam de E; ou Fs, dependendo do

sinal de A, para |A[>>> |W15|, basta fazer a expansio de B4 =E,, £+/A2+|W 5|2

4% 4%
Isto d& FyL=F,, :l:\A\\/ | 12‘ ~E,, :l:\A\(qu—{ & +) que pode ser

dividido em dois casos:

1 |W12|
|W12|2 El T3 CJAT
se A>0 FixF,+A+- =
2 ’A’ E 1 |W12|2
27 2 A
1 |W12|
‘W12’2 E T3 AT
se A<0 FEir~FE,FAE- =
2 ’A’ E 1 |W12‘2
1= 2774

e Efeito do acoplamento sobre os autoestados.

A 0% 1 to fort
Olharemos o impacto de << [Waa] (acoplamento forte) = em |14 )
A >> |Wys| (acoplamento fraco)
) ’ng‘ A << ’W12|:>6—>7T/2
Vimos que tanf = A c.ose A>> Wi 950
12[ = R
¥ | 0
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e O que acontece com{

Sistema de dois niveis
) = +cos0/2e7/2|p1) + sin 6/2et4/2|p,) e
[W_) = —sin0/2e7%/2|p1) + cos §/2eT9/2| )7

o Perturbacao forte:

[Yy) = +%( + e 1/2|p1) + eT1/2|py)) estados originais
ficam equiprovaveis

0 — m/2 . .
{¢> - +%( — e/ 2|p1) + e/ 2| pg))

o Perturbacao fraca:

1) = +5(+ e 2|p1) + 25 03))
) = +75(— €725 1) + e79/2|pa))

(Wio| [14+) =+ (+e72p1) + etie/2ll0,))
A lv-) :+%(_€_Z@/2%’¢1>+€+W/2\902>)

A presenca de |W75| mistura os estado originais para novos estados estacionarios.

6 — 0 (primeira ordem em 0) {

Neste caso 6 =

[p_) = +eT/2|py)

O que fizemos até aqui foi estudar os efeitos de W sobre os estados estaciondrios.

Vi) = +e /2| perturbacao desprezivel
9—>0(‘W12’=O) ‘ +> ‘SO > 10 e .
estados originais mantidos

Falta ainda estudar os efeitos de W sobre um sistema que se encontra no estado
11(0)). Antes disso, daremos alguns exemplos de problemas compleros g  ammm

importantes que podem ser aprorimados com essa estratégia. ¥ | 7
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Aula 19 e Sabemos que a molécula de Benzeno pode ter trés ligagoes duplas entre seus seis

carbonos. A figura reflete isso. Ao construir as fungoes de onda |p1) e |p2) com

as configuracoes da figura, encontramos:

I o o coxo b
/\ /\
—p
‘.____.
\/

\//

As solucgoes aproximadas, que fixam as ligagoes duplas, conforme a figura,
fornecem: (p1|H|p1) = (p2|H|p2) = E.n, mas {(p1|H|ps2) # 0. A solucao
correta delocaliza as ligacoes duplas e é obtida por uma combinacao de
7 [p1) com |pa). by

o%o E1 = E> ' E_ < Fi{ = EFE5 &"’A -
MAPLima E_ “a¥ |8
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Aula 19 o Outro caso interessante é o fon da molécula de Hidrogénio. Cada dtomo de H
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tem um prétoneum elétron (e”). No caso do fon, HI, arranca-se um e~ do Ho.
O e que sobra é disputado pelos dois prétons. Uma solucao aproximada poderia
ser obtida com auxilio do atomo isolado. O ket |p1) representa o e~ preso no

proton p; e o |ps2) representa o e~ preso no préton po. A figura reflete isso.

Ao construir as fungoes de onda |p1) e |p2) com as configuragoes da figura,

ncontramos: i
encontramos . Fig. |3, cap. 4 do texto b

125 Py

Ey = Ey = by,
As solucgoes aproximadas, que fixam elétrons nos prétons, conforme a figura,
fornecem novamente: (p1|H|p1) = {(p2|H|p2) = E,,, mas (p1|H|p2) #0. A
solucao correta delocaliza o elétron e é obtida por uma combinacao de |p1)
com |pa). E.
E, =FE, / E_< E) =Ey
E_ W O

¥ 0
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Aula 19 ¢ Aspecto dinamico. O que acontece com o sistema que se encontra em [1/(0)),

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

MAPLima

ap6s ligar W7 Se, inicialmente, o sistema estivesse em |p1), um autoestado de

Hy, qual a chance de encontré-lo em |ps), outro autoestado de Hy?

E importante distinguir duas situacoes: W nao depende do tempo e W depende
do tempo. Enquanto que para W(t) = W, a base de estados estacionédrios nao
muda com o tempo, para W (t) a base poderia mudar a cada instante, pois seria
possivel ter situacoes onde [W(t), W (t')] # 0.

Caso I: perturbacao W nao depende do tempo.
Para W (t) = W, basta escrever o estado inicial na base de autoestados de H
e multiplicd-los pelas fases apropriadas. Para |¢(0)) = a4 (0)|v+) + a—(0)|y—),
isso daria
[¥(8) = ay (0)e™ by} +a(0)e™ =My )
Para achar ay(0) e a_(0), impomos a condigao inicial [1/(0)) = |¢1). Para isso
basta fazer uso do operador 1 da base de estados estacionarios de H.
[9(0)) = a1 (0)[¥4) +a—(0)|v—) = L) = [P1) (D ler) + [P ) (D-|e1),
ou seja: a+(0) = (Wylp1) e a—(0) = (¥-|¢1) W

¥ 10
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Aula 19 o As solucoes de H|i4) = E4|4) foram apresentadas no slide 3 e sao descritas
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o Wy ) =+ cos 0/2e7/2|p1) + sin §/2e T4/ 2|pg) — (14 |p1) =cos §/2eT¥/?
~)= sl ' 1 12 —lp1)=— '
p W > 51119/26—190/2“0 >+0089/2@+z /2‘90 > N <¢ |80 > Sin€/26+“0/2

X . tan = 21zl V) =lp1)
onde 6 e ¢ sao definidos por 1—E2 = Wi =0
Wa1 = |Wayle'? V) =|p2)

Com isso temos [1(0)) =cos 0/2eT/2|p ) —sin0/2eT/2|p_) e . |1(t)) fica
dada por

(L)) —etie/2 [cos 9/26_iE+th/2|¢+> — sin (9/26_iE_t/h’¢_>} .

e Quanto vale a probabilidade de achar o sistema em |p5)? Sabemos a resposta.

Basta calcular Pi2(t) = [{@a|th(t))]?. Comecemos pela amplitude

(2l (t)) =7/ | cos 0/2¢ P2 ooy ) — sin6/2e ™ F=t Mol

(paltps)=+sin 62"/

; btenh
<‘702W—>=+0059/26+w/2 € obtenha

Em seguida, use que {

' . sinf. . .
(@a|th(t))=€"? sin 0/2 cos 0/ 2[e ~ E+th/2_ o —iE-th/2)_,iw %{e_"EMh/Q e~ iE-1h/2]
\\", y

¥ 11
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Aula 19 ¢ A probabilidade de transicao de 1) no instante 0 para |¢2) no instante ¢ fica

S

1 —cosa

sinf. _, : sin? 0
Pra(t) =|(p2t(t))|* }6w 5 —Je™ 7'E”/h—6_7’E—t/h]’2: 5 [1—COS(

Mas como cos 2a = cos’—sin“a=1—2 sin’x podemos escrever

<E+2—hE_

—sinor/2

2|W12’

t) e com tanf = ————
qu m tan B L,

Isso permite escrever Pjo(t) =sin? f sin”

41W12)? L, (B —E_ .
i £)= (—t) fazendo uso do slide 4,
ca Pi2(t) 1Wial2 + (By — Ey)? sin 57 que fazendo uso do slide
4| W1a|? o [V (E1—E2)? + 4|W1s)?
@ | PeO=gw ey (5 = ) oh

O periodo de oscilacio desta probabilidade é obtido percebendo que sin? wt

% repete valor a cada , isto é sin®w(t + T') = sin?(wt), se wT = 7. Assim,
% E,—F 4142
- 3‘5 o periodo de repeticao é obtido pela relacao [\/( L 22)h+ Wizl } —
(I E
0 ( '@
d? ’ e a frequéncia de repeticao é l = \/<E1_E2)2 + 4|1 — by — B
0% b PENIO® och > hog @
“a

MAPLima freqiéncia de Bohr iucaw
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Aula 19 4|Who|?

e A probabilidade méxima é modulada por sin’ = e
4Wh2)? + (B — E2)?
A Z12(1)
sin’
0
thi(E, — E_)
£ T mh h
¢ atingida apds metade do periodo, — = =
§ 2 J(B B2+ AW 2(E: - E)
| % e 100% de chance de encontrar o sistema em |p2) s6 ocorre quando
33(’% |W1a| >> |Ey — Es| ou no caso degenerado E; = Es.
oy,

%55 o A cada periodo, o sistema volta a ter 100% de chance de ser RO

MAPLima  €ncontrado em |pq). ¥ 13
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e Caso II: perturbacao W pode ou nao depender do tempo (detalhes em F789).

Queremos calcular |1(t)), sabendo que no instante t = 0 o sistema estava em

11(0)). Vamos supor que no instante ¢ = 0 a perturbagao W (0) foi ligada e ela

pode ou nao mudar com o tempo. Consideraremos o caso geral W (). E sempre

possivel escrever |¢(t)) na base de autokets de Hy (ela é completa). Como a base
nao depende do tempo (estamos supondo que Hy(t) = Hy) apenas os coeficientes
da expansao dependerao do tempo, isto é, de um modo geral o ket, em qualquer

instante, pode ser escrito por:

() = N[ap(t)) = |o1) (p1]|Y(t)) +lp2) (2| (1)) = ai(t)|p1) + az(t)|p2)

a1 (t) (al (0) — 1) a9 (t) (CLQ (0) — 0) (COHdi(;ﬁO de contorno

O futuro é comandado pela equacao de Schrodinger zh |¢( )) = H|Y(t))

Substituicao direta da expressao acima nesta equacao fornece.

ih— {a1 1) + as(t)]p2)} = (Ho + W){ar(t)|e1) + az(t)|p2) }

A equacao pode dividida em duas equacoes acopladas em primeira ordem no

<901‘ — Zhdtal( ):Elal (t) + le(t)az(t)
(pa| — Zhdt o(t)=FEaas(t) + Woy(t)aq(t) | AW A

. , - _ s
existem estratégias para resolver isso "-" 14
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