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Paridade dos harmonicos esféricos

Relembrando a definicao de paridade da tltima aula, um operador II de paridade é
aquele definido pela operacao que leva um ponto r ao seu simétrico —r. Em coordenadas
cartesianas essa operacao ¢é feita simplesmente trocando o sinal de cada componente:

r=(x,y,2) = -r=(—x —y, —2).

Nesta aula temos interesse, porém, em funcoes escritas em coordenadas esféricas.
Nesse caso a transformacao de paridade pode ser executada mediante a seguinte mu-
danca nas coordenadas:

r=(r,0,¢) = -r=(71-071+¢), (1)

onde a coordenada r deve, obviamente, se manter inalterada, pois nao mudamos o
modulo do vetor r. A coordenada 6 foi refletida em relacao ao plano zy e a coordenada
v foi acrescida de um angulo de 7 rad.

Agora usamos o fato de que um harmoénico esférico é independente de r e Y} (6, ¢),
isto &, Y, (0, ¢) para m = [, pode ser expresso genericamente como

Y/ (0, ¢) = e (sin 0)' "%, (2)

onde ¢; é uma constante arbitraria. Aplicando a transformacao de paridade em (2),
obtemos o
VIO, ) =Y (m—0,7+¢)=clsin (x —0)] emel®

Yi(r—0, 7+¢) = (1) ¢ (sin 0)' e’ = (—1)' V' (0, ). (3)

Questao 1 - Usando a relagao abaixo,

. (l+m)  (L\"™"_,
Y™ (0, p) = m(f) Yy (0, ¢),

mostre que a paridade dos harmonicos esféricos depende da paridade de [.

RESPOSTA:



Usando a formula do enunciado, vamos nos aproveitar para definir Y, (6, ¢) em termos
de Y} (0, ¢) de uma maneira mais simplificada, fazendo,

Y (0, ¢) = C (L)Y (0, ),

j& que a constante C' carrega todos os termos sem dependéncia com 6 ou .
Analisamos, portanto, o efeito da paridade sobre o operador L_. Note que, dado o
efeito da transformacao de paridade sobre 6 e ¢ como

O=m—0 e p=>71+0¢,

entao o efeito sobre as derivadas deve ser,
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entdo, aplicando (1),

L_ = he~ir+%) _% +icot (m—6)

o

Logo, o operador L_ permanece o mesmo sob um transformacao de paridade.
Dessa maneira podemos novamente usar a férmula do enunciado e aplicar a trans-
formacao de paridade em Y;™ (0, ¢), obtendo,

Y0, 0) =Y (r—0,7+9)=C(L) "V (x—0,m+¢).
Usando o resultado de (3),
V" (m =0, 7w+ ) = (=1) C(L) "V (0, ) = (1) ¥ (6, ).

Portanto, se [ é par, a transformacao de paridade leva Y, (6, ¢) nela mesma e Y™ (6, ¢)
¢ par . Se [ é impar, a transformacao de paridade leva Y, (6, ¢) em seu oposto e
Y™ (6, ) & impar.



