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Solugao da equagao de autovalor

e Na aula passada mostramos que a equagao de autovalor, Aly) = A|y), poderia

ser re-escrita com auxilio de uma base completa, {|u;)}, com dimensao finita N
(ujluj) = d;; — ortonormalidade
(para facilitar), desde que respeitasse
va lu;) (u;| = 1 — completeza.
Primeiro, projetamos a equagao em |u;), isto é:  (u;|A|v) = A(u;|v). Depois,

usamos o operador unidade para obter:

N N
(il ALL|p) =~ {ui| Alug) (uglr) = (ugl) = Y (Asj—Adiz)¢; =0.
7 ——— —— N—— j \
v V ¢\, ~ .
Aij C; C; equacao linear e homogénea

e O sistema de equagoes acima tem uma solucao trivial. Qual? Que tal, ¢; =0V j.

Qual é a condicao para uma solucao nao trivial? =-|det [A — M ] =0, onde A é

uma matriz cujo elemento é A;;. Essa é a equacao caracteristica do sistema.

Esse determinante é uma equacao de ordem N em \. Consequentemente, possui

= Seria a equacao caracteristica independente

_ . e . A £
da representacao escolhida? No proximo slide mostraremos que sim. “w® | 1
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e Digamos que para resolver a equacao de autovalor, A|y) = A|Y), tivéssemos

escolhido outra base completa, {|tx)}, com mesma dimensao finita N, mas

(tx|te) = Oxe — ortonormalidade
respeitando = Seguindo os passos que

Zév te)(t¢| = 1 — completeza.

executamos para a base {|u;)}, teriamos:
N

N 7 N\
> (talAlte) (o) =X {telw) = D (A7 —Adre) e =0 = det [AW = AT] =0
7 N——— ——~ ——" F

N\

\\

t t t ~ — A N
A,(C e) cé ) c,(f) equacao linear e homogénea na nova base

Colocamos o super-escrito (t) para lembrar que todos os elementos estao escritos
em uma nova base. Nesse ponto ainda nao sabemos se o conjunto de \'s
continuard o mesmo. Para continuar, lembre que sabemos mudar de base.
(tx|Alte) = Z(tkluiﬂuimluj){uj\tg} — A = STAS com STS =1

ij
Assim a nova equacao caracteristica, det [A(t) — M } = (0 poderia ser escrita por
det [STAS—ASTS] =0 = det [ST(A—AI)S]=0 = det ST det [A—AI] det S=0,0u
ainda, det(S1S) det[A—AI|=0—det[A—\I] =0 a equagdo de {|u;)}. e

)
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e Consequéncia importante: As raizes \'s independem da escolha da representacao.

Estas raizes, os \'s, sio os autovalores do operador A.

e Determinacao dos autovetores.

Seja Ag um autovalor de A. Vamos achar o(s) autovetor(es) correspondente(s).
Trataremos separadamente o caso de um autovalor nao-degenerado (raiz simples)

e o caso degenerado (multiplas raizes iguais).

o Caso (1). A € uma raiz simples da equacao caracteristica. Chame-a de \g.

N
A
Gracas a imposicao da equacao caracteristica, o sistema E ij )\0523]05 0) — =0

J

.1 Quantas variaveis desconhecidas? N — o) j=1,N;
é linearmente dependente L . J
Quantas equacoes linearmente independentes? N —1.

Colocamos um sobrescrito (Ag) nos C§~>\0)

respeito é o autovetor cujo autovalor é A\g. Como temos apenas N — 1 equacoes

para lembrar o vetor que eles dizem

linearmente independentes, podemos solucionar esse sistema e obter N —1 dos c?

em funcao do N coeficiente (escolha arbitraria). O N coeficiente sera

€21mo €21mo

escolhido pela condi¢ao de normalizagao. Vamos escolher Ny, = 1 e realizar

S
uma troca de variaveis c? = ozg)c(l) com o) =1 (N —1 incégnitas). \}"” 3
‘\
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Com essa escolha, teremos o autoket [1y(c})) = Z c?]uj> que pode se reescrito
J

por: [¢o(c))) = cfadlu;) = Zoz0|u] = DJepo) com [tho) = Y~ aIluy).
j

J

o Note que a arbitrariedade, até entao, de escolha do ¢ faz todos os [¢(c}))

colineares (eles diferem entre si por uma constante multiplicativa). Ao forcar

(WY() o (c))) = 1, acha-se |c}| e esta arbitrariedade se reduz & uma fase.

o Para achar os oz? faca uso da equacao de autovalores do slide anterior usando

N N
0S 049, isto é: Z[Aij—)\géij}cyo) =0 :>Z[Aij—)\o5ij}agcé>‘o) =0,
J J
N

que pode ser reescrita por Z [Aij —)\052-9-} 049: — [Ail —)\057;1] 04(1), um sistema de

j=2 s produz N equacoes, pois i =1, ..., N.
N—1 equagoes L.I., nao-homogéneas (uma delas é ignorada, pois é combinagao
linear das outras) com N —1 incégnitas (lembre que o = 1). Realize os passos

usuais (lgebra linear) para resolver esse sistema e encontre ) (j = 2,...N).

Esse procedimento pode ser aplicado para

todos os autovalores nao-degenerados. ¥
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Solugao da equagao de autovalor

o Caso (2). A é uma raiz multipla de ordem 2 da equacao caracteristica.

Chame-a, novamente, de \g. Estudaremos s6 o caso onde A é Hermiteano.
No caso anterior, o caso nao-degenerado, foi possivel obter uma solucao nao
trivial, impondo dependéncia linear entre as N equacoes. Isso resultou em
um sistema de N —1 equacoes linearmente independentes. Na situacao com
um autovalor \g bi-degenerado, é possivel mostrar que neste caso teriamos

N —2 equacoes linearmente independentes.

Isso permite que os ¢ sejam escritos em termos de dois deles, por exemplo,

j
0,0 PR . 0_n0 0 0.0 0_0_
ci e c3. Uma troca de varidveis agora seria c;=0;cj + 7;¢3, com [7=75=1

e 6(2):7?:0. As variaveis 6? e 75-) podem ser encontradas da seguinte forma:
r’CO’ULpO’fLﬁTLt(i ‘U1> [)7’65671/166 € ‘u2> ausente

¢y = 0 e ache ) — (N—2)8's, pois f) =1 e 3 =0
¢} = 0eachey; = (N—2)7's, pois 1) =0e~3 =1

componente ]u 1> ausente e \11,2> presente
Todos os autovetores associados com \g tomam a forma:

[0(cY, e9)) = Zc?\uﬁ = Z Bt u;) + Z*y?c%]uﬁ que pode ser reescrito
J

Suponha

7 7 r-. tem componente ‘U,Q> mas nao \u1>

tem componente |u1) mas nao |usg)

0 0 . . . . . . &"’A‘
[9(c, c5)) = constitui um espago vetorial bi-dimensional. ¥ 5

UNICAMP

(8 e8)) = 3 BBlug) +e§ 3 s} =S+ Bluy 1441 ) o s
J J




F689

Observaveis

Aula 09 ¢ Quando A é Hermiteano, e se a multiplicidade da raiz Ao for ¢, existem (N —gq)

Instituto de Fisica Gleb Wataghin

oo
2P
2%
& Qoo
Qoo

Qoo

MAPLima

equacoes linearmente independentes e g vetores L.I. com autovalor .
Assim, para um operador A, Hermiteano, caso a dimensao do espaco seja N, é
possivel afirmar que existem N autovetores linearmente independentes.
Para operadores nao Hermiteanos, isso pode nao ser verdade (A pode até nao
ser diagonalizdvel).
Observaveis.

Algumas propriedades dos autovetores e autovalores de operadores Hermiteanos:
Os autovalores de um operador Hermiteano sao reais.

(WlARD) = Me|) = (V[ Alw) = (W]AT|) = (WAJp)* = . (P|Al¢) & real.
Como (1)|y) também é real, concluimos que X é real.

Al) = Ay = (AT = (X oA = (W]

implicacoes
mas, como AT = A e \* =\

se [y € autoket de A com autovalor A, entdo (| é autobra de A

com o mesmo autovalor.

Conclusao: {

Note que V |¢) € &, temos (Y|A|p) = A(Y|p) = sera utill .
AWz,
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Aula 09 ¢ (s autovetores de um operador Hermiteano, correspondendo a 2 autovalores

diferentes, sao ortogonais.

Alp) = A)

Suponha — do que aprendemos até agora, podemos escrever:

Alp) = plp)

——
(lAl) = Melv) = plelv) = (A = p)(pl) = 0= Se A # p, {p[¢) =0.

e Preparativos para uma definicao matemdtica de uma observdvel.
Quando £ tem dimensao finita, vimos que é sempre possivel formar uma base
com autovetores de um operador Hermiteano. Considere agora uma base de

dimensao infinita, porém discreta.

Seja gn,o0 grau de degenerescéncia de um autovalor a,, = A|YL) = ay|L).
Isto implica que i = 1,...g, e que para i # i, |[¢%) e |¢§{> sao L.I.

J4 mostramos que vetores de &, (com autovalor a,,) sao ortogonais aos de &,
(com autovalor a,), pois a, # an = (Y. |[¢),) =0sen #n'. Como sio L.I,

dentro do subespaco &,, podemos sempre escolher |1%), tais que (1% 1)) =6, ;.

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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dn
e Uma vez que (% |¢?)=4;;, podemos definir P, Z L) (L |. Compare

X gn

isso com Z Z L) (] = 1 e conclua que Z P, =1.

n=1 =1
e Note também que AP, = a,FP,,, pois todos os kets que compoem F,, tem o

mesmo autovalor.

e Finalmente, aplique as duas observacoes acima em

A|90>=A11\90>=A2Pn190>=ZAPn!sO>=Zan Polo) = () anPy)|e)

n=1 n=1

Como isso vale V|p) = A = Z an P

Vamos aplicar essa definigdo em |1 ) para ver se estd coerente.

AlL) = Z Gy P |11 = Z O [0 = ap|1p?), onde usamos
n’/=1

n’'=1

Instituto de Fisica Gleb Wataghin
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Aula 09 e Alguns operadores Hermiteanos tem espectro continuo e discreto misturados.
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ALY = an|Yl), comn=1,2,...ei=1,...,g,
Neste caso Estes kets sao
AlY,) = a(v)|y,), com vy <v <y

<¢7i1 wa = Opn 04/

obtidos de tal forma que ¢ (¢, |¢,/) = §(v — ') e arelacao de completeza

(Wnltw) =0
> gn . . Ij2
Z Z 2, (r | + / dv |1,) {1, | = 1 garante que se trata de uma observavel.
n=1 i=1 V1

Se levassemos em conta o spin da particula, a parte continua também poderia
adquirir uma degenerescéncia discreta.

Exemplo: considere o projetor Py = [1)(1|, serd uma observavel?

J& sabemos que é Hermiteano, Pi = P, e que seus autovalores sao 1 ou 0, isto ¢

autovalor =1 = |p) = [¥)
o operador P,
autovalor = 0 = V/|p), tal que (¢|p) =0

Um ket qualquer |p) sempre pode ser escrito na forma: .
o) =Pyle)+(1—Py)lp). bl
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Exemplo (continuacao) e Observaveis que comutam
Note também que Py|p) é um autoket de P, com autovalor 1, pois

Py(Pyle)) = Pyle) = Pyly)
E que (1 — Py)|e) é um autoket de P, com autovalor 0, pois
Py(1 = Py)lp) = (Py — P)le) = (Py — Py)lo) = 0l)
Como V |¢) € £ pode ser escrito em termos de Pylp) e (1 — Py)|¢), podemos
concluir que eles formam uma base e .. P, ¢ uma observavel.
Conjunto de observaveis que comutam.

Nosso livro texto trata esse assunto de maneira formal com auzilio de teoremas.

Se dois operadores A e B comutam, e se [1)) é um autovetor de A,
Teorema I:

Bly) também é um autovetor de A com o mesmo autovalor.

Demonstracao:

Se [1) é autovetor de A = A|¢) = alyp). Aplique B dos dois lados desta
equagao e obtenha BA|y) = aB|y). Como [A, B] = 0= AB|¢Y) = aB|¢) e
conclua: Bli) também é autoket de A com o mesmo autovalor a.
Comentdrios

(1) Se a nao é degenerado, todos os autokets associados a ele sao colineares,

- B X ) o subespaco de autokets com autovalor a .
(2) Se a for degenerado, B|i) é uma combinagao de autovetores de £, %% 10
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(3) O subespaco &, é dito globalmente invariante sob a acao de B.

(4) Note que qualquer combinagao de kets do subespaco &£, é um autoestado de
A com auto valor a. Isso indica que uma determinada combinacao podera
ser autoestado de A e B simultaneamente.

(5) Poderiamos ter tratado esse ultimo item como um Teorema I’:

Se dois operadores A e B comutam, qualquer subespaco de A € globalmente

invariante sob a acao de B.

Se duas observaveis A e B comutam, e se |1)1) e |¢)2) sdo dois

Teorema II: ¢ autovetores de A com autovalores diferentes, o elemento de matriz
<¢1|B|¢2> é zero.

Demonstracao:
: Althr) = ar]thr) -
§Se [1)1) e |12) sao dois autovetores de A = e (Y1]Y2) =0
33 % Altha) = az|t2)
Qoo 2
083’0330 ~De acordo com o teorema I, B|ysy) é autovetor de A com autovalor as e isso
9% 1B , _ B B .
garante que |¢1> |¢2>a pois a1 # az. .. <¢1| ‘¢2> = 0. e 11
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Aula 09 Demonstracao (continuagao):

Uma outra forma de provar o teorema seria:

Primeiro considere que (1|[A, B]|2) =0, uma vez que eles comutam, [A, B]=0.
(V1|ABlp2) = a1 (¥1|Bly2)

Note = (1[4, B|v2) = (a1 — a2) (1| Bltp2) = 0
(V1| BA[h2) = az(i1|Bli2)

e como o produto precisa ser zero e um dos fatores nao é (a1 # ag), conclua que

Al1) = ar|r)
(11| Bly2) = 0 se com aq # as

Altpa) = az|)z)

Conclusao importante:
Se a representacdao matricial da observdvel A for diagonal, a representacdao de B

nesta mesma base serd no minimo bloco-diagonal, onde os blocos serao os
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